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�.�. ��������

�� (1 + "n)-������������ M-�������

� ¯®¬¨¬ ¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï [1]. X ¡ã¤¥â ®§ ç âì ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥¯ à ¡¥«ì®¥ ¡  å®-
¢® ¯à®áâà áâ¢®. �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fxng11 � X  §ë¢ ¥âáï ¬¨¨¬ «ì®©, ¥á«¨ xm =2 [xn]n6=m,
m = 1; 2; : : : (ç¥à¥§ [xn] ®¡®§ ç ¥âáï § ¬ëª ¨¥ «¨¥©®© ®¡®«®çª¨ fxng). �«ï ¬¨¨¬ «ì®áâ¨
fxng ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ «  â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fx�ng11 � ([xn])�,
çâ® á¨áâ¥¬  fxn; x�ng11 ï¢«ï¥âáï ¡¨®àâ®£® «ì®©, â. ¥. x�m(xn) = �m;n, m;n = 1; 2; : : : �¨¨-
¬ «ì ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fxng  §ë¢ ¥âáï M -¡ §¨á®¬, ¥á«¨ ®  ¯®«  ¢ X ¨ fx�ng â®â «ì ,
â. ¥. ([x�n])

> = 0. M -¡ §¨á fxng  §ë¢ ¥âáï ®à¬¨àãîé¨¬, ¥á«¨ r([x�n]) > 0, ¤«ï å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨
�¨áª¬ì¥

r(V ) = inf
x2X

sup
x�2V

jx�(x)j
kx�k kxk ; V � X�:

�¨®àâ®£® «ì ï á¨áâ¥¬  fxn; x�ng (¨«¨ ¬¨¨¬ «ì ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fxng)  §ë¢ ¥âáï C-
®£à ¨ç¥®©, ¥á«¨ kxnk kx�nk < C, n = 1; 2; : : : , ¨ ®à¬ «ì®©, ¥á«¨ kxnk kx�nk = 1, n = 1; 2; : : :
�ã¤¥¬  §ë¢ âì á¨áâ¥¬ã fxn; x�ng (1 + "n)-®£à ¨ç¥®©, ¥á«¨ kxnk kx�nk < 1 + "n, n = 1; 2; : : :

�®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ®£à ¨ç¥®£®M -¡ §¨á  ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ á¥¯ à ¡¥«ì®¬ ¡  å®¢®¬
¯à®áâà áâ¢¥ X ¢®áå®¤¨â ª �  åã. �í¢¨á ¨ �¦®á® ¯®áâà®¨«¨ ¢ X ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® " > 0
¯®«ãî (1 + ")-®£à ¨ç¥ãî ¬¨¨¬ «ìãî á¨áâ¥¬ã [2]. �ª®ç â¥«ì® ¢®¯à®á ¡ë« à¥è¥ ¢ [3].
�¥â®¤®¬, ®â«¨çë¬ ®â [2], ¡ë« ¯®áâà®¥ (

p
2+1+")-®£à ¨ç¥ë©M -¡ §¨á ¢X. �¤ ª® ®áâ ¥âáï

¥à¥è¥®© ¨§¢¥áâ ï § ¤ ç  ([1], £«. III, x 8, á. 251) ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¢ X ®à¬ «ì®£®M -¡ §¨á 
¨ ¤ ¦¥ ®à¬ «ì®© ¯®«®© ¬¨¨¬ «ì®© á¨áâ¥¬ë. �¥¨§¢¥áâë ®â¢¥âë â ª¦¥ ¨   á«¥¤ãîé¨¥
¢®¯à®áë.

�à®¡«¥¬  1 (áãé¥áâ¢®¢ ¨ï). �ãáâì f"ng | ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á« . �ãé¥áâ¢ãîâ «¨ ¢ X
(1 + "n)-®£à ¨ç¥ë© M -¡ §¨á ¨ ¯®« ï (1 + "n)-®£à ¨ç¥ ï ¬¨¨¬ «ì ï á¨áâ¥¬ ?

�à®¡«¥¬  2 (¯à®¤®«¦¥¨ï). �ãáâì f"ng| ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á«  ¨ fxn; x�ngN1 | ª®¥ç ï
(1+"n)-®£à ¨ç¥ ï ¡¨®àâ®£® «ì ï á¨áâ¥¬ . �à®¤®«¦ ¥âáï «¨ ®  ¤® (1+"n)-®£à ¨ç¥®£®
M -¡ §¨á  ¨ ¤® ¯®«®© (1 + "n)-®£à ¨ç¥®© ¬¨¨¬ «ì®© á¨áâ¥¬ë?

�á®, çâ® ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ à¥è¥¨¥ ¯à®¡«¥¬ë 1 ¢«¥ç¥â §  á®¡®© ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ à¥è¥¨¥ ¯à®-
¡«¥¬ë 2. �  ¯à ¢«¥¨¨ à¥è¥¨ï á¤¥« ë á«¥¤ãîé¨¥ è £¨. �®¤¨ä¨ª æ¨ï à ááã¦¤¥¨© ¨§ [3]
¯®§¢®«¨«  ¢ [4] ¯®áâà®¨âì (1 + "n)-®£à ¨ç¥ë© M -¡ §¨á ¢ X,   ¢ [5] | ¯®«ãç¨âì (1 + "n)-
®£à ¨ç¥ãî ¯®«ãî ¬¨¨¬ «ìãî á¨áâ¥¬ã ¤«ï ¥ª®â®àëå "n ! 0 (n!1).

� ¤ ®© áâ âì¥ ¯à®¡«¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¯à®¤®«¦¥¨ï à¥è¥ë ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå "n > 0
á
P
"2n = 1. �«ï ¤®áâ¨¦¥¨ï íâ®© æ¥«¨ ¬®¤¨ä¨æ¨àã¥âáï ¬¥â®¤ �¥«ç¨áª®£®. �¤ ª® ¨ª ª¨¥

¬¥â®¤ë, ¢ ª®â®àëå í«¥¬¥âë ¯à®¤®«¦¥¨ï ¢ë¡¨à îâáï à á¯®«®¦¥ë¬¨ ¥¤ «¥ª® ®â § ¤ ®£®
¯®¤¯à®áâà áâ¢ , ¥ ¤ îâ à¥è¥¨ï ¯à®¡«¥¬ë ¯à®¤®«¦¥¨ï ¤«ï ¡ëáâà® ã¡ë¢ îé¨å "n.

� ç «¥ á¢¥¤¥¬ ¯à®¡«¥¬ã 2 ª ¢ë¡®àã ¯à®¤®«¦¥¨ï, § å¢ âë¢ îé¥£® ®¤¨ § ¤ ë© ¢¥ªâ®à.

�¥¬¬  1. �ãáâì f"ng11 | â ª¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á« , çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  x 2 X
¢áïª ï ª®¥ç ï (1 + "n)-®£à ¨ç¥ ï ¡¨®àâ®£® «ì ï á¨áâ¥¬  fxn; x�ngN1 ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤®

¯®«®© (1+ "n)-®£à ¨ç¥®© ¡¨®àâ®£® «ì®© á¨áâ¥¬ë fxn; x�ng11 â ª®©, çâ® x 2 [xn]11 . �®£¤ 
fxn; x�ngN1 ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® (1 + "n)-®£à ¨ç¥®£® ®à¬¨àãîé¥£® M -¡ §¨á .
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fdjg11 � X, ¯«®âãî ¢
X, ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ®¯®àëå ª dj äãªæ¨® «®¢ fd�jg11 � X� : d�j (dj) >

1
2
kd�jk kdjk.

�ã¤¥¬ ¨áª âì (1+ "n)-®£à ¨ç¥®¥ ¡¨®àâ®£® «ì®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ á¨áâ¥¬ë fxn; x�ngN1 â ª®¥,
çâ® ¤«ï ¥ª®â®àëå ®¬¥à®¢ fNj ;Mjg11 , N < M1 < N1 < M2 < N2 < � � � ¨ ¤«ï ¥ª®â®àëå
¤®áâ â®ç® ¬ «ëå j > 0 ®æ¥ª¨

dist(dj ; [xn]
Mj

n=1) < j (1)

¨

dist(d�j ; [x
�
n]
Nj

n=1) < j (2)

¢ë¯®«ïîâáï ¤«ï ª ¦¤®£® j = 1; 2; : : :
�á«¨ j ¤®áâ â®ç® ¬ «ë, â® íâ® ¯à®¤®«¦¥¨¥ ¨ ¡ã¤¥â ¨áª®¬ë¬: ¢ á¨«ã (1) ¨ ¡« £®¤ àï

ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¯®«®âë fdjg, [xn]11 á®¤¥à¦¨â ¯®«ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì,   ¢ á¨«ã (2) ¨¬¥¥¬
r([x�n]) > 0. �®áâà®¥¨¥ ¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® j.

j-© è £. �à®¤®«¦¨¬ fxn; x�ngNj�1

1 á®£« á® ãá«®¢¨î â ª, çâ®¡ë dj 2 [xn]11 . �®£¤ , ®ç¥¢¨¤-
®,  ©¤¥âáï â ª®© ®¬¥à Mj , çâ® ¢ë¯®«ï¥âáï (1). �¥¯¥àì ¯à®¤®«¦¨¬ á¨áâ¥¬ã fx�n; xngMj

1 �
X� � X�� ¯® ãá«®¢¨î ¤® á¨áâ¥¬ë fx�n; xngMj

1 [ fx�n; x��n g1Mj+1
â ª, çâ®¡ë d�j 2 [x�n]

1
1 . �®£¤   ©-

¤¥âáï â ª®© ®¬¥à Nj , çâ® ¢ë¯®«ï¥âáï (2). �®£« á® ¯à¨æ¨¯ã «®ª «ì®© à¥ä«¥ªá¨¢®áâ¨
áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ fxngNj

Mj+1
, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® n =Mj + 1; : : : ; Nj

x�m(xn) = x��n (x
�
m); m = 1; : : : ; n;

¨
kxnk kx�nk < kx��n k kx�nk+ �n;

£¤¥ �n > 0 â ª¨¥, çâ® kx��n k kx�nk + �n < 1 + "n, n = 1; 2; : : : �®£¤  fxn; x�ngNj

1 | ¯®¤å®¤ïé¥¥
¯à®¤®«¦¥¨¥.

�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥à  ¨

�¥¬¬  10. �á«¨ ¢áïª ï ª®¥ç ï ®à¬ «ì ï ¡¨®àâ®£® «ì ï á¨áâ¥¬  fxn; x�ngN1 ¤«ï «î-

¡®£® ¢¥ªâ®à  x 2 X ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ®à¬ «ì®© ¡¨®àâ®£® «ì®© á¨áâ¥¬ë fxn; x�ng11 â ª®©,

çâ® x 2 [xn]11 , â® ®  ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¨ ¤® ¯®«®© ®à¬ «ì®© ¡¨®àâ®£® «ì®© á¨áâ¥¬ë.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë 1 ¢ë¯®«ï¥âáï ¤«ï "n > 0 á
P
"2n =1. �â® ¨ ®§ ç ¥â

à¥è¥¨¥ ¯à®¡«¥¬ 1 ¨ 2 ¤«ï íâ¨å "n.

�¥¬¬  2. �ãáâì "n | ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á«  á
P
"2n = 1, fxn; x�ngN1 | ª®¥ç ï ¡¨®àâ®-

£® «ì ï á¨áâ¥¬  ¨ x 2 X | «î¡®© ¢¥ªâ®à. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®¤®«¦¥¨¥ fxn; x�ngM1 , ¤«ï

ª®â®à®£®

kxnk kx�nk < 1 + "n; n = N; : : : ;M;

¨

x 2 [xn]
M
1 :

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¦® áç¨â âì, çâ® x =2 [xn]N1 , ¯®íâ®¬ã ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¡¨®àâ®£® «¨§ æ¨¨
�¬¨¤â   ©¤ãâáï â ª¨¥ d1 2 X ¨ d�1 2 X�, çâ® á¨áâ¥¬  fx1; : : : ; xN ; d1; x�1; : : : ; x�N ; d�1g ¡¨®àâ®£®-
 «ì  ¨

x 2 E = [x1; : : : ; xN ; d1]: (3)

�®¤¯à®áâà áâ¢® E ª®¥ç®¬¥à®,   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® F = ([x�1; : : : ; x
�
N ; d

�
1])

> ¡¥áª®¥ç®¬¥à®,
¯®íâ®¬ã ¨§ â¥®à¥¬ë �¢®à¥æª®£® [6] á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® " > 0 ¨ ¤«ï «î¡®£® ¤®áâ â®ç® ¡®«ì-
è®£® M áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤¯à®áâà áâ¢® eF � F à §¬¥à®áâ¨ M �N , (1 + ")-¨§®¬®àä®¥ ¥¢ª«¨¤®¢ã
¨ â ª®¥, çâ® kPk < 1 + ", £¤¥ P : G = E + eF ! eF | ¯à®¥ªâ®à á kerP = E.
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�ãáâì T : l(M�N)
2 ! eF | ¨§®¬®àä¨§¬, kTk < 1 + ", kT�1k = 1. �®£¤  ®¯à¥¤¥«¥  á¨áâ¥¬ 

dn = Ten 2 G; d�n = (T�1P )�e�n 2 G�; n = 2; : : : ;M �N;

£¤¥ feng | ª ®¨ç¥áª¨© ¡ §¨á l(M�N)
2 á á®¯àï¦¥ë¬¨ äãªæ¨® « ¬¨ fe�ng. �á®, çâ® á¨-

áâ¥¬  fx1; : : : ; xN ; d1; : : : ; dM�Ng � G ï¢«ï¥âáï ¬¨¨¬ «ì®© á á®¯àï¦¥ë¬¨ äãªæ¨® « ¬¨
fx�1; : : : ; x�N ; d�1; : : : ; d�M�Ng, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¬¨ ª ª í«¥¬¥âë G�.

�¥¯¥àì ®¯à¥¤¥«¨¬ ®àâ®£® «ì®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¤®¡ ¢«¥®© á¨áâ¥¬ë fdng, ª®â®à®¥ ¤ áâ
ã¦ãî á¨áâ¥¬ã. � áá¬®âà¨¬ ¢ l(M�N)

2 ¢¥ªâ®à w1 = R(M)�1("N+1; : : : ; "Mg á ¥®£à ¨ç¥® ¢®§-
à áâ îé¥© äãªæ¨¥© R(M) =

� MP
N+1

"2n

�1=2
. �ãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®£® «ì ï ¬ âà¨æ  (wn;m)

M�N
n;m=1, ¢

¯¥à¢®¬ áâ®«¡æ¥ ª®â®à®© áâ®¨â ¢¥ªâ®à w1. �¯à¥¤¥«¨¬ ¤«ï ª ¦¤®£® n = 1; 2; : : : ;M �N

xN+n =
M�NX
m=1

wn;mdm; x�N+n =
M�NX
m=1

wn;md
�
m:

�à®¤®«¦ ï äãªæ¨® «ë   ¢á�¥ X, ¯®«ãç¨¬ ¨áª®¬ãî á¨áâ¥¬ã. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ á¨«ã ®àâ®£®-
 «ì®áâ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï á¨áâ¥¬  fxn; x�ngM1 ¡¨®àâ®£® «ì  ¨ [dm]

M�N
1 = [xn]MN+1, ¯®íâ®¬ã ¢

á¨«ã (3) x 2 [xn]M1 . � «¥¥ ¤«ï ª ¦¤®£® n = 1; 2; : : : ;M �N

kxN+nk � jwn;1j kd1k+
T�

M�NX
m=2

wn;mem
�

l2
� R(M)�1"N+nkd1k+ (1 + ") � 1

¨   «®£¨ç® kx�N+nk � R(M)�1"N+nkd�1k+ (1 + ") � 1.
�â ª, ¥á«¨ M ¨ " = "(M) ¡ë«¨ ¢ë¡à ë ¯®¤å®¤ïé¨¬ ®¡à §®¬, â® kxN+nk kx�N+nk < 1+ "N+n,

n = 1; 2; : : : ;M �N .

� ª ãª § ® ¢ëè¥, «¥¬¬ë 1 ¨ 2 ¤®ª §ë¢ îâ á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â.

�¥®à¥¬ . �ãáâì "n | ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á«  á
1P
1
"2n =1. �®£¤  ¢ ª ¦¤®¬ á¥¯ à ¡¥«ì®¬

¡  å®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ X áãé¥áâ¢ã¥â ®à¬¨àãîé¨© M -¡ §¨á fxng â ª®©, çâ® kxnk kx�nk <
1 + "n, n = 1; 2; : : : , £¤¥ x�n | á®¯àï¦¥ë¥ äãªæ¨® «ë.

�¡áã¤¨¬ â¥¯¥àì ¢®§¬®¦®áâ¨ ¬¥â®¤®¢ à¥è¥¨ï ¯à®¡«¥¬ë 2. �«ï ¥¥ à¥è¥¨ï ¥®¡å®¤¨¬® ¨
¤®áâ â®ç® ¯®áâà®¨âì â ª®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ¤ ®© ª®¥ç®© (1+"n)-®£à ¨ç¥®© ¡¨®àâ®£® «ì-
®© á¨áâ¥¬ë fxn; x�ngN1 , çâ® x 2 [xn]11 , £¤¥ x § ¤  § à ¥¥ (¬®¦® áç¨â âì, çâ® kxk = kxnk = 1,
n = 1; 2; : : : ). �«ï íâ®£® á ç «  ¯à®¤®«¦ îâ fxng ¢ ¥ª®â®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L,  å®¤ïé¥¥-
áï ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ¯®«®¦¥¨¨ ®â®á¨â¥«ì® x. � â¥¬ \¯®¢®à ç¨¢ îâ" ¯à®¤®«¦¥¨¥ â ª, çâ®¡ë
[xn]11 § å¢ âë¢ «® x, ® ¯à¨ íâ®¬ í«¥¬¥âë ¯à®¤®«¦¥¨ï ®ª § «¨áì ¥¤ «¥ª® ®â L, â. ¥.

9t > 0 : dist(xn; L) < t"n; n > N: (4)

�  ®æ¥ª¥ (4) ¨ ®á®¢   (1 + "n)-®£à ¨ç¥®áâì fxng11 .
�®ª ¦¥¬, çâ® â ª¨¥ ¬¥â®¤ë ¥ à ¡®â îâ ¤«ï "n á

1P
1
"n < (2t)�1. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, (4) ®§ ç ¥â,

çâ® ¤«ï ¥ª®â®àëå ln 2 L á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢® kln � xnk < t"n, n > N . �®£¤  ¥á«®¦®
¯®ª § âì [7], çâ® ¤«ï «¨¥©®£® ¥¯à¥àë¢®£® ®¯¥à â®à  T : [xn]1N+1 ! X, ®¯à¥¤¥«¥®£® ¯®

¯à ¢¨«ã Txn = xn (n � N), Txn = ln (n > N), ¨¬¥¥¬ kI � Tk �
1P
N+1

t"nkx�nk < 2t
1P
N+1

"n.

�®áª®«ìªã x 2 [xn]11 , ¯®«ãç ¥¬ dist(x;L) � kx � Txk � kI � Tk � 2t
1P
N+1

"n, çâ® ¢ë¯®«¥® ¥

¢á¥£¤ , ¥á«¨ 2t
P
"n < 1.

� § ª«îç¥¨¥ ¢ëà ¦ î ¡« £®¤ à®áâì �.�.� ¤¥æã §  àãª®¢®¤áâ¢® à ¡®â®©.
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