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1. �¢¥¤¥­¨¥

�¥«ì áâ âì¨ | ¤ âì ®¡§®à á¢®©áâ¢ ®â®¡à ¦¥­¨ï �©«¥à {� £à ­¦ , ¨á¯®«ì§ã¥¬®£® ¢ ¢ à¨ -
æ¨®­­®¬ ¨áç¨á«¥­¨¨ ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª  ­  à áá«®¥­­ëå ¬­®£®®¡à §¨ïå. �â¨ á¢®©áâ¢  ¨§ãç îâáï
ã¦¥ ¤®áâ â®ç­® ¤ ¢­®, ¯à¨ç¥¬ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ à §­®®¡à §­ëå ¨¤¥©. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ®¡áã¦¤ -
îâáï á¢®©áâ¢  ï¤à  ®â®¡à ¦¥­¨ï �©«¥à {� £à ­¦  (á®áâ®ïé¥£® ¨§ ¢ à¨ æ¨®­­® âà¨¢¨ «ì­ëå
¨«¨ ­ã«ì-« £à ­¦¨ ­®¢), ®¡à § íâ®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï (®¡à â­ ï ¯à®¡«¥¬  ¢ à¨ æ¨®­­®£® ¨áç¨á«¥-
­¨ï) ¨ ¥£® ¨­¢ à¨ ­â­ë¥ á¢®©áâ¢  (â¥®à¨ï �¥â¥à).

�à¨¬¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï: Y | â®â «ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® à áá«®¥­¨ï á ¡ §®© X ¨ ¯à®-
¥ªæ¨¥© �, JrY | à áá«®¥­¨¥ r-áâàã© á¥ç¥­¨© à áá«®¥­¨ï Y , �r;s : JrY ! JsY , �r : JrY ! X |
ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ¯à®¥ªæ¨¨ à áá«®¥­¨© áâàã©. �®« £ ¥¬ n = dimX ¨ m = dimY � n. �«ï «î-
¡®£® ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  W � Y ®¡®§­ ç¨¬ W r = (�r;0)�1(W ). �«ï ª àâ ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®-
¢ âì áâ ­¤ àâ­ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï: ª àâã ­  JrY ,  áá®æ¨¨à®¢ ­­ãî á à áá«®¥­­®© ª àâ®© (V;  ),
 = (xi; y�) ­  Y , £¤¥ 1 � n � m ¨ 1 � � � m, ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ (V r;  r),  r =
(xi; y�; y�j1 ; y

�
j1j2

; : : : ; y�j1j2:::jr). �¥à¥§ 

rW ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¢­¥è­îî  «£¥¡àã ä®à¬ ­  W r; ç¥-

à¥§ 
r
pW (
r

p;XW , 
r
p;YW ) | ¬®¤ã«ì p-ä®à¬ (�r-£®à¨§®­â «ì­ëå, �r;0-£®à¨§®­â «ì­ëå p-ä®à¬).

�â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ®¡à â­ë© ®¡à § ä®à¬ë � ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ f ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï f ��.
�ãáâì W | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¬­®£®®¡à §¨ï Y , � | « £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  r ¤«ï Y ,

®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­  W r, ¨ E� | ä®à¬  �©«¥à {� £à ­¦  « £à ­¦¨ ­  �; E� ®¯à¥¤¥«¥­  ­  ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢¥ W 2r � J2rY . � ¯®¬­¨¬, çâ® ¥á«¨ ­  ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï V à áá«®¥­­®© ª àâë
(V;  ),  = (xi; y�), « £à ­¦¨ ­ � ¢ëà ¦ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

� = L!0;

£¤¥ äã­ªæ¨ï � £à ­¦  L § ¢¨á¨â ®â xi; y�; y�j1 ; y
�
j1j2

; : : : ; y�j1j2:::jr , â®

E� = E�(L)!� ^ !0;

£¤¥ !� = dy� � y�j dx
j ,   ª®¬¯®­¥­âë E�(L) | ¢ëà ¦¥­¨ï �©«¥à {� £à ­¦ :

E�(L) =
rX

l=0

(�1)ldp1dp2 : : : dpl
@L

@y�p1p2:::pl
: (1.1)

�â®¡à ¦¥­¨¥ 
r
n;XW 3 �! E� 2 
2r

n+1;YW ­ §ë¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ �©«¥à {� £à ­¦ . �«¥-
¬¥­âë ¬®¤ã«ï 
r

n;XW ­ §ë¢ îâáï « £à ­¦¨ ­ ¬¨; í«¥¬¥­âë ¬®¤ã«ï 
s
n+1;YW � ª¥­á ­ §¢ «

ä®à¬ ¬¨-¨áâ®ç­¨ª ¬¨,   �àã¯ª®¢  | ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¬¨ ä®à¬ ¬¨. �®à¬ã«ë (1.1) ¨§¢¥áâ­ë ª ª
¢ëà ¦¥­¨ï �©«¥à {� £à ­¦ .

�â®¡à ¦¥­¨¥ �©«¥à {� £à ­¦  «¨­¥©­® ­ ¤ ¯®«¥¬ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«. �£® ï¤à® á®áâ®¨â
¨§ ¢ à¨ æ¨®­­® âà¨¢¨ «ì­ëå, ¨«¨ ­ã«ì-« £à ­¦¨ ­®¢,   ¥£® ®¡à § ®¡à §®¢ ­ ä®à¬ ¬¨-¨áâ®ç-

­¨ª ¬¨ " 2 
2r
n+1;YW â ª¨¬¨, çâ® " = E� ¤«ï ­¥ª®â®à®£® « £à ­¦¨ ­  �.

� ­­ ï à ¡®â  ¯®¤¤¥à¦ ­  �¥èáª¨¬ ä®­¤®¬ ­ ãç­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨© (£à ­â 201/06/0922) ¨ �¨­¨áâ¥à-
áâ¢®¬ ¯® ¤¥« ¬ ®¡à §®¢ ­¨ï, ¬®«®¤¥¦¨ ¨ á¯®àâ  �¥èáª®© �¥á¯ã¡«¨ª¨ (£à ­â MSM 6198959214).
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� ¤ ­­®¬ ®¡§®à¥ ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì á¢¥¤¥­¨ï, á®¤¥à¦ é¨¥áï ¢ à ¡®â å ¯® ®á­®¢ ¬ £«®¡ «ì-
­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ¨áç¨á«¥­¨ï: [1] (£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¨¤¥¨ ¢ à¨ æ¨®­­®£® ¨áç¨á«¥­¨ï ­  £à áá¬ -
­¨ ­ å, à¥£ã«ïà­®áâì), [2] (ä®à¬  �ã ­ª à¥{� àâ ­ , á¢ï§­®áâ¨, ¨­¢ à¨ ­â­ë¥ ¢ à¨ æ¨®­­ë¥
®¯¥à â®àë), [3] (ä®à¬  � àâ ­  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ¢¥ªâ®à­®§­ ç­ ï ä®à¬  �©«¥à {� £à ­¦ ,
£ ¬¨«ìâ®­®¢  â¥®à¨ï ¯®«ï, ãà ¢­¥­¨¥ � ¬¨«ìâ®­ {�ª®¡¨), [4]{[6] (¯à®¡«¥¬ë ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª ,
áâàãªâãà  ª®­â ªâ­ëå ä®à¬ ¨ ®¯¥à æ¨ï £®à¨§®­â «¨§ æ¨¨, «¥¯ ¦¥¢ë ä®à¬ë, ¯¥à¢ ï ¢ à¨ æ¨ï
¨ ä®à¬  �©«¥à {� £à ­¦ , ¨­¢ à¨ ­â­®áâì), [7] (¨­¢ à¨ ­â­ë¥ ¢ à¨ æ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨®­ «ë,
®¡®¡é¥­¨ï â¥®à¨¨ �¥â¥à). �¥à¥ç¨á«¥­­ë¥ à ¡®âë ®ª § «¨ áãé¥áâ¢¥­­®¥ ¢«¨ï­¨¥ ­  à §¢¨â¨¥
£«®¡ «ì­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ¨áç¨á«¥­¨ï ¢ ¯®á«¥¤­¨¥ ¤¥áïâ¨«¥â¨ï.

�á­®¢­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® áâàãªâãà¥ à áá«®¥­¨ï áâàã© ¨ ¥¥ ®¡®¡é¥­¨ïå, ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ¤ ­­®©
áâ âì¥, ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ à ¡®â å [8]{[10]. � è  ­ «¨§ £«®¡ «ì­ëå ¨­â¥£à «ì­ëå ¢ à¨ æ¨®­­ëå
äã­ªæ¨®­ «®¢ ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­  á¢®©áâ¢ å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ ­  ¯à®áâà ­áâ¢ å áâàã©, ¢
ç áâ­®áâ¨, ­  â¥®à¨¨ «¥¯ ¦¥¢ëå ä®à¬ (á¬., ­ ¯à., [4], [5], [11], [6]; ®¡®¡é¥­¨ï ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢
[12]).

�¥à¢ë¥ ¨¤¥¨ ¨ à¥§ã«ìâ âë, ª á îé¨¥áï ®¡à â­®© § ¤ ç¨ ¢ à¨ æ¨®­­®£® ¨áç¨á«¥­¨ï (¤«ï
®¡ëª­®¢¥­­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© ¢â®à®£® ¯®àï¤ª ), ¯®ï¢¨«¨áì ¡®«¥¥ 110 «¥â ­ § ¤
¢ à ¡®â å [13] ¨ [14]; á®¢à¥¬¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¯® íâ®© ¯à®¡«¥¬¥ ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ ¯à¥¤áâ®ïé¥© ¯ã-
¡«¨ª æ¨¨ (O.Krupkov�a. Helmholtz conditions in the geometry of second order ordinary di�erential
equations // Papers in honour of W. Sarlet, Gent University). �®­áâàãªæ¨¨ ¢ à áá«®¥­¨¨ áâàã©
¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª , á¢ï§ ­­ë¥ á ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¢ ç áâ­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå, ¨§-
ãç «¨áì ¢ [15]{[18] ¨ ¢® ¬­®£¨å ¤àã£¨å à ¡®â å, ¢¯à®ç¥¬, ­¥ ¡ã¤¥¬ ã£«ã¡«ïâìáï §¤¥áì ¢ ¨áâ®à¨î
¢®¯à®á . �â® ª á ¥âáï ®¯¥à â®à®¢ �©«¥à {� £à ­¦  ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª  ­  ¬­®£®®¡à §¨ïå, á®-
è«¥¬áï ­  â¥®à¨î ¢ à¨ æ¨®­­ëå ¡¨ª®¬¯«¥ªá®¢ ¨ ¢ à¨ æ¨®­­ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© (á¬. [19],
[12], [1], [20]{[23], [18], [24]; á¬. â ª¦¥ ¡¨¡«¨®£à ä¨î íâ¨å à ¡®â). �á­®¢­®© ¨­¢ à¨ ­â­ë© ®¡ê¥ªâ,
ª®â®àë© ¯®ï¢«ï¥âáï ¢ ¢ à¨ æ¨®­­®¬ ¨áç¨á«¥­¨¨ ¢ à¥§ã«ìâ â¥ íâ¨å à áá¬®âà¥­¨©, | íâ® ä®à-
¬  �¥«ì¬£®«ìæ . �¯¨á ­¨¥ âà¨¢¨ «ì­ëå « £à ­¦¨ ­®¢ ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª , ¯à¨¢¥¤¥­­®¥ ¢ ¤ ­­®©
áâ âì¥, ¢§ïâ® ¢ ®á­®¢­®¬ ¨§ [25] ¨ [26]. �¥®à¨ï á¨¬¬¥âà¨© à §à ¡®â ­  ¢ à ¡®â å �à ãâ¬ ­  (á¬.,
­ ¯à., [7]) ¨ [4], [5]).

� §«¨ç­ë¥ ¯®­ïâ¨ï, ®â­®áïé¨¥áï ª ®â®¡à ¦¥­¨î �©«¥à {� £à ­¦ , ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ à ¡®â å
[27] («®ª «ì­ë¥ ¢ à¨ æ¨®­­ë¥ ¯à¨­æ¨¯ë), [28] («¥¯ ¦¥¢ë ä®à¬ë), [29] (®â®¡à ¦¥­¨¥ �¥«ì¬-
£®«ìæ ), [30] (¢ à¨ æ¨®­­®áâì ®¡ëª­®¢¥­­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª ),
[31],   â ª¦¥ ¢ [32], [33] (à¥£ã«ïà­®áâì ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �¥¦ ­¤à ).

2. �¯¥à â®à ¯®á«®©­®© £®¬®â®¯¨¨

�ãáâì U � R
n | ®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, W � R

m | ®âªàëâë© è à á æ¥­âà®¬ ¢ ­ ç «¥
ª®®à¤¨­ â, ¨ V = U�W . � áá¬®âà¨¬ V ª ª à áá«®¥­¨¥ ­ ¤ U ®â­®á¨â¥«ì­® ¯à®¥ªæ¨¨ ­  ¯¥à¢ë©
á®¬­®¦¨â¥«ì � : V ! U , ¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ V s à áá«®¥­¨¥ áâàã© ¯®àï¤ª  s á¥ç¥­¨© à áá«®¥­¨ï

V : V s = Js(U �W ), â. ¥.

V s = U �W � L(Rn ;Rm)� L2
sym(R

n ;Rm)� � � � � Ls
sym(R

n ;Rm );

£¤¥ Lk
sym(R

n ;Rm) | ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® k-«¨­¥©­ëå á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ Rn ¢
R
m . �¥ª àâ®¢ë ª®®à¤¨­ âë ­  V ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®®à¤¨­ âë ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ áâàã© V s

¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ xi; y� ¨ xi; y�; y�j1 ; y
�
j1j2

; : : : ; y�j1j2:::js á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¥à¥§ �s : U ! V s

®¡®§­ ç¨¬ ­ã«¥¢®¥ á¥ç¥­¨¥.
� áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �s ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  [0; 1] � V s ¢ V s:

�s(t; (x
i; y�; y�j1 ; y

�
j1j2

; : : : ; y�j1j2:::js)) = (xi; ty�; ty�j1 ; ty
�
j1j2

; : : : ; ty�j1j2:::js);

§¤¥áì �s ¥áâì ®¯¥à â®à ¯®á«®©­®© £®¬®â®¯¨¨ Is, ¯¥à¥¢®¤ïé¨© k-ä®à¬ã � ­  V s, £¤¥ k � 1, ¢
(k � 1)-ä®à¬ã Is� ­  V s.

52



�«ï â®£® çâ®¡ë ®¯à¥¤¥«¨âì Is, ã¤®¡­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¬ã«ìâ¨¨­¤¥ªá­ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï. �ãáâì
§ ¤ ­  ä®à¬  � 2 
r

qV ¢ëà ¦¥­¨¥¬:

� =
kX

j=0

1
j!(q � j)!

AI1
�1

I2
�2
: : :Ij�j ij+1ij+2:::ikdy

�1
I1
^ dy�2I2 ^ � � � ^ dy

�j
Ij
^ dxij+1 ^ dxij+2 ^ � � � ^ dxik ; (2.1)

£¤¥ ¬ã«ìâ¨¨­¤¥ªë ¨¬¥îâ ¢¨¤ I = (p1p2 : : : pq), ¨ jIj = q | ¤«¨­  I; ¢ (2.1) áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¡¥à¥âáï
¯® ¬ã«ìâ¨¨­¤¥ªá ¬ ¤«¨­ë � r. �®£¤ 

Is� =
Z
Is;0�

(¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ¯® t ®â 0 ¤® 1), £¤¥ Is;0� ®¯à¥¤¥«¥­® à §«®¦¥­¨¥¬

� �
s
� = dt ^ Is;0�+ I 0s�

â ª¨¬, çâ® ä®à¬ë Is;0� ¨ I 0s� ­¥ á®¤¥à¦ â dt. �â®¡à ¦¥­¨¥ �s ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®-
¢¨ï¬:

� �
s
dxi = dxi; � �

s
dy�J = y�Jdt+ tdy�J ; 0 � jJ j � s;

� �
s
!�
J = y�Jdt+ t!�

J ; 0 � jJ j � s� 1:
(2.2)

�§ (2.2) ¯®«ãç ¥¬

� �
s
� =

qX
j=1

1
j!(q � j)!

AI1
�1

I2
�2
: : :Ij�j ij+1ij+2:::iq � �s � (y

�1
I1
dt+ tdy�1I1 ) ^

^ (y�2I2 dt+ tdy�2I2 ) ^ � � � ^ (y
�j
Ij
dt+ tdy

�j
Ij
) ^ dxij+1 ^ dxij+2 ^ � � � ^ dxiq ;

á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

Is;0� =
qX

j=1

1
(j � 1)!(q � j)!

y�1I1 A
I1
�1

I2
�2
: : :Ij�j ij+1ij+2:::iq � �s � t

j�1 �

� dy�2I2 ^ dy
�3
I3 ^ � � � ^ dy

�j
Ij ^ dx

ij+1 ^ dxij+2 ^ � � � ^ dxiq

¨

Is� = y�1I1

qX
j=1

1
(j � 1)!(q � j)!

Z
AI1
�1

I2
�2
: : :Ij�j ij+1ij+2:::iq � �s � t

j�1dt �

� dy�2I2 ^ dy
�3
I3
^ � � � ^ dy

�j
Ij
^ dxij+1 ^ dxij+2 ^ � � � ^ dxiq :

�¥¬¬  1. (a) �â®¡à ¦¥­¨¥ �s ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î

� = Isd�+ dIs�+ (�s) � � � �: (2.3)

(b) �á«¨ d� = 0, â® áãé¥áâ¢ã¥â (q � 1)-ä®à¬  � â ª ï, çâ®

� = d�: (2.4)

�â  «¥¬¬  «¥£ª® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨©. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ïá­®, çâ® d� = 0 ¢«¥ç¥â d� � � = 0;
â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ¤®ª § âì (2.4), ¬®¦­® ¯à®¨­â¥£à¨à®¢ âì ä®à¬ã � � �, ¨á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã
�®«ìâ¥àà -�ã ­ª à¥, ¨ § â¥¬ ¯à¨¬¥­¨âì ä®à¬ã«ã (2.3).
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3. �®à¬ «ì­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¢ëà ¦¥­¨ï �©«¥à {� £à ­¦  å à ªâ¥à¨§ãîâ ãá«®¢¨ï
¨­â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ â ª ­ §ë¢ ¥¬ëå ä®à¬ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨, ¨ ¤®ª §ë¢ îâáï ¤¢¥ â¥-
®à¥¬ë ® à¥è¥­¨ïå ä®à¬ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨; ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¯à¨ íâ®¬
«¥¬¬ ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [25]. �ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§­ ç¥­¨ï, ¢¢¥¤¥­­ë¥ ¢ à §¤¥«¥ 2.

�ãáâì f : V r ! R | ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ ï äã­ªæ¨ï. � ©¤¥¬ à¥è¥­¨ï g = (g1; g2; : : : ; gn)
ä®à¬ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨

dig
i = f; (3.1)

ª®¬¯®­¥­âë gi ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨ ¢¥é¥áâ¢¥­­®§­ ç­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ­ 
V s, £¤¥ s| ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. � ª ª ª ä®à¬ «ì­ ï ¤¨¢¥à£¥­æ¨ï digi ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬

dig
i =

@gi

@xi
+
@gi

@y�
y�i +

@gi

@y�i1
y�i1i +

@gi

@y�i1i2
y�i1i2i + � � �+

@gi

@y�i1i2:::ir
y�i1i2:::iri;

ãà ¢­¥­¨¥ (3.1) ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . �§ íâ®£® ¢ëà ¦¥-
­¨ï ­¥¬¥¤«¥­­® ¯®«ãç ¥¬, çâ® ª ¦¤®¥ à¥è¥­¨¥ g = gi, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ­  V s, £¤¥ s � r + 1,
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨î

@gi1

@y�i2i3:::is+1
+

@gi2

@y�i1i3i4:::is+1
+ � � �+

@gis

@y�i1i2:::is�1is+1
+

@gis+1

@y�i1i2:::is
= 0:

�®«®¦¨¬

!0 = dx1 ^ dx2 ^ � � � ^ dxn; !i = i@=@xi!0; (3.2)

¨

!�
j1j2:::jk

= dy�j1j2:::jk � y�j1j2:::jkldx
l; k = 0; 1; 2; : : : ; s� 1:

�«ï «î¡®© £« ¤ª®© äã­ªæ¨¨ f : V r ! R ®¯à¥¤¥«¨¬ n-ä®à¬ã �f ­  V r ¨ á¨áâ¥¬ã äã­ªæ¨©
E�(f) : V 2r ! R á ¯®¬®éìî à ¢¥­áâ¢:

�f = f!0;

E�(f) =
@f

@y�
� di1

@f

@y�i1
+ di1di2

@f

@y�i1i2
� � � �+ (�1)rdi1di2 : : : dir

@f

@y�i1i2:::ir
:

�®à¬  �f ï¢«ï¥âáï « £à ­¦¨ ­®¬,   (n+ 1)-ä®à¬ 

Ef = E�(f)!
� ^ !0

¥áâì ä®à¬  �©«¥à {� £à ­¦ ,  áá®æ¨¨à®¢ ­­ ï á �f .
� áá¬®âà¨¬ �r-£®à¨§®­â «ì­ãî (n� 1)-ä®à¬ã � ­  V r, § ¤ ­­ãî ¢ëà ¦¥­¨¥¬

� = gi!i =
1

(n� 1)!
hj2j3:::jndx

j2 ^ dxj3 ^ � � � ^ dxjn : (3.3)

� ª ª ª

!i =
1

(n� 1)!
"ij2j3:::jndx

j2 ^ dxj3 ^ � � � ^ dxjn ;

¯®«ãç ¥¬ ä®à¬ã«ë ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï

hj2j3:::jn = "ij2j3:::jng
i; gk =

1
(n� 1)!

"kj2j3:::jnhj2j3:::jn :

� á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ Alt ¨ Sym ®§­ ç îâ  «ìâ¥à­¨à®¢ ­¨¥ ¨ á¨¬¬¥âà¨à®¢ ­¨¥ ¯® á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ¨­¤¥ªá ¬.
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�¥¬¬  2. �ã­ªæ¨¨ gi ¨ hj1j2:::jn�1 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨ï¬:

1
(r + 1)

"il2l3:::ln

 
@gi

@y�k1k2:::kr
+

@gk1

@y�ik2k3:::kr
+

@gk2

@y�k1ik3k4:::kr
+ � � �+

@gkr

@y�k1k2:::kr�1i

!
=

=
@hl2l3:::ln
@y�k1k2:::kr

�
r(n� 1)
(r + 1)

@hil3l4:::ln
@y�ik2k3:::kr

�k1l2 Alt(l2l3 : : : ln) Sym(k1k2 : : : kr):

�ª ¦¥¬, çâ® �r-£®à¨§®­â «ì­ ï ä®à¬  �, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  V r, ¤®¯ãáª ¥â ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥

à áè¨à¥­¨¥, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ä®à¬  � ­  V r�1 â ª ï, çâ® � = h�.

�¥¬¬  3. �ãáâì � | �r-£®à¨§®­â «ì­ ï (n � 1)-ä®à¬  ­  V r. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® � à §-

«®¦¥­  ¯® ¤¢ã¬ à §«¨ç­ë¬ ¡ §¨á ¬ ¯à®áâà ­áâ¢  (n � 1)-ä®à¬, ª ª ¢ (3.3). �«¥¤ãîé¨¥ ¤¢ 
ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

(a) � ®¡« ¤ ¥â �r;r�1-¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë¬ à áè¨à¥­¨¥¬,

(b) ª®¬¯®­¥­âë hi1i2:::in�1 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨î

@hi1i2:::in�1
@y�j1j2:::jr

�
r(n� 1)
r + 1

@hsi2i3:::in�1
@y�sj2j3:::jr

�j1i1 = 0 Sym(j1j2 : : : jr) Alt(i1i2 : : : in�1);

(c) ª®¬¯®­¥­âë gi ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î (3:2).

�¥¬¬  4. �«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ f : V r ! R áãé¥áâ¢ã¥â n-ä®à¬  �, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  V 2r�1,

â ª ï, çâ® (a) � = h�, (b) ä®à¬  p1d� ï¢«ï¥âáï !�-¯®à®¦¤¥­­®©.

�  � ¬®¦­® ¢§ïâì £« ¢­ë© «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥­â

�f = f!0 +
sX

k=0

 
s�kX
l=0

(�1)ldp1dp2 : : : dpl
@f

@y�j1j2:::jkp1p2:::pli

!
!�
j1j2:::jk

^ !i;

« £à ­¦¨ ­  � = f!0.
�®¤ à¥è¥­¨¥¬ ä®à¬a«ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨ (3.1) ¯®­¨¬ ¥¬ «î¡ãî á¨áâ¥¬ã äã­ª-

æ¨© g = gi, ®¯à¥¤¥«¥­­ãî ­  V s ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ­¥®âà¨æ â¥«ì­®£® æ¥«®£® ç¨á«  s, ª®â®à ï
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â íâ®¬ã ãà ¢­¥­¨î.

�¥¬¬  5. �á«¨ ãà ¢­¥­¨¥ ä®à¬a«ì­®© ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨ (3.1) ®¡« ¤ ¥â à¥è¥­¨¥¬, ®¯à¥¤¥«¥­-

­ë¬ ­  V s, ¨ s � r + 1, â® ®­® ®¡« ¤ ¥â ¨ à¥è¥­¨¥¬, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ­  V s�1.

�¯¨è¥¬ â¥¯¥àì à¥è¥­¨ï ä®à¬ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì f : V r ! R | äã­ªæ¨ï. �«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:
(a) ä®à¬a«ì­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ­  V r;
(b) äã­ªæ¨ï f ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨î

E�(f) = 0: (3.4)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ ä®à¬a«ì­®© ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨ (3.1) ¨¬¥¥â à¥è¥-
­¨¥ g = gi. �¨ää¥à¥­æ¨àãï digi, ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢ 

@dig
i

@y�
= di

@gi

@y�
;

¨ ¤«ï «î¡®£® k = 1; 2; : : : ; r ¨¬¥¥¬

@dig
i

@y�i1i2:::ik
= di

@gi

@y�i1i2:::ik
+
1
k

 
@gi1

@y�i2i3:::ik
+

@gi2

@y�i1i3:::ik
+

@gi3

@y�i2i1i4:::ik
+ � � �+

@gik

@y�i2i3:::ik�1

!
:
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�á¯®«ì§ãï íâ¨ ä®à¬ã«ë, §  ­¥áª®«ìª® è £®¢ ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ëà ¦¥­¨ï �©«¥à {� £à ­¦ 
E�(f) = E�(digi). �®-¯¥à¢ëå, ¨¬¥¥¬

E�(dig
i) = di1

 
@gi1

@y�
�
@dsg

s

@y�i1
+ di2

@dsg
s

@y�i1i2
� � � �+ (�1)rdi2di3 : : : dir

@dsg
s

@y�i1i2:::ir

!
=

= di1di2

 
�
@gi2

@y�i1
+
@dsg

s

@y�i1i2
� di3

@dsg
s

@y�i1i2i3
+ � � �+(�1)rdi3di4 : : : dir

@dsg
s

@y�i1i2:::ir

!
:

� «¥¥, á¨¬¬¥âà¨àãï, ¯®«ãç ¥¬

E�(dig
i) = di1di2

�
�
@gi2

@y�i1
+ di

@gi

@y�i1i2
+
1
2

�
@gi1

@y�i2
+
@gi2

@y�i1

�
�

� di3
@dsg

s

@y�i1i2i3
+ � � �+(�1)rdi3di4 : : : dir

@dsg
s

@y�i1i2:::ir

�
=

= di1di2di3

 
@gi3

@y�i1i2
�

@dsg
s

@y�i1i2i3
+ � � �+(�1)rdi4di5 : : : dir

@dsg
s

@y�i1i2:::ir

!
:

�à®¤®«¦ ï íâ®â ¯à®æ¥áá, ¯®á«¥ r � 1 è £  ¯à¨å®¤¨¬ ª

E�(digi) = (�1)rdi1di2 : : : dir�1dirdi
@gi

@y�i1i2:::ir
: (3.5)

�® â ª ª ª f ®¯à¥¤¥«¥­  ­  V r, à¥è¥­¨¥ g ãà ¢­¥­¨ï (3.1) ­¥®¡å®¤¨¬® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨î

@gi

@y�i1i2:::ir
+

@gi1

@y�ii2i3:::ir
+

@gi2

@y�i1ii3i4:::ir
+ � � �+

@gir�1

@y�i1i2:::ir�2iir
+

@gir

@y�i1i2:::ir�1i
= 0:

�á¯®«ì§ãï íâã ä®à¬ã«ã ¨ (3.5), ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï (b).
� ®¡®à®â, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï (b). �®ª ¦¥¬, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ äã­ªæ¨¨ gi : V r!R

â ª¨¥, çâ® digi = f , ¨«¨ ¢ ï¢­®¬ ¢¨¤¥

@gi

@xi
+
@gj1

@y�
y�j1 +

@gj2

@y�j1
y�j1j2 + � � �+

@gjr

@y�j1j2:::jr�1
y�j1j2:::jr�1jr = f:

�§ (3.4) á«¥¤ã¥â, çâ® íâ¨ äã­ªæ¨¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨î

@gi1

@y�i2i3:::ir+1
+

@gi2

@y�i1i3i4:::ir+1
+

@gi3

@y�i2i1i4i5:::ir+1
+ � � �+

@gir+1

@y�i2i3:::ir�1iri1
= 0:

�ãáâì I | ®¯¥à â®à ¯®á«®©­®© £®¬®â®¯¨¨ ¤«ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ ­  V 2r,  áá®æ¨¨à®-
¢ ­­ë© á ¯à®¥ªæ¨¥© � : V ! U (á¬. à §¤¥« 2). �¬¥¥¬

�f = Id�f + dI�f +�0 = Ip1d�f + Ip2d�f + dI�f +�0;

£¤¥ �0 | n-ä®à¬ , ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ ï ­  U . � íâ®© ä®à¬ã«¥ p1d�f = 0 ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î, ¨ ¬®¦­®
áç¨â âì, çâ® �0 = d#0 (­  U). �®«¥¥ â®£®, h�f = hd(I�f + #0) = f!0. �¯à¥¤¥«ïï äã­ªæ¨¨ gi ­ 
V s, £¤¥ s � 2r, ãá«®¢¨¥¬

h(I�f + #0) = gi!i;

¯®«ãç ¥¬ à¥è¥­¨¥ ä®à¬ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨. � ï¢­®¬ ¢¨¤¥

@gi

@xi
+
@gj1

@y�
y�j1 +

@gj2

@y�j1
y�j1j2 + � � �+

@gjs+1

@y�j1j2:::js
y�j1j2:::jsjs+1 = f: (3.6)
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�®ª  ¥é¥ ­¥ ¤®ª § ­®, çâ® ä®à¬a«ì­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥
­  V r. �á«¨ s � r, â® ä®à¬ã«  (3.6) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ãá«®¢¨¥ (a) ¢ë¯®«­ï¥âáï. �á«¨ s � r + 1,
­¥áª®«ìª® à § ¯à¨¬¥­¨¬ «¥¬¬ã 5, ¨ ¯®«ãç¨¬ à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (3.6), ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ­  V r.

�á«®¢¨¥ (3.4) E�(f) = 0 ­ §ë¢ ¥âáï ãá«®¢¨¥¬ ¨­â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ ¤«ï ä®à¬a«ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï
¤¨¢¥à£¥­æ¨¨ (3.1).

�á¯®«ì§ãï â¥®à¥¬ã 1 ¨ «¥¬¬ã 3, ¬®¦­® ®¯¨á âì à¥è¥­¨ï ä®à¬ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¤¨¢¥à£¥­-
æ¨¨ digi = f ¢ ¢¨¤¥ ­¥ª®â®àëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì f : V r ! R | äã­ªæ¨ï â ª ï, çâ® E�(f) = 0, g = gi | á¨áâ¥¬ 

äã­ªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ­  V r, ¨ ¯ãáâì � = gi!i. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:
(a) á¨áâ¥¬  äã­ªæ¨© g = gi § ¤ ¥â à¥è¥­¨¥ ä®à¬ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨ (3.1),
(b) áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ � ä®à¬ë � â ª®¥, çâ® hd� = f!0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1. �ãáâì ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (a). �®£¤  digi = f , £¤¥ äã­ªæ¨¨ gi ã¤®¢«¥-
â¢®àïîâ ãá«®¢¨î (3.2), ¨ á®£« á­® «¥¬¬¥ 3 ä®à¬  � ¥áâì ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ ä®à¬ë
�. �¬¥¥¬ � = h� ¨ hd� = hdh� = hd� = dig

i!0 = f!0.
2. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® � ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î (b). � ª ª ª � ®¯à¥¤¥«¥­  ­  V r�1, ä®à¬ 

h� ®¯à¥¤¥«¥­  ­  V r. �®£¤  f!0 = hd� = hdh� = hd� = dig
i!0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, digi = f .

4. �â®¡à ¦¥­¨¥ �©«¥à {� £à ­¦  ¨ à áá«®¥­­ë¥  ¢â®¬®àä¨§¬ë

�ãáâì Y | à áá«®¥­­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ á ¡ §®© X ¨ ¯à®¥ªæ¨¥© �. �ãáâì W | ®âªàëâ®¥ ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢® ¢ Y . �ãáâì � | « £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  r ¤«ï Y , ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­  W r, ¨ ¯ãáâì E� |
ä®à¬  �©«¥à {� £à ­¦  « £à ­¦¨ ­  �.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì � 2 
r
nW | « £à ­¦¨ ­.

(a) �ãáâì W1 | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¬­®£®®¡à §¨ï Y , ¨ ¯ãáâì � : W1 ! W | ¨§®-

¬®àä¨§¬ à áá«®¥­­ëå ¬­®£®®¡à §¨© ­ ¤ X. �®£¤  EJr��� = J2r� � E�.

(b) �«ï «î¡®£® �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï � ­  W ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® E@Jr�� =
@J2r�E�.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. (a) �ãáâì � | «î¡ ï «¥¯ ¦¥¢  ä®à¬ . � áá¬®âà¨¬  áá®æ¨¨à®¢ ­­ë©
« £à ­¦¨ ­ � = h�. �á«¨ � ®¯à¥¤¥«¥­ ­  W r � JrY , â® ¬®¦­® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® � ®¯à¥¤¥«¥­
­  W 2r�1 � J2rY . �®£¤  ä®à¬  �©«¥à {� £à ­¦ ,  áá®æ¨¨à®¢ ­­ ï á �, à ¢­  E� = p1d�. � ª
ª ª (J2r�1�) � ª®¬¬ãâ¨àã¥â á ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ p1 ¨ á®åà ­ï¥â ª®­â ªâ­ë¥ ä®à¬ë, ¯®«ãç ¥¬

p1dJ
2r�1� � � = p1J

2r�1� � d� = J2r� � p1d�: (4.1)

� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ � | «¥¯ ¦¥¢  ä®à¬ , â® J2r�1� � � â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï «¥¯ ¦¥¢®© ä®à¬®©.
�®£¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ä®à¬ë �©«¥à {� £à ­¦  ¢ëà ¦¥­¨¥ (4.1) à ¢­® EhJ2r�1���. �® J2r�1�
ª®¬¬ãâ¨àã¥â á £®à¨§®­â «¨§ æ¨¥© h, â ª¨¬ ®¡à §®¬, (4.1) ¤®ª §ë¢ ¥â (a).

(b) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ (a).

5. �¤à® ®â®¡à ¦¥­¨ï �©«¥à {� £à ­¦ 

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �©«¥à {� £à ­¦  �! E� ¯à®áâà ­áâ¢  
r
n;XW ¢ ¯à®áâà ­áâ¢®


2r
n+1;YW à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª ¬®àä¨§¬  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯. � ©¤¥¬ ï¤à® íâ®£® ¬®àä¨§¬ . �ª ¦¥¬,

çâ® « £à ­¦¨ ­ � 2 
r
n;XW ï¢«ï¥âáï ­ã«ì-« £à ­¦¨ ­®¬ ¨«¨ âà¨¢¨ «ì­ë¬ « £à ­¦¨ ­®¬,

¥á«¨ E� = 0.

�¥®à¥¬  4. �ãáâì � 2 
r
n;XW | « £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  r. �«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â-

­ë.

(a) � âà¨¢¨ «¥­.
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(b) �«ï «î¡®© â®çª¨ y 2 W áãé¥áâ¢ãîâ à áá«®¥­­ ï ª àâ  (V;  ),  = (xi; y�), ¢ y ¨

(n� 1)-ä®à¬  �V 2 
r�1
n�1V â ª¨¥, çâ®

� = hd�V : (5.1)

(c) �«ï «î¡®© â®çª¨ y 2 W áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­­ ï ª àâ  (V;  ),  = (xi; y�), ¢ y á®

á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: ¥á«¨ � = L!0 ­  V r ¢ íâ®© ª àâ¥, â® áãé¥áâ¢ãîâ äã­ªæ¨¨ f i :
V r ! R â ª¨¥, çâ®

@f i

@y�j1j2:::jr
+

@f j1

@y�ij2j3:::jr
+

@f j2

@y�j1ij3:::jr
+ � � �+

@f jr

@y�j1j2:::jr�1i
= 0

¨ L = dif
i.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1. �ãáâì �| âà¨¢¨ «ì­ë© « £à ­¦¨ ­, â®£¤  E� = 0. �á«¨ ¢ à áá«®¥­­®©
ª àâ¥ (V;  ),  = (xi; y�), ¢ â®çª¥ y 2 W ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® � = L!0, â® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î
¢ëà ¦¥­¨¥ �©«¥à {� £à ­¦  E�(L) ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 3
� = hd�V ¤«ï ­¥ª®â®à®© (n� 1)-ä®à¬ë �V ­  V r�1, çâ® ¤®ª §ë¢ ¥â ä®à¬ã«ã (5.1).

2. �ãáâì y | â®çª  ¬­®£®®¡à §¨ï W , (V;  ),  = (xi; y�), ¥áâì à áá«®¥­­ ï ª àâ  ¢ â®çª¥ y, ¨
�V 2 
r�1

n�1V | ä®à¬ , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î (5.1). �ãáâì ¢ íâ®© ª àâ¥ � = L!0. �á¯®«ì§ãï
ª ­®­¨ç¥áª®¥ à §«®¦¥­¨¥ ä®à¬, ¯®«ãç¨¬

(�r+1;r) � d�V = hd�V + p1d�V + p2d�V + � � �+ pn�1d�V + pnd�V =

= d(�r+1;r) � �V = dh�V + dp1�V + dp2�V + � � �+ dpn�1�V

¨

(�r+2;r+1) � (hd�V + p1d�V + p2d�V + � � �+ pn�1d�V + pnd�V ) =

= (�r+2;r+1) � (dh�V + dp1�V + dp2�V + � � � + dpn�1�V ):

� ç áâ­®áâ¨, áà ¢­¨¢ ï £®à¨§®­â «ì­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë, ¯®«ãç¨¬

(�r+2;r+1) � hd�V = hdh�V :

�® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î «¥¢ ï ç áâì à ¢­  L!0 (á â®ç­®áâìî ¤® ä®à¬, ï¢«ïîé¨åáï ®¡à â­ë¬¨ ®¡à -
§ ¬¨ ¯à¨ ¯à®¥ªæ¨¨ �r+2;r+1), ¨, § ¯¨á ¢ h�V ¢ ¢¨¤¥ f i!i, ¯®«ãç¨¬, çâ® ¯à ¢ ï ç áâì ãà ¢­¥­¨ï
à ¢­  dif i �!0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬®¦­® § ¯¨á âì äã­ªæ¨î � £à ­¦  L ¢ ¢¨¤¥ L = dif

i, ¨ ¢ á¨«ã
¯à®¥ªâ¨àã¥¬®áâ¨ ¯®«ãç ¥¬

@f i

@y�j1j2:::jr
+

@f j1

@y�ij2j3:::jr
+

@f j2

@y�j1ij3:::jr
+ � � �+

@f jr

@y�j1j2:::jr�1i
= 0: (5.2)

3. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (c). �®£¤  ãà ¢­¥­¨¥ ä®à¬ «ì­®© ¤¨¢¥à£¥­æ¨¨
(5.2) ¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ­  V r, ¨ ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 2 ¯®«ãç ¥¬ E�(L) = 0. �®íâ®¬ã
« £à ­¦¨ ­ � âà¨¢¨ «¥­.

6. �¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï �©«¥à {� £à ­¦ 

�§ãç¨¬ â¥¯¥àì ®¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï �©«¥à {� £à ­¦  
r
n;XW 3 � ! E� 2 
2r

n+1;YW . � -
¯®¬­¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® s í«¥¬¥­âë ¬®¤ã«ï 
s

n+1;YW ­ §ë¢ îâáï ä®à¬ ¬¨-

¨áâ®ç­¨ª ¬¨. �®à¬ -¨áâ®ç­¨ª " ­ §ë¢ ¥âáï ¢ à¨ æ¨®­­®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â « £à ­¦¨ ­ � 2

r
n;XW â ª®©, çâ® ä®à¬  �©«¥à {� £à ­¦  E� ®¯à¥¤¥«¥­  ­  W s, ¨ " = E�.
�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ®¯¨áë¢ ¥â á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ �©«¥à {� £à ­¦  ¨ ¢­¥è­¨¬

¤¨ää¥à¥­æ¨ «®¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ áâàã©.

�¥®à¥¬  5. �®à¬ -¨áâ®ç­¨ª " 2 
r
n+1;YW ï¢«ï¥âáï ¢ à¨ æ¨®­­®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ä®à¬  F 2 
s
n+1;YW ¯®àï¤ª  ª®­â ªâ­®áâ¨ � 2 â ª ï, çâ® d(" + F ) = 0.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1. �á«¨ " = E� ¤«ï ­¥ª®â®à®£® « £à ­¦¨ ­  �, â® ¢ë¡¥à¥¬ «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨-
¢ «¥­â � « £à ­¦¨ ­  � ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ F ª ª p2d� + p3d� + � � � + pn+1d�. �®£¤  ¢ á¨«ã ¯¥à¢®£®
ª ­®­¨ç¥áª®£® à §«®¦¥­¨ï ¨¬¥¥¬ (�r+1;r) � d� = E� + F .

2. �á«¨ d("+F ) = 0, â® ª ¦¤ ï ä®à¬  � â ª ï, çâ® "+F = d�, ï¢«ï¥âáï «¥¯ ¦¥¢®© ä®à¬®©.
�®£¤  " = p1d�. �®íâ®¬ã " ï¢«ï¥âáï ¢ à¨ æ¨®­­®© ä®à¬®©, « £à ­¦¨ ­ ª®â®à®© à ¢¥­ h�.

�§ â¥®à¥¬ë 5 ¢ë¢®¤¨âáï ¡ §®¢ë© ªà¨â¥à¨© ¢ à¨ æ¨®­­®áâ¨ ä®à¬-¨áâ®ç­¨ª®¢ ¢ à áá«®¥­-
­ëå ª àâ å; ¯à®¢¥¤¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ª ª ¢ [11]. �­ ç «¥ ¤®ª ¦¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï
ä®à¬ «ì­®© ¯à®¨§¢®¤­®© ®â äã­ªæ¨¨ ¨ «¥¬¬ë ® áâàãªâãà¥ ¢ à¨ æ¨®­­ëå ä®à¬.

�ãáâì " | ä®à¬ -¨áâ®ç­¨ª, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  W s. �«ï «î¡®© à áá«®¥­­®© ª àâë (V;  ),
 = (xi; y�), ­  Y â ª®©, çâ® V � W , ä®à¬  " ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà ¦¥­  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
" = "�!

� ^ !0, £¤¥ ª®¬¯®­¥­âë "� ï¢«ïîâáï ¢¥é¥áâ¢¥­­®§­ ç­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ­  V s. �à¥¤-
¯®«®¦¨¬ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®, çâ®  (V ) ï¢«ï¥âáï §¢¥§¤­®© ®¡« áâìî, ¨ ç¥à¥§ I ®¡®§­ ç¨¬ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨© ®¯¥à â®à ¯®á«®©­®© £®¬®â®¯¨¨. �®£¤  I" | �s-£®à¨§®­â «ì­ ï ä®à¬  ­  V s, â. ¥.
« £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  s ¤«ï Y . � §®¢¥¬ I" « £à ­¦¨ ­®¬ � ©­¡¥à£ {�®­â¨,  áá®æ¨¨à®¢ ­­ë¬
á ä®à¬®©-¨áâ®ç­¨ª®¬ ".

� ©¤¥¬ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï n-ä®à¬ë I" ¨ ¤«ï (n+1)-ä®à¬ë EI". � ª ª ª � �
s
" = ("� ��s)(t!� +

y�dt)^!0, ­ å®¤¨¬ I" = y�
R
"� � �s � dt �!0. �¯à¥¤¥«¨¬ L" á ¯®¬®éìî L" = y�

R
"� � �s � dt. �®£¤ 

á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

EI" = E�(L")!� ^ !0; (6.1)

£¤¥

E�(L") =
sX

l=0

(�1)ldp1dp2 : : : dpl
@L"

@y�p1p2:::pl
: (6.2)

�¥¬¬  6. (a) �«ï ª ¦¤®© äã­ªæ¨¨ f ­  V p

di(f � �p) = dif � �p+1: (6.3)

(b) �«ï ª ¦¤®© äã­ªæ¨¨ f ­  V s ¨ ­ ¡®à  äã­ªæ¨© gp1p2:::pk ­  V s, á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ¯® ­¨¦-

­¨¬ ¨­¤¥ªá ¬, ¨¬¥¥¬

dp1dp2 : : : dpk(f � g
p1p2:::pk) =

kX
i=0

 
k

i

!
dp1dp2 : : : dpif � dpi+1dpi+2 : : : dpkg

p1p2:::pk : (6.4)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®à¬ã«  (6.3) ­¥¬¥¤«¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï dif . �®à¬ã«  (6.4) ¬®-
¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­  á ¯®¬®éìî ¨­¤ãªæ¨¨.

�¥¬¬  7. �ëà ¦¥­¨¥ �©«¥à {� £à ­¦  ¤«ï « £à ¦¨ ­  � ©­¡¥à£ {�®­â¨ L"!0 ä®à¬ë-
¨áâ®ç­¨ª  " = "�!

� ^ !0 ¨¬¥¥â ¢¨¤

E�(L") = "� �
sX

k=0

y�q1q2:::qk

Z
H�

q1q2:::qk
� (") � �2s � t dt;

£¤¥ H�
q1q2:::qk
� (") = @"�

@y�q1q2:::qk
�

sP
l=k

(�1)l
� l
k

�
dpk+1dpk+2 : : : dpl

@"�
@y�q1q2:::qkpk+1pk+2:::pl

.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¢¥¤¥¬ ä®à¬ã«ã ¤«ï à §­®áâ¨ "� �E�(L"). � áá¬®âà¨¬ ä®à¬ã �©«¥à {
� £à ­¦  (6.1). �¬¥¥¬

@L"

@y�
=
Z
"� � �s � dt+ y�

Z
@"�
@y�

� �s � t dt: (6.5)
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�®£« á­® «¥¬¬¥ 6 ¤«ï ª ¦¤®£® l � 1

dpl : : : dp2dp1
@L"

@y�p1p2:::pl
= dpl : : : dp2dp1

 
y�
Z

@"�
@y�p1p2:::pl

� �s � t dt

!
=

=
lX

i=0

 
l

i

!
dp1dp2 : : : dpiy

� � dpi+1dpi+2 : : : dpl

Z
@"�

@y�p1p2:::pl
� �s � t dt =

=
lX

i=0

 
l

i

!
dp1dp2 : : : dpiy

� �

Z
dpi+1dpi+2 : : : dpl

@"�
@y�p1p2:::pl

� �s+l�i � t dt: (6.6)

�®£¤  ¢ á¨«ã (6.2), (6.5), ¨ (6.6), ¨á¯®«ì§ãï ®ç¥¢¨¤­ë¥ ¯à ¢¨«  áã¬¬¨à®¢ ­¨ï, ¯®«ãç ¥¬

E�(L") =
Z
"� � �s � dt+ y�

Z
@"�
@y�

� �s � t dt+

+
sX

l=1

(�1)l
lX

i=0

 
l

i

!
y�p1p2:::pi �

Z
dpi+1dpi+2 : : : dpl

@"�
@y�p1p2:::pl

� �s+l�i � t dt:

� ¤àã£®© áâ®à®­ë,

"� =
Z

d

dt
("� � �s � t)dt =

Z
d("� � �s)

dt
� t dt+

Z
"� � �s � dt =

=
Z
d("� � �s)

dt
� t dt+

Z
"� � �s � dt =

sX
i=0

Z
@"�

@y�p1p2:::pi
� �s � y

�
p1p2:::pi

� t dt+
Z
"� � �s � dt; (6.7)

¯®íâ®¬ã

"� �E�(L") =
sX

i=0

Z
@"�

@y�p1p2:::pi
� �s � y

�
p1p2:::pi

� t dt+
Z
"� � �s � dt�

�

Z
"� � �s � dt� y�

Z
@"�
@y�

� �s � t dt�

�
sX

l=1

(�1)l
lX

i=0

 
l

i

!
y�p1p2:::pi �

Z
dpi+1dpi+2 : : : dpl

@"�
@y�p1p2:::pl

� �s+l�i � t dt =

=
sX

i=0

Z
@"�

@y�p1p2:::pi
� �s � y

�
p1p2:::pi

� t dt�

�
sX

l=0

(�1)l
lX

i=0

 
l

i

!
y�p1p2:::pi �

Z
dpi+1dpi+2 : : : dpl

@"�
@y�p1p2:::pl

� �s+l�i � t dt:

�®¬¥­ï¥¬ ¯®àï¤®ª áã¬¬¨à®¢ ­¨ï ¢ íâ®© ä®à¬ã«¥. � ¬¥â¨¬, çâ® ç«¥­ë ¢â®à®£® á« £ ¥¬®£® ¨­-
¤¥ªá¨à®¢ ­ë ¯ à ¬¨ (l; i) â ª, çâ®

l = 0; i = 0;

l = 1; i = 0; 1;

l = 2; i = 0; 1; 2;

: : :

l = s� 1; i = 0; 1; 2; : : : ; s� 1;

l = s; i = 0; 1; 2; : : : ; s;
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¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥,

i = 0; l = 0; 1; 2; : : : ; s;

i = 1; l = 1; 2; : : : ; s;

i = 2; l = 2; 3; : : : ; s;

: : :

i = s� 1; l = s� 1; s;

i = s; l = s:

�®£¤  ¯®«ãç ¥¬

"� �E�(L") =
sX

i=0

y�p1p2:::pi

Z  
@"�

@y�p1p2:::pi
�

sX
l=i

(�1)l
 
l

i

!
dpi+1dpi+2 : : : dpl

@"�
@y�p1p2:::pl

!
� �2s � t dt:

�â  ä®à¬ã«  ¤®ª §ë¢ ¥â «¥¬¬ã 7.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ s = 3, ¨¬¥¥¬

H��(") =
@"�
@y�

�
@"�
@y�

+ dp1
@"�
@y�p1

� dp1dp2
@"�
@y�p1p2

+ dp1dp2dp3
@"�

@y�p1p2p3
;

H�
p1
� (") =

@"�
@y�p1

+
@"�
@y�p1

� 2dp2
@"�
@y�p1p2

+ 3dp2dp3
@"�

@y�p1p2p3
;

H�
p1p2
� (") =

@"�
@y�p1p2

�
@"�
@y�p1p2

+ 3dp3
@"�

@y�p1p2p3
;

H�
p1p2p3
� (") =

@"�
@y�p1p2p3

+
@"�

@y�p1p2p3
:

�¥¬¬  8. �ãáâì U | ®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ Rn , á®¤¥à¦ é¥¥ ­ ç «® ª®®à¤¨­ â ¨ â -

ª®¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ (x1; x2; : : : ; xn) 2 U ®âà¥§®ª f(tx1; tx2; : : : ; txn) 2 R
n j t 2 [0; 1]g

á®¤¥à¦¨âáï ¢ U . �ãáâì f | ¢¥é¥áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  U , â ª ï, çâ®Z 1

0

f(tx1; tx2; : : : ; txn)dt = 0

¤«ï (x1; x2; : : : ; xn) 2 U . �®£¤  f = 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ª ¦¤®£® s 2 [0; 1] ¨¬¥¥¬Z 1

0

f(tsx1; tsx2; : : : ; tsxn)dt = 0; (6.8)

®âáî¤ , ¤¨ää¥à¥­æ¨àãï ¯® s, ¯®«ãç ¥¬

xk
Z 1

0
Dkf(tsx

1; tsx2; : : : ; tsxn) � t dt = 0: (6.9)

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨¬¥¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ â®¦¤¥áâ¢®:

d

dt
(f(tsx1; tsx2; : : : ; tsxn) � t) = Dkf(tsx1; tsx2; : : : ; tsxn) � stxk + f(tsx1; tsx2; : : : ; tsxn):

�­â¥£à¨àãï ¯® t ®â 0 ¤® 1, ¨§ (6.8) ¨ (6.9) ¯®«ãç¨¬

f(sx1; sx2; : : : ; sxn) =

= sxk
Z 1

0

Dkf(tsx1; tsx2; : : : ; tsxn) � t dt+
Z 1

0

f(tsx1; tsx2; : : : ; tsxn)dt = 0: �
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�¥¬¬  9. �ãáâì U (V ) | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ Rn (Rm), ¯ãáâì � : U � V ! U |

¯à®¥ªæ¨ï ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì. �ãáâì xi, y� | ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ª®®à¤¨­ âë ­  U �V . �ãáâì
� | �-¢¥àâ¨ª «ì­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ � ­  Y , § ¤ ­­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥¬

� = �� @

@y�
;

â ª®¥, çâ® ª®¬¯®­¥­âë �� ­¥ § ¢¨áïâ ®â y�. �ãáâì f : Jr(U � V )! R | äã­ªæ¨ï. �®£¤ 

di

 
@

@y�i1i2:::il
iJr�df

!
= iJr+1�d

 
di

@f

@y�i1i2:::il

!
; (6.10)

¨

iJ2r�ddif = diiJ2r�df: (6.11)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ä®à¬ã«ë (6.10) ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ��
j1j2:::jk

ª®¬¯®­¥­âë
r-£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï Jr�. �ëç¨á«ïï «¥¢ãî ç áâì, ¯®«ãç¨¬

di

 
@

@y�i1i2:::il
iJr�df

!
=

rX
k=0

 
di

@2f

@y�i1i2:::il@y
�
j1j2:::jk

��
j1j2:::jk

+
@2f

@y�i1i2:::il@y
�
j1j2:::jk

di�
�
j1j2:::jk

!
+

+
rX

k=0

di

 
@f

@y�j1j2:::jk

@��
j1j2:::jk

@y�i1i2:::il

!
: (6.12)

�à ¢ ï ç áâì ¢ëà ¦ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

iJr+1�d

 
di

@f

@y�i1i2:::il

!
=

rX
k=0

di
@2f

@y�j1j2:::jk@y
�
i1i2:::il

� ��
j1j2:::jk

+
rX

k=0

@2f

@y�j1j2:::jk@y
�
i1i2:::il

� di��
j1j2:::jk

:
(6.13)

� ª ª ª ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î

@��
j1j2:::jk

@y�i1i2:::il
= 0;

â® ¢ëà ¦¥­¨ï (6.12) ¨ (6.13) á®¢¯ ¤ îâ.
�®à¬ã«  (6.11) á«¥¤ã¥â ¨§ â®¦¤¥áâ¢  @Jr+1�hdf = hd@Jr�f . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯à ¢ ï ç áâì

à ¢­  @J2r�(difdxi) = iJ2r�ddif � dx
i,   «¥¢ ï | diiJ2r�df � dx

i.

�¥¬¬  10. � ¦¤ ï ¢ à¨ æ¨®­­ ï ä®à¬ -¨áâ®ç­¨ª " = "�!
� ^ !0 ­  W s ã¤®¢«¥â¢®àï¥â

ãà ¢­¥­¨î

H�
q1q2:::qk
� (") = 0 (6.14)

¤«ï ¢á¥å k = 0; 1; 2; : : : ; s.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥¤¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ ­¥áª®«ìª® è £®¢.
1. � áá¬®âà¨¬ ¢ à¨ æ¨®­­ãî ä®à¬ã-¨áâ®ç­¨ª " ¯®àï¤ª  s. � á¨«ã â¥®à¥¬ë 5 áãé¥áâ¢ã¥â

ä®à¬  F ¯®àï¤ª  ª®­â ªâ­®áâ¨ ­¥ ¬¥­ìè¥ 2 ¨ «¥¯ ¦¥¢  ä®à¬  � â ª¨¥, çâ® "+ F = d�. �®£¤ 
� = Id� + dI� + �0, £¤¥ I | ®¯¥à â®à ¯®á«®©­®© £®¬®â®¯¨¨ ¨ �0 | ä®à¬  ­  X. � £à ­¦¨ ­,
 áá®æ¨¨à®¢ ­­ë© á �, ¥áâì h� = hI(" + F ) + hdI�+ h�0 = I"+ hdI�+ �0. � ª ª ª « £à ­¦¨ ­ë
hdI� ¨ �0 âà¨¢¨ «ì­ë, " ¨¬¥¥â « £à ¦¨ ­ � ©­¡¥à£ {�®­â¨ I". �® â®£¤  ¯®«ãç ¥¬

Z  sX
k=0

y�q1q2:::qkH�
q1q2:::qk
� (")

!
� �2s � dt = 0
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¢ á¨«ã «¥¬¬ë 7. �à¨¬¥­ïï «¥¬¬ã 8, § ª«îç ¥¬, çâ®

sX
k=0

y�q1q2:::qkH�
q1q2:::qk
� (") = 0: (6.15)

2. � áá¬®âà¨¬ ¢ à¨ æ¨®­­ãî ä®à¬ã " = E�. �á«¨ « £à ¦¨ ­ � ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª r, ¬®¦­®
¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® " ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª 2r. � ª ª ª ¤«ï «î¡®£® �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï
� ¯à®¨§¢®¤­ ï �¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨î @J2r�E� = E@Jr�� (à §¤¥« 3), ¨¬¥¥¬ @J2r�" = E@Jr��.
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ä®à¬  @J2r�" â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ¢ à¨ æ¨®­­®©, ¨ á®£« á­® (6.7)

2rX
k=0

y�q1q2:::qkH�
q1q2:::qk
� (@J2r�") = 0: (6.16)

�®¤áâ ¢«ïï ¢ íâã ä®à¬ã«ã " = "�!
� ^ !0, ¨¬¥¥¬

@J2r�" = @J2r�"� � !
� ^ !0 + "�@J2r�(!� ^ !0) = iJ2r�d"� � !

� ^ !0 + "�d�� ^ !0:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, â. ª. ¤«ï ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©

� = �i
@

@xi
+ �� @

@y�

â ª¨å, çâ® ª®¬¯®­¥­âë �� ­¥ § ¢¨áïâ ®â ª®®à¤¨­ â y�, ¢ëà ¦¥­¨¥ "�d�� ^!0 ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì,
¯®«ãç ¥¬

@J2r�" = iJ2r�d"� � !
� ^ !0: (6.17)

3. �®¤áç¨â ¥¬ â¥¯¥àì ¢ëà ¦¥­¨ï �¥«ì¬£®«ìæ  H�
q1q2:::qk
� (@J2r�") ¤«ï �-¢¥àâ¨ª «ì­ëå ¢¥ªâ®à-

­ëå ¯®«¥©

� = �� @

@y�

â ª¨å, çâ® ª®¬¯®­¥­âë �� ­¥ § ¢¨áïâ ®â ª®®à¤¨­ â xi. �§ (6.17) ¯®«ãç ¥¬

H�
q1q2:::qk
� (@J2r�") =

@

@y�q1q2:::qk
iJ2r�d"� �

�
sX

l=k

(�1)l
 
l

k

!
dpk+1dpk+2 : : : dpl�1dpl

@

@y�q1q2:::qkpk+1pk+2:::pl
iJ2r�d"� :

�® ¯® «¥¬¬¥ 9 ®¯¥à â®àë iJr+1�d ¨ di(@=@y�i1i2:::il) ª®¬¬ãâ¨àãîâ,   iJr+1�d ¨ di â ª¦¥ ª®¬¬ãâ¨àãîâ,
¯®íâ®¬ã ¯®«ãç ¥¬

H�
q1q2:::qk
� (@J2r�") =

@

@y�q1q2:::qk
iJ2r�d"� �

�
sX

l=k

(�1)l
 
l

k

!
dpk+1dpk+2 : : : dpl�1iJ2r�ddpl

@"�
@y�q1q2:::qkpk+1pk+2:::pl

=

=
@

@y�q1q2:::qk
iJ2r�d"� � iJ2r�d

@"�
@y�q1q2:::qk

+ iJ2r�dH�
q1q2:::qk
� ("):
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�à®¬¥ â®£®,

@

@y�q1q2:::qk
iJ2r�d"� � iJ2r�d

@"�
@y�q1q2:::qk

=

=
@

@y�q1q2:::qk

2rX
l=0

@"�
@y�p1p2:::pl

��
p1p2:::pl

�
2rX
l=0

@2"�
@y�p1p2:::pl@y

�
q1q2:::qk

��
p1p2:::pl

=

=
2rX
l=0

@"�
@y�p1p2:::pl

@��
p1p2:::pl

@y�q1q2:::qk
= 0;

¯®íâ®¬ã H�
q1q2:::qk
� (@J2r�") = iJ2r�dH�

q1q2:::qk
� ("). �«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨á¯®«ì§ã¥¬ â®-

¦¤¥áâ¢®

2rX
k=0

y�q1q2:::qkH�
q1q2:::qk
� (@J2r�") =

2rX
k=0

y�q1q2:::qk iJ2r�dH�
q1q2:::qk
� (") =

= iJ2r�d
2rX
k=1

y�q1q2:::qkH�
q1q2:::qk
� (")�

2rX
k=1

H�
q1q2:::qk
� (")��

q1q2:::qk
:

� ª ª ª ¢ á¨«ã (6.15) ¨ (6.16) íâ® ¢«¥ç¥â
2rP
k=1

H�
q1q2:::qk
� (")��

q1q2:::qk
= 0, ¨ äã­ªæ¨¨ ��

q1q2:::qk
®â

¯¥à¥¬¥­­ëå xi ¯à®¨§¢®«ì­ë, ¯®«ãç ¥¬ (6.14).

�¥®à¥¬  6. �ãáâì " | ä®à¬ -¨áâ®ç­¨ª ¯®àï¤ª  s, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  W s � JsY . �«¥¤ãîé¨¥
¤¢  ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

(a) " «®ª «ì­® ¢ à¨ æ¨®­­ ï,
(b) ¬­®¦¥áâ¢® W � Y ¬®¦­® ¯®ªàëâì à áá«®¥­­ë¬¨ ª àâ ¬¨ (V;  ),  = (xi; y�) â ª,

çâ® ª®¬¯®­¥­âë "�, ª®®à¤¨­ â­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï ä®à¬ë " ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª àâ å (V s;  s),
" = "�!

� ^ !0, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨î H�
q1q2:::qk
� (") = 0 ¤«ï ¢á¥å k = 0; 1; 2; : : : ; s.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®à¥¬  6 á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 7 ¨ «¥¬¬ë 10.

7. �­¢ à¨ ­â­ë¥ ¢ à¨ æ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨®­ «ë

�ãáâì X | ¬­®£®®¡à §¨¥, W | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ X, ¨ � : W ! X | £« ¤ª®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï ä®à¬  �, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢  �(W ) ¢ X, ­ §ë¢ ¥âáï ¨­¢ à¨ ­â­®© ®â­®á¨â¥«ì­® �, ¥á«¨ � � � = � ­  W \�(W ); ¢
íâ®¬ á«ãç ¥ � ­ §ë¢ ¥âáï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬, á®åà ­ïîé¨¬ ä®à¬ã �. �¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥, «®ª «ì­ë©
¯®â®ª ª®â®à®£® á®áâ®¨â ¨§ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©, á®åà ­ïîé¨å ä®à¬ã �, ­ §ë¢ ¥âáï £¥­¥à â®à®¬ ¯à¥-
®¡à §®¢ ­¨©, á®åà ­ïîé¨å �. � íâ®¬ ¨ á«¥¤ãîé¨å à §¤¥« å íâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¡ã¤ãâ ¯à¨¬¥­ïâìáï
ª «®ª «ì­ë¬  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬ à áá«®¥­­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï Y .

� «¥¥ ¯à®¢¥¤¥¬ ¨§ãç¥­¨¥ á¢®©áâ¢ ¢ à¨ æ¨®­­ëå ¨­â¥£à «ì­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ ­  Y , « £à ­-
¦¨ ­ë ¨«¨ ä®à¬ë �©«¥à {� £à ­¦  ª®â®àëå ¨­¢ à¨ ­â­ë ®â­®á¨â¥«ì­® ®¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥-
áª¨å á¥¬¥©áâ¢ «®ª «ì­ëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢.

�ãáâì � | « £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  r ­  Y , � : W ! Y | «®ª «ì­ë©  ¢â®¬®àä¨§¬ Y , ¨ ¯ãáâì
Jr� :W r ! JrY | r-¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ �. �ª ¦¥¬, çâ® � | ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥, á®åà ­ïîé¥¥ « £à ­-
¦¨ ­ �, ¥á«¨ Jr� � � = �. �¥­¥à â®à ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©, á®åà ­ïîé¨å �, | íâ® �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥
¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ­  Y , «®ª «ì­ë© ¯®â®ª ª®â®à®£® á®áâ®¨â ¨§ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©, á®åà ­ïîé¨å �.
� à¨ æ¨®­­ë© äã­ªæ¨®­ «, « £à ­¦¨ ­ ª®â®à®£® ¨­¢ à¨ ­â¥­ ®â­®á¨â¥«ì­® �, ­ §ë¢ ¥âáï ¨­-
¢ à¨ ­â­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® �.

�¥¬¬  11. �ãáâì � | « £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  r ­  Y .
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(a) �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ � ­  Y ¥áâì £¥­¥à â®à ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©, á®åà ­ïîé¨å

« £à ­¦¨ ­ �, â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

@Jr�� = 0: (7.1)

(b) �¥­¥à â®àë ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©, á®åà ­ïîé¨å « £à ­¦¨ ­ �, ®¡à §ãîâ ¯®¤ «£¥¡àã �¨ ¢

 «£¥¡à¥ �¨ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ­  JrY .

�®ª § â¥«ìáâ¢® (a) á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨©. �«ï «î¡ëå �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬ëå ¢¥ªâ®à­ëå ¯®-
«¥© � ¨ Z ¢¥à­® à ¢¥­áâ¢® Jr[�;Z] = [Jr�; JrZ], ¯®íâ®¬ã ¥á«¨ @Jr�� = 0 ¨ @Jr�� = 0, â®
@Jr [�;Z]� = @[Jr�;JrZ]� = @Jr�@JrZ � @JrZ@Jr�� = 0, çâ® ¤®ª §ë¢ ¥â (b). �

�à ¢­¥­¨¥ (7.1), ­ §ë¢ ¥¬®¥ ãà ¢­¥­¨¥¬ �¥â¥à, á¢ï§ë¢ ¥â � ¨ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ �. �á«¨ § ¤ ­®
�, íâ® ãà ¢­¥­¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ­ ©â¨ £¥­¥à â®àë ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©,
á®åà ­ïîé¨å « £à ­¦¨ ­. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¥á«¨ § ¤ ­ ­ ¡®à �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬ëå ¢¥ªâ®à­ëå
¯®«¥© �, ãà ¢­¥­¨¥ �¥â¥à ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ­ ©â¨ « £à ­¦¨ ­ë �,
¨­¢ à¨ ­â­ë¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ª ¦¤®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï ¨§ ­ ¡®à .

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¨§¢¥áâ­® ª ª (¯¥à¢ ï) â¥®à¥¬  �¬¬¨ �¥â¥à.

�¥®à¥¬  7. �ãáâì � | « £à ­¦¨ ­, � | «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥­â �, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­  JsY ,
  
 | íªáâà¥¬ «ì. �®£¤  ª ¦¤ë© £¥­¥à â®à � ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©, á®åà ­ïîé¨å �, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãà ¢­¥­¨î

dJs
 � iJs�� = 0: (7.2)

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­  ¯¥à¢®© ¢ à¨ æ¨®­­®© ä®à¬ã«¥. �¬¥¥¬

Jr
 � @Jr�� = Js
 � iJs�d�+ dJs
 � iJs��:

� ª ª ª «¥¢ ï ç áâì ¤ ­­®£® à ¢¥­áâ¢  ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì ¢ á¨«ã ¨­¢ à¨ ­â­®áâ¨,   ¯¥à¢®¥
á« £ ¥¬®¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ â ª¦¥ à ¢­® ­ã«î, ¯®áª®«ìªã 
 | íªáâà¥¬ «ì, ¯®«ãç ¥¬ ãà ¢­¥­¨¥
(7.2).

� ¬¥â¨¬, çâ® (£«®¡ «ì­®¥) ãá«®¢¨¥ (7.2) ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­® ¨ ¯®-¤àã£®¬ã á ¯®¬®éìî «®-
ª «ì­ëå £« ¢­ëå «¥¯ ¦¥¢ëå íª¢¨¢ «¥­â®¢ �� « £à ­¦¨ ­  �. �§ áâàãªâãà­ëå ãà ¢­¥­¨© «¥¯ -
¦¥¢ëå ä®à¬ á«¥¤ã¥â, çâ® «®ª «ì­® � = ��+d�+�, £¤¥ � | ª®­â ªâ­ ï ä®à¬ ,   �| ª®­â ªâ­ ï
ä®à¬  ¯®àï¤ª  ª®­â ªâ­®áâ¨ ­¥ ¬¥­ìè¥ 2. �®£¤  dJs
 � iJs�� = dJs
 � (iJs��� + iJs�d� + iJs��).
�® ä®à¬  iJs�� ª®­â ªâ­ ; ¡®«¥¥ â®£®, iJs�d� = @Js�� � diJs��. �âáî¤  ¯®«ãç ¥¬

Js
 � iJs�� = 0; dJs
 � iJs�d� = dJs
 � @Js�� � dJs
 � diJs�� = 0:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 7 ãá«®¢¨¥ dJs
 � iJs��� = 0 ¢ë¯®«­ï¥âáï ­  ª®®à¤¨­ â­ëå
®ªà¥áâ­®áâïå à áá«®¥­­ëå ª àâ ­  Y .

8. �­¢ à¨ ­â­ë¥ ä®à¬ë �©«¥à {� £à ­¦ 

�ãáâì � : W ! Y | «®ª «ì­ë©  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬­®£®®¡à §¨ï Y , "| ä®à¬ -¨áâ®ç­¨ª ­  JsY .
�ª ¦¥¬, çâ® � ¥áâì ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥, á®åà ­ïîé¥¥ ", ¥á«¨ Js� � " = ". �¥­¥à â®à ¯à¥®¡à §®¢ -
­¨©, á®åà ­ïîé¨å ä®à¬ã-¨áâ®ç­¨ª ", ï¢«ï¥âáï �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë¬ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ ­  Y , ¯®â®ª
ª®â®à®£® á®áâ®¨â ¨§ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©, á®åà ­ïîé¨å ä®à¬ã-¨áâ®ç­¨ª ".

�¥¬¬  12. �ãáâì " | ä®à¬ -¨áâ®ç­¨ª ¯®àï¤ª  s ­  Y .
(a) �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ � ¯®à®¦¤ ¥â ¯®â®ª, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©,

á®åà ­ïîé¨å ä®à¬ã ", â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  @Jr�" = 0.
(b) �¥­¥à â®àë ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©, á®åà ­ïîé¨å ", ®¡à §ãîâ ¯®¤ «£¥¡àã �¨ ¢  «£¥¡à¥ �¨ ¢¥ª-

â®à­ëå ¯®«¥© ­  JrY .
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�®ª § â¥«ìáâ¢®  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã «¥¬¬ë 11. �

�ãáâì � | « £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  r ­  Y ¨ ¯ãáâì E� | ä®à¬  �©«¥à {� £à ­¦  ¤«ï �. �§
«¥¬¬ë 12 á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ â®¦¤¥áâ¢ 

EJr��� = J2r� � E�; (8.1)

£¤¥ � | ¯à®¨§¢®«ì­ë© «®ª «ì­ë©  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬­®£®®¡à §¨ï Y (áà. à §¤¥« 3), ¯®«ãç ¥¬ á«¥-
¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

�¥¬¬  13. �ãáâì � | « £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  r. �®ª «ì­ë©  ¢â®¬®àä¨§¬ � : W ! Y ï¢«ï-

¥âáï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬, á®åà ­ïîé¨¬ ä®à¬ã �©«¥à {� £à ­¦  E�, â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

« £à ­¦¨ ­ Jr� � � âà¨¢¨ «¥­, â. ¥.

EJr��� = 0: (8.2)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë á«¥¤ã¥â ¨§ ä®à¬ã«ë (8.1).

�à ¢­¥­¨¥ (8.2) ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ¢¥àá¨¥© å®à®è® ¨§¢¥áâ­®£® ãà ¢­¥­¨ï �¥â¥à{�¥á-
á¥«ï{� £¥­  .

�¥¬¬  14. �ãáâì � | « £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  r.
(a) � ¦¤®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥, á®åà ­ïîé¥¥ �, ï¢«ï¥âáï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬, á®åà ­ïîé¨¬ ä®à-

¬ã �©«¥à {� £à ­¦  E�.

(b) �«ï ª ¦¤®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï �, á®åà ­ïîé¥£® ä®à¬ã �©«¥à {� £à ­¦  E�, « £à ­¦¨ ­

�� Jr� � � ¢ à¨ æ¨®­­® âà¨¢¨ «¥­.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ®ç¥¢¨¤­ë.

�®¦­® ®¡®¡é¨âì â¥®à¥¬ã �¥â¥à ­  ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï, á®åà ­ïîé¨¥ ä®à¬ã �©«¥à {� £à ­¦ .
�¤­ ª® ¢ á¨«ã â®£®, çâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­  â¥®à¥¬¥ ® ï¤à¥ ®â®¡à -
¦¥­¨ï �©«¥à {� £à ­¦ , ¯®«ãç¨âáï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ­®áïé¥¥ «®ª «ì­ë© å à ªâ¥à. �¡®§­ ç¨¬
ç¥à¥§ �� £« ¢­ë© «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥­â « £à ­¦¨ ­  �.

�¥®à¥¬  8. �ãáâì �| « £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  r, 
 | íªáâà¥¬ «ì, �| £¥­¥à â®à ¯à¥®¡à §®-

¢ ­¨©, á®åà ­ïîé¨å ä®à¬ã �©«¥à {� £à ­¦  E�. �®£¤  ¤«ï «î¡®© â®çª¨ y0 2 Y áãé¥áâ¢ã¥â

à áá«®¥­ ï ª àâ  (V;  ) ¢ y0 ¨ (n� 1)-ä®à¬  �, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  V r�1, â ª ï, çâ®

dJ2r
 � (iJs��� + �) = 0 (8.3)

­  U = �(V ).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå â¥®à¥¬ë 8 ¨§ ä®à¬ã«ë @J2r�E� =
E@Jr�� ¯®«ãç ¥¬, çâ® E@Jr�� = 0, ¯®íâ®¬ã « £à ­¦¨ ­ @Jr�� «¥¦¨â ¢ ï¤à¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï �©«¥à {
� £à ­¦  («¥¬¬  13). � ª¨¬ ®¡à §®¬, @Jr�� = hd� ­ ¤ ¤®áâ â®ç­® ¬ «ë¬¨ ®âªàëâë¬¨ ¯®¤¬­®-
¦¥áâ¢ ¬¨ V ¢ Y â ª¨¬¨, çâ® (V;  ) | à áá«®¥­­ ï ª àâ . �¤­ ª® ¨§ ¯¥à¢®© ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­®©
¢ à¨ æ¨®­­®© ä®à¬ã«ë á«¥¤ã¥â, çâ® à ¢¥­áâ¢®

Jr
 � @Jr�� = J2r�1
 � iJs�d�� + dJ2r�1
 � iJs���

¯à¨¢®¤¨âáï ª ¢¨¤ã Jr
 � hd� = dJs
 � iJs���. � ª ª ª Jr
 � hd� = Jr
 � d� = dJr
 � �, ¯®«ãç ¥¬
ä®à¬ã«ã (8.3).

� ¬¥ç ­¨¥ 2. �á«¨ ¢ â¥®à¥¬¥ 8, ¯®«®¦¨âì r = 1, â® £« ¢­ë© «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥­â �� ª®à-
à¥ªâ­® £«®¡ «ì­® ®¯à¥¤¥«¥­. �®«¥¥ â®£®, ¨§ á¢®©áâ¢ ®â®¡à ¦¥­¨ï �©«¥à {� £à ­¦  á«¥¤ã¥â,
çâ® ä®à¬  � ¬®¦¥â ¡ëâì ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­  ª ª £«®¡ «ì­ ï ä®à¬  ­  Y .
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9. �¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï �ª®¡¨

�ãáâì � | « £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  r ¤«ï Y , ¨ 
 | íªáâà¥¬ «ì « £à ­¦¨ ­  �; ¯à¥¤¯®« £ ¥¬,
çâ® 
 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨î �©«¥à {� £à ­¦ E��J

2r
 = 0. �ãáâì � : W ! Y | «®ª «ì­ë©
 ¢â®¬®àä¨§¬ Y á ¯à®¥ªæ¨¥© �0 ¨ Jr� : W r ! JrY | ¯à®¤®«¦¥­¨¥ r-£® ¯®àï¤ª  ®â®¡à ¦¥­¨ï �.
�ª ¦¥¬, çâ® � | á¨¬¬¥âà¨ï íªáâà¥¬ «¨ 
, ¥á«¨ á¥ç¥­¨¥ �
��1

0 â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï íªáâà¥¬ «ìî,
â. ¥. E��J

2r(�
��1
0 ) = 0. �ª ¦¥¬, çâ® �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ � ¯®à®¦¤ ¥â á¨¬¬¥âà¨¨

íªáâà¥¬ «¨ 
, ¥á«¨ ¯®â®ª íâ®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï á®áâ®¨â ¨§ á¨¬¬¥âà¨© íªáâà¥¬ «¨ 
; ¢ íâ®¬
á«ãç ¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì � ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ �ª®¡¨ ¢¤®«ì 
.

�¥®à¥¬  9. �à¥®¡à §®¢ ­¨¥, á®åà ­ïîé¥¥ ä®à¬ã �©«¥à {� £à ­¦  E�, ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥-

âà¨¥© ª ¦¤®© íªáâà¥¬ «¨ 
.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ä®à¬  �©«¥à {� £à ­¦  E� ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª s. �®ª ¦¥¬ â¥®à¥¬ã 9
¢ ¤¢  íâ ¯ .

1. �ãáâì 
 | á¥ç¥­¨¥ à áá«®¥­¨ï Y ,   �| ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥, á®åà ­ïîé¥¥ E�. �â®¡ë ¤®ª § âì
â¥®à¥¬ã 9, á¤¥« ¥¬ ¤¢  ¯à®áâëå ­ ¡«î¤¥­¨ï. �®-¯¥à¢ëå, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ Js

x
,
¯à¨­ ¤«¥¦ é¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï Js�, ¨¬¥¥¬ Js�(Js

x
) = Js
�0(x)

�
��1
0 . � ª ª ª 
 ä¨ªá¨à®-

¢ ­®, ­  ®âªàëâ®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ ¢ X ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® (Js��Js
)(x) = (Js�
��1
0 ��0)(x),

¨ ­  ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨ï �
��1
0 ¨¬¥¥¬

Js� � Js
 � ��1
0 = Js�
��1

0 : (9.1)

�®-¢â®àëå, ¨§ ä®à¬ã«ë (9.1) ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï Z

(Js�
��1
0 ) � iJsZE� = (��1

0 ) � (Js
) � (Js�) � iJsZE�: (9.2)

�® ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ Js
x� ¨§ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ä®à¬ë (9.2) ¨ ¤«ï «î¡ëå ª á â¥«ì­ëå ¢¥ª-

â®à®¢ �1; �2; : : : ; �n ¢ íâ®© â®çª¥ ¨¬¥¥¬

(Js�) � iJsZE�(Js
x�)(�1; �2; : : : �n) = (iTJs��1�JsZ(Js�) � E�)(Js

x�)(�1; �2; : : : ; �n);

¯®íâ®¬ã

(Js�) � iJsZE� = iJs(T��1�Z��)(Js�) � E�: (9.3)

2. �á¯®«ì§ã¥¬ ä®à¬ã«ë (9.2) ¨ (9.3). �ãáâì 
 | íªáâà¥¬ «ì ¨ (Js�) � E� = E�. �®£¤ 

Js(�
��1
0 ) � iJsZE� = (��1

0 ) � (Js
x
) � (J

s�) � iJsZE� = (��1
0 ) � (Js

x
) � iJs(T��1�Z��)E� = 0;

â. ª. 
 ï¢«ï¥âáï íªáâà¥¬ «ìî.

�¥®à¥¬  10. �ãáâì �| « £à ­¦¨ ­ ¯®àï¤ª  r, s| ¯®àï¤®ª ä®à¬ë �©«¥à {� £à ­¦  E�,


 | íªáâà¥¬ «ì. �®£¤  �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ � ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ �ª®¡¨

¢¤®«ì 
 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

E@Jr�� � J
s
 = 0: (9.4)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �ãáâì x | â®çª , ¯à¨­ ¤«¥¦ é ï ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥-
«¥­¨ï 
, �t | ¯®â®ª ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï �,   �0;t | ¯à®¥ªæ¨ï �t. �ë¡¥à¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ¢¥ªâ®à 
�0; �1; �2; : : : ; �n 2 TJsY ¢ â®çª¥ Js

x
. �®£¤  ¨§ â¥®à¥¬ë 3 ¯®«ãç ¥¬ EJr��� = J2r� � E�, á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®,

E(Jr�t)��(J
s
x
)(�0; �1; �2; : : : ; �n) = (Js�t) � E�(Js

x
)(�0; �1; �2; : : : ; �n) =

= E�(J
s�t(J

s
x
))(TJ

s�t � �0; TJ
s�t � �1; TJ

s�t � �2; : : : ; TJ
s�t � �n):

� á¨«ã ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ã â®çª¨ x ¥áâì ®ªà¥áâ­®áâì U â ª ï, çâ® äã­ªæ¨ï

(t; x)! E�(J
s�t(J

s
x
))(TJ

s�t � �0; TJ
s�t � �1; TJ

s�t � �2; : : : ; TJ
s�t � �n)
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®¯à¥¤¥«¥­  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ (�"; ") � U ¤«ï ­¥ª®â®à®£® " > 0.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® � ¥áâì £¥­¥à â®à á¨¬¬¥âà¨© íªáâà¥¬ «¨ 
. �®£¤  E� �J

s�t �J
s
 ���1

0;t = 0
­  (�"; ")�U , â. ¥. E��J

s�t�J
s
 = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, â. ª. ®£à ­¨ç¥­¨¥ ª á â¥«ì­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï

TJs�t ­  Js
x
 ¥áâì «¨­¥©­ë© ¨§®¬®àä¨§¬, ¨¬¥¥¬E(Jr�t)��(J

s
x
)(�0; �1; �2; : : : ; �n) = 0, â. ¥.E(Jr�t)���

Js
 = 0, çâ® ¤®ª §ë¢ ¥â (9.4).
�«ï â®£®, çâ®¡ë ¤®ª § âì ¤®áâ â®ç­®áâì, ­ å®¤¨¬ ¨§ (9.4), çâ® E(Jr�t)��(J

s
x
) = E�(Js

x
). �® 

ï¢«ï¥âáï íªáâà¥¬ «ìî, ¯®íâ®¬ã E(Jr�t)��(J

s
x
) = 0.

�¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¡« £®¤ à­®áâì ª®««¥ªâ¨¢ ¬ ¤¥¯ àâ ¬¥­â  ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨ ¨­áâ¨âãâ  ¢ëáè¨å
¨áá«¥¤®¢ ­¨© ã­¨¢¥àá¨â¥â  ¨¬.�  �à®¡  £. � ­¤®à , �¢áâà «¨ï, £¤¥ ®­ ­ ç « ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï
¢ à¨ æ¨®­­ëå á¢®©áâ¢ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©.
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