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�«ï ¯®áâà®¥¨ï à áç¥âëå á¥â®ª ¢ ¤¢ã¬¥àëå ¨ âà¥å¬¥àëå ®¡« áâïå á ä¨ªá¨à®¢ ®© £à -
¨æ¥© ¨á¯®«ì§ã¥âáï «¨¡® ¢ à¨ æ¨®ë©, «¨¡® ª®¥ç®à §®áâë© ¯®¤å®¤. �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥
à áç¥â ï ®¡« áâì ¢ ä¨§¨ç¥áª¨å ¯¥à¥¬¥ëå x, y, z ®â®¡à ¦ ¥âáï ¢ ¯àï¬®ã£®«ìãî ®¡« áâì
¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ªà¨¢®«¨¥©ëå ª®®à¤¨ â �, �, �. �¥ªâ®à ï äãªæ¨ï ~r(~�) = (x(~�); y(~�); z(~�))
(~� = (�; �; �)) | à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à â®çª¨ ¢ ä¨§¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ | ¨é¥âáï ª ª à¥è¥¨¥ í««¨-
¯â¨ç¥áª®£® ¢¥ªâ®à®£® ãà ¢¥¨ï. � ¨¡®«¥¥ ¯à®áâë¬¨ ¬®¤¥«ï¬¨ ï¢«ïîâáï ãà ¢¥¨ï ¢â®à®£®
¯®àï¤ª  � ¯« á  ¨«¨ �ã áá® . �à ¢ë¥ ç áâ¨ ¯®á«¥¤¥£® (â ª  §ë¢ ¥¬ë¥ ª®âà®«ìë¥ äãª-
æ¨¨) á«ã¦ â ¤«ï ã¯à ¢«¥¨ï à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ã§«®¢ á¥âª¨ ¢ à áç¥â®© ®¡« áâ¨.

1. �®áâà®¥¨¥ ¤¢ã¬¥àëå á¥â®ª

�«ï ¯®áâà®¥¨ï ¤¢ã¬¥àëå á¥â®ª ¡ë«® ¢ë¡à ® ¢¥ªâ®à®¥ ãà ¢¥¨¥ �ã áá®  ¢¨¤  [1]

g22(~r�� + P~r�) + g11(~r�� +Q~r�)� 2g12~r�� = 0; (1)

£¤¥ ~r� = @~r=@�, ~r�� = @2~r=@�2, gij = ~ai �~aj = ~r� � ~r� | ª®íää¨æ¨¥âë ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥§®à . �®-
âà®«ìë¥ äãªæ¨¨ P , Q ®â ~� ãà ¢¥¨ï (1) á«ã¦ â ¤«ï á£ãé¥¨ï (à §à¥¦¥¨ï) ª®®à¤¨ âëå
«¨¨© á¥¬¥©áâ¢  � = const (¢ á«ãç ¥ P ) ¨ � = const (¢ á«ãç ¥ Q) ª ¢ë¡à ë¬ ª®®à¤¨ âë¬
«¨¨ï¬ ¨ â®çª ¬. �ãªæ¨ï P ¨¬¥¥â ¢¨¤

P = �

NX

i=1

ai sign(� � �i)e
�cij���ij

�

MX

k=1

bk sign(� � �k)e
�dk((���k)

2+(���k)
2)1=2 ;

Q(�; �) = P (�; �). �¥à¢ë¥ á« £ ¥¬ë¥ á«ã¦ â ¤«ï á¦ â¨ï (ai > 0) ¨«¨ à §à¥¦¥¨ï (ai < 0) ª®®à-
¤¨ âëå «¨¨© � = const ª ¢ë¡à ë¬ «¨¨ï¬ � = �i, i = 1; 2; N . �â®àë¥ á« £ ¥¬ë¥ ®â¢¥ç îâ
á¦ â¨î (bk > 0) ¨«¨ à §à¥¦¥¨î (bk < 0) ª®®à¤¨ âëå «¨¨© � = const ª ¢ë¡à ë¬ ã§« ¬
á¥âª¨ (�k; �k), k = 1; 2;M ,   íâ¨å ª®®à¤¨ âëå «¨¨ïå. �¥«¨ç¨  ª®áâ â ai, bk ®¯à¥¤¥«ï¥â
¨â¥á¨¢®áâì á¦ â¨ï. �®áâ âë ci; dk > 0 ®¯à¥¤¥«ïîâ à §¬¥àë ®¡« áâ¨ á¦ â¨ï-à §à¥¦¥¨ï:
ç¥¬ ¬¥ìè¥ ª®íää¨æ¨¥â, â¥¬   ¡®«ìè¥¥ ç¨á«® ª®®à¤¨ âëå «¨¨© � = const à á¯à®áâà ï-
¥âáï ¤¥©áâ¢¨¥ ¤ ®£® á« £ ¥¬®£® ¢ ª®âà®«ì®© äãªæ¨¨.

�¥ªâ®à®¥ ãà ¢¥¨¥ ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå (1)  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï ª®¥ç®à §®áâë¬ (¤«ï
¯¥à¢ëå ¨ ¢â®àëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¨á¯®«ì§ãîâáï á¨¬¬¥âà¨çë¥ à §®áâ¨). �®«ãç¨¢è ïáï á¨áâ¥¬ 
«¨¥©ëå ãà ¢¥¨© à¥è ¥âáï ¬¥â®¤®¬ ¯à®áâ®© ¨â¥à æ¨¨. � ç «ì®¥ ¯à¨¡«¨¦¥¨¥ ¢ § ¢¨á¨-
¬®áâ¨ ®â ¢¨¤  à áç¥â®© ®¡« áâ¨ áâà®¨âáï âà áä¨¨â®© ¨â¥à¯®«ïæ¨¥© ¨«¨ ¨â¥à¯®«ïæ¨¥©
¢¤®«ì ®¤®£® ¨§ ª®®à¤¨ âëå  ¯à ¢«¥¨©. � ª ç¥áâ¢¥ ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨© ¬®¦® § ¤ ¢ âì «¨-
¡® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ã§«®¢   £à ¨æ¥ (ãá«®¢¨¥ �¨à¨å«¥), «¨¡® ãá«®¢¨¥ �¥©¬  
@~r=@n = 0. �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ á¥âª , ª®áâàã¨àã¥¬ ï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ãà ¢¥¨ï (1), ¡ã¤¥â ®àâ®-
£® «ì  ª â®© ç áâ¨ £à ¨æë,   ª®â®à®© § ¤ ë ãá«®¢¨ï �¥©¬  . �à¨ ¯®¬®é¨ ®¯¨á ®£®
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 «£®à¨â¬  áâà®¨«¨áì ¤¢ã¬¥àë¥ á¥âª¨ ¤«ï à áç¥â  á«¥¤ãîé¨å ¤¢ã¬¥àëå ¯«®áª¨å ¨ ®á¥á¨¬¬¥-
âà¨çëå § ¤ ç £ §®¢®© ¤¨ ¬¨ª¨.

�¢ã¬¥àë¥ ¯«®áª¨¥ § ¤ ç¨: 1) ¤¨äà ªæ¨ï ã¤ à®© ¢®«ë   ¢ë¯ãª«®¬ ã£«¥ (¤«ï íâ®© § ¤ ç¨
¯à®¨§¢®¤¨«®áì á£ãé¥¨¥ á¥âª¨ ª ¯®¢¥àå®áâ¨ ã£«  ¨ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ã£«®¢®© â®çª¨), 2) ¤¨äà ª-
æ¨ï ã¤ à®© ¢®«ë   ¢ë¯ãª«®¬ ¨ ¢®£ãâ®¬ æ¨«¨¤à¥ (§ ¤ ç  ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¥áâ æ¨® à®£®
¯¥à¥å®¤  � å®¢áª®¥-à¥£ã«ïà®¥ ®âà ¦¥¨¥, §¤¥áì áâà®¨«¨áì à áç¥âë¥ á¥âª¨ ¤«ï à §«¨çëå
§ ç¥¨© ã£«  á¥£¬¥â  ¢ë¯ãª«®£® ¨«¨ ¢®£ãâ®£® æ¨«¨¤à ).

�¢ã¬¥àë¥ á¥âª¨ ¤«ï ®á¥á¨¬¬¥âà¨çëå ¨ ¯à®áâà áâ¢¥ëå § ¤ ç: 3) § ¤ ç  ® âà á§¢ãª®-
¢®¬ ®¡â¥ª ¨¨ á àï¤ , ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç®¬ ¨ ¯®¤ ã£«®¬  â ª¨ [2], 4) § ¤ ç  ® ¢ëå®¤¥ ã¤ à®©
¢®«ë ¢ § â®¯«¥ãî ª ¬¥àã ¨§ æ¨«¨¤à¨ç¥áª®£®  á ¤ª  [3] (à áç¥â ï ®¡« áâì ¢ íâ®¬ á«ãç ¥
¯® á¢®¥© ä®à¬¥ ¨¤¥â¨ç  ®¡« áâ¨ ¤«ï § ¤ ç¨ 1), ®¤ ª®, â. ª.   à §«¨çëå ãç áâª å £à ¨-
æë áâ ¢ïâáï ªà ¥¢ë¥ ãá«®¢¨ï ¢å®¤ , ¢ëå®¤ , ¥¯à®â¥ª ¨ï, â® ¢ íâ¨å ¤¢ãå § ¤ ç å âà¥¡ã¥âáï
à §«¨çë© ¢¨¤ à áç¥âëå á¥â®ª).

� ë©  «£®à¨â¬ ¨á¯®«ì§®¢ «áï â ª¦¥ ¤«ï ª®áâàã¨à®¢ ¨ï âà¥å¬¥àëå à áç¥âëå á¥â®ª,
¯à¨ íâ®¬ ¤¢ã¬¥àë¥ á¥âª¨ áâà®ïâáï   ª®®à¤¨ âëå ¯®¢¥àå®áâïå, ¨§ ª®â®àëå á®áâ®¨â âà¥å-
¬¥à ï á¥âª . � ª¨¥ á¥âª¨ à §¬¥à®áâ¨ \2.5" áâà®¨«¨áì ¤«ï á«¥¤ãîé¨å § ¤ ç: 5) ®¡â¥ª ¨¥ â¥«
á® áâ ¡¨«¨§ â®à ¬¨ (à áç¥â ï á¥âª  á®áâ®ï«  ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨§ ª®®à¤¨ âëå ¯®¢¥àå®áâ¥© |
ªàã£®¢ëå ª®ãá®¢ á ¢¥àè¨ ¬¨   ®á¨ â¥« ), 6) ¢ëå®¤ ã¤ à®© ¢®«ë ¨§ ¯à®áâà áâ¢¥®£®,
ª¢ ¤à â®£® ¢ á¥ç¥¨¨,  á ¤ª  ¢ § â®¯«¥ãî ª ¬¥àã (âà¥å¬¥à ï á¥âª  áâà®¨« áì  ¡®à®¬
¤¢ã¬¥àëå ¢ ¬¥à¨¤¨® «ìëå ¯«®áª®áâïå, ¯à¨ç¥¬ ¤¢ã¬¥àë¥ á¥âª¨ ¨¤¥â¨çë á¥âª ¬ § ¤ ç¨
4).

2. �®áâà®¥¨¥ âà¥å¬¥àëå á¥â®ª

�«ï âà¥å ¯¥à¥¬¥ëå (x; y; z) ãà ¢¥¨¥,   «®£¨ç®¥ (1), ¨¬¥¥â ¢¨¤

g11(~r�� + P~r�) + g22(~r�� +Q~r�) + g33(~r�� +R~r�)� 2g12~r�� � 2g23~r�� � 2g13~r�� = 0: (2)

�®âà®«ìë¥ äãªæ¨¨ P , Q, R ®â �, �, � ®¯à¥¤¥«ïîâ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®®à¤¨ âëå ¯®¢¥àå®áâ¥©
� = const, � = const, � = const á®®â¢¥âáâ¢¥® ¨ ¨¬¥îâ ¢¨¤ (¢ë¯¨è¥¬ äãªæ¨î P , ®áâ «ìë¥
¯®«ãç îâáï ¨§ ¥¥ æ¨ª«¨ç¥áª®© ¯®¤áâ ®¢ª®©)

P = �

NX

i=1

ai sign(� � �i)e
�cij���ij

�

M1X

k=1

bk sign(� � �k)e
�dk((���k)

2+(���k)
2)1=2

�

�

M2X

k=1

ek sign(� � �k)e�fk((���k)
2+(���k)

2)1=2
�

LX

j=1

gj sign(� � �j)e�hj ((���j)
2+(���j)

2+(���j)
2)1=2 :

�¥à¢ë¥ á« £ ¥¬ë¥ á«ã¦ â ¤«ï á¦ â¨ï (ai > 0) ¨«¨ à §à¥¦¥¨ï (ai < 0) ª®®à¤¨ âëå ¯®¢¥àå-
®áâ¥© � = const ª ¢ë¡à ë¬ ¯®¢¥àå®áâï¬ � = �i, i = 1; 2; N (ai ®¯à¥¤¥«ï¥â áâ¥¯¥ì á¦ â¨ï, ci
| ¢¥«¨ç¨ã ®¡« áâ¨, £¤¥ íâ® á¦ â¨¥ ¤¥©áâ¢ã¥â). �â®à®¥ ¨ âà¥âì¥ á« £ ¥¬ë¥ ®â¢¥ç îâ á¦ â¨î
¨«¨ à §à¥¦¥¨î ª®®à¤¨ âëå ¯®¢¥àå®áâ¥© � = const ª ¢ë¡à ë¬ ª®®à¤¨ âë¬ «¨¨ï¬
� = �k, � = �k, k = 1; 2;M1, ¨ � = �k, � = �k, k = 1; 2;M2,   íâ¨å ª®®à¤¨ âëå ¯®¢¥àå®áâïå.
�¥«¨ç¨ë ª®áâ â bk, ek ®¯à¥¤¥«ïîâ ¨â¥á¨¢®áâì á¦ â¨ï. �®áâ âë dk; fk > 0 ®¯à¥¤¥«ïîâ
à §¬¥àë ®¡« áâ¨ á¦ â¨ï-à §à¥¦¥¨ï. �¥â¢¥àâ®¥ á« £ ¥¬®¥ ®â¢¥ç ¥â á¦ â¨î-à §à¥¦¥¨î ª®®à-
¤¨ âëå ¯®¢¥àå®áâ¥© � = const ª ¢ë¡à ë¬ ã§« ¬ á¥âª¨ (� = �j, � = �j , � = �j), j = 1; 2; L,  
íâ¨å ª®®à¤¨ âëå ¯®¢¥àå®áâïå. � §®áâ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ãà ¢¥¨ï (2), ªà ¥¢ë¥ ãá«®¢¨ï ¨
¯®áâà®¥¨¥  ç «ì®£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï   «®£¨çë ¤¢ã¬¥à®¬ã á«ãç î. �® ¤ ®¬ã  «£®à¨â¬ã
¡ë«¨ à ááç¨â ë âà¥å¬¥àë¥ á¥âª¨ ¤«ï ¤¢ãå § ¤ ç: 7) ®¡â¥ª ¨¥ ç áâ¨ ¯« ¥à  [4], 8) ¢ëå®¤
ã¤ à®© ¢®«ë ¨§ ªàã£«®£® ®â¢¥àáâ¨ï ¢ £®à¨§®â «ì®© ¯«®áª®áâ¨ ¢ ¯®¯¥à¥çë© ¯®â®ª [3].

109



3. �®áâà®¥¨¥  ¤ ¯â¨¢ëå ¤¢ã¬¥àëå á¥â®ª

�§«®¦¥ë© ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯ à £à ä å  «£®à¨â¬ ¯®áâà®¥¨ï á¥â®ª á ¯®¬®éìî ª®âà®«ì-
ëå äãªæ¨© ¤«ï âà¥å¬¥à®£® á«ãç ï ï¢«ï¥âáï ¤®áâ â®ç® âàã¤®¥¬ª¨¬. �£ãé¥¨¥-à §à¥¦¥¨¥
ª®®à¤¨ âëå ¯®¢¥àå®áâ¥© á¥âª¨ ª a priori ¨§¢¥áâë¬ ®á®¡¥®áâï¬ à¥è¥¨ï ¨«¨ £¥®¬¥âà¨¨
®¡« áâ¨, ¥á«¨ â ª¨å ®á®¡¥®áâ¥© ¥áª®«ìª®, âà¥¡ã¥â § ¨ï ¥áª®«ìª¨å ¤¥áïâª®¢ ¯®áâ®ï-
ëå, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ª®âà®«ìë¥ äãªæ¨¨. � ª ç¥áâ¢¥  «ìâ¥à â¨¢®£® ¡ë« à áá¬®âà¥ ¯®¤å®¤
�àíª¡¨«« -� «ìæ¬   [5] § ª«îç îé¨©áï ¢  ¤ ¯â æ¨¨ á¥âª¨ ª ®á®¡¥®áâï¬ à¥è¥¨ï £ §®¤¨-
 ¬¨ç¥áª®© § ¤ ç¨. �à¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ®â¤¥«ìëå ãç áâª®¢ £à ¨æë à áç¥â®© ®¡« áâ¨ § ¢¨á¨-
¬®áâï¬¨ Fi(x; y; z) = 0, i = 1; 2; : : : ;M , ¨ § ¤ ¨¨   íâ¨å ãç áâª å £à ¨æë ãá«®¢¨© �¥©¬  
®àâ®£® «ì®áâ¨ á¥âª¨ £à ¨æ¥: @~r=@~n = 0, i = 1; 2; : : : ;M ,  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¯à®¨áå®¤¨â  ¤ ¯â -
æ¨ï (á£ãé¥¨¥) á¥âª¨   â¥å ãç áâª å £à ¨æë, £¤¥ ¢®§¨ª îâ ¡®«ìè¨¥ £à ¤¨¥âë ¨ íªáâà¥¬ã¬ë
¨áª®¬ëå äãªæ¨©, ¨ § ¤ ¢ âì à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ã§«®¢   £à ¨çëå ¯®¢¥àå®áâïå ¥ âà¥¡ã¥âáï.
�¤®¢à¥¬¥® á®åà ï¥âáï ¡«¨§®áâì á¥âª¨ ª à ¢®¬¥à®© ¨ ®àâ®£® «ì®© [5]. � ª ç¥áâ¢¥ ¯¥à-
¢®£® è £  ¢ à¥ «¨§ æ¨¨ íâ®£® ¯®¤å®¤   «£®à¨â¬ [5] ¡ë« à¥ «¨§®¢  ¤«ï ¤¢ã¬¥à®£® á«ãç ï ¨
¯à¨¬¥ï«áï ¤«ï ¯®áâà®¥¨ï á¥â®ª ¢ § ¤ ç¥ 2). �à ¢¥¨ï ¤«ï ¯®áâà®¥¨ï á¥â®ª ¢ á«ãç ¥ ¤¢ãå
¯¥à¥¬¥ëå ¨¬¥îâ ¢¨¤:

b1x�� + b2x�� + b3x�� + a1y�� + a2y�� + a3x�� + �wgWWx = 0;

a1x�� + a2x�� + a3x�� + c1y�� + c2y�� + c3x�� + �wgWWy = 0: (3)

� ç¥¨ï ª®íää¨æ¨¥â®¢ ai, bi, ci ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â �, �, �0, �w ¢ë¯¨á ë ¢ [5], �0, �w
| ¢¥á®¢ë¥ ª®íää¨æ¨¥âë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ äãªæ¨® « ¬, ®â¢¥ç îé¨¬ §  ¡«¨§®áâì á¥â-
ª¨ ª ®àâ®£® «ì®© ¨  ¤ ¯â æ¨î ¥¥ ª à¥è¥¨î £ §®¤¨ ¬¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ (¢¥á®¢®© ª®íää¨-
æ¨¥â äãªæ¨® « , ®â¢¥ç îé¥£® §  ¡«¨§®áâì á¥âª¨ ª à ¢®¬¥à®©, ¯à¨¨¬ ¥âáï §  1). �¥-
á®¢ ï äãªæ¨ï ¢ (3) W , ®¯à¥¤¥«ïîé ï ¢¨¤ äãªæ¨® «   ¤ ¯â æ¨¨, ¢ë¡¨à ¥âáï ¢ ä®à¬¥
W = (1 + �(�2� + �2�) + �(�2�� + �2��))

1=2, £¤¥ � | ¯«®â®áâì £ § , Wx, Wy ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§
W�, W�.
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