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ПЕРЕСТАНОВОЧНОСТЬ ПРОЕКТОРОВ И ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ СЛЕДА
НА АЛГЕБРАХ ФОН НЕЙМАНА. I

Аннотация. Получены новые необходимые и достаточные условия коммутирования проекто-
ров в терминах операторных неравенств. Эти неравенства применены для характеризации
следа на алгебрах фон Неймана в классе всех положительных нормальных функционалов.

Получена характеризация следа на алгебрах фон Неймана в терминах коммутирования
произведений проекторов под знаком веса.
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ное неравенство, перестановочность операторов.
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Abstract. We obtain the necessary and sufficient conditions for commutativity of projectors in
terms of operator inequalities. We apply these conditions for the trace characterization on von
Neumann algebras in the class of all positive normal functionals.

We also characterize the trace on von Neumann algebras in terms of commutation of products
of projectors under the weight sign.

Keywords: Hilbert space, von Neumann algebra, spectral theorem, weight, trace, normal func-
tional, linear bounded operator, projector, operator inequality, commutativity of operators.

Введение

Исследования по задачам характеризации следов в классе нормальных весов или функци-
оналов на алгебрах фон Неймана начались в 70-е гг. XX в. Недавние продвижения в теории
сингулярных следов на идеалах компактных операторов и важные приложения этой тео-
рии в некоммутативной геометрии [1] привели к задачам характеризации следов в более
широких классах весов на алгебрах фон Неймана.
Данная статья является продолжением работ [2]–[4], обозначений и терминологии кото-

рых мы придерживаемся. В [2] доказано неулучшаемое (по числу сомножителей) утвержде-
ние: если алгебра фон Неймана M не имеет прямого абелева слагаемого (соответственно
собственно бесконечна), то каждый оператор x ∈ M представляется в виде конечной
суммы x =

∑
xk, где каждое xk есть произведение не более трех (соответственно двух)
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проекторов из M. В [3] дано второе доказательство этого факта с равномерной оценкой
количества слагаемых в таких представлениях. Наименьшая верхняя граница, равная трем,
связана с существованием нетривиального конечного следа на этих алгебрах.
В [4] получено новое условие коммутирования пары проекторов в терминах их верхней

(нижней) грани в решетке всех проекторов алгебры и показано, что каждый косоэрмитов
элемент собственно бесконечной алгебры фон Неймана M представляется в виде конечной
суммы коммутаторов проекторов из M. В конечномерном случае в терминах конечных
сумм коммутаторов проекторов описано множество операторов с нулевым каноническим
следом tr.
В данной работе установлены новые критерии перестановочности проекторов в терминах

операторных неравенств. Эти неравенства применены для характеризации следа в классе
всех положительных нормальных функционалов на алгебре фон Неймана. Получен крите-
рий попарной ортогональности набора проекторов в терминах одного операторного нера-
венства. Получена характеризация следа на алгебрах фон Неймана в терминах коммути-
рования произведений проекторов под знаком веса.

1. Определения и обозначения

Пусть H — гильбертово пространство над полем C и e — тождественный оператор в H.
Через B(H) обозначим ∗-алгебру всех линейных ограниченных операторов вH. Для алгебры
фон Неймана M операторов в H через M+ и Mpr обозначим ее положительную часть
и решетку проекторов соответственно. Пусть sr(x) — носитель элемента x ∈ M+. Если
p, q ∈ Mpr, то p⊥ = e − p и r = p ∧ q ∈ Mp определяется равенством rH = pH

⋂
qH.

Весом на M называется отображение ϕ : M+ → [0,+∞] такое, что

ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y), ϕ(λx) = λϕ(x), x, y ∈ M+, λ ≥ 0, 0 · ∞ ≡ 0.

Вес ϕ на M называется точным, если ϕ(x) = 0 =⇒ x = 0, x ∈ M+; нормальным, если
ϕ(x) = supϕ(xi), xi ↗ x, xi, x ∈ M+; полуконечным, если Mϕ = Lin {x ∈ M+ : ϕ(x) < +∞}
ультраслабо плотна вM; конечным, если ϕ(e) < +∞; следом, если ϕ(x∗x) = ϕ(xx∗), x ∈ M.
Вес ϕ корректно продолжается по линейности до функционала на Mϕ. Такое продолжение
позволяет отождествлять конечные веса с положительными функционалами на M. Пусть
M+

∗ — конус положительных нормальных функционалов на M. Если x ∈ M, то |x| =
(x∗x)1/2 ∈ M+.

2. О перестановочности проекторов

Теорема 1. Для p, q ∈ B(H)pr следующие условия эквивалентны:
(i) |p − q| ≤ p + q;
(ii) pqp ≤ q;
(iii) pq = qp.

Геометрический смысл перестановочности проекторов p и q состоит в том, что подпро-
странства pH � (pH ∩ qH) и qH � (pH ∩ qH) ортогональны; при этом pq = p ∧ q ([5], гл. II,
§ 37, теорема 1). Ясно, что

pq = 0 ⇐⇒ pH ⊥ qH ⇐⇒ qH ⊆ Ker(p) ⇐⇒ pH ⊆ Ker(q) =⇒ pq = qp.

Теорема 2. Пусть {pk}n
k=1 ⊂ B(H)pr, n ≥ 2. Тогда

pkpi = 0 (k, i = 1, . . . , n, k �= i) ⇐⇒
∣∣∣∣

n∏
k=1

(e + pk)
∣∣∣∣ ≤ 2e.
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Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на M, L1(M, τ) — пространство
τ -интегрируемых операторов [6]. ЕслиM = B(H) и τ = tr— канонический след, то L1(M, τ)
совпадает с идеалом S1 ядерных операторов.
В 1993 г. А.Н.Шерстнев поставил вопрос: “Пусть x, y ∈ M+ и xy ∈ L1(M, τ). Будет ли

x1/2yx1/2 принадлежать L1(M, τ)?”

В [7] (см. также [8]) был получен положительный ответ и построен пример таких p, q ∈
B(H)pr, что pqp ∈ S1, но pq /∈ S1. Поэтому циклическая перестановка проекторов в произ-
ведениях под знаком tr при dimH = ∞ (см. также [4]) в общем случае недопустима.

3. Характеризация следа на алгебрах фон Неймана

Вес ϕ на алгебре фон Неймана M является следом ⇐⇒ ϕ(x1/2px1/2) = ϕ(pxp) для всех
x ∈ M+ и p ∈ Mpr ([7], [9]). Покажем, что x1/2px1/2 = pxp ⇐⇒ xp = px (x ∈ B(H)+,
p ∈ B(H)pr). В прямой сумме H = pH⊕ p⊥H имеем p = diag(1, 0), и пусть

x1/2 =
(

a b
b∗ c

)
;

здесь a ∈ B(pH)+, c ∈ B(p⊥H)+. Тогда pxp = diag(a2 + bb∗, 0) и

x1/2px1/2 =
(

a2 ab
b∗a bb∗

)
.

Следовательно, b = 0 и x1/2 = diag(a, c), x1/2p = diag(a, 0) = px1/2, тем самым xp = px.

Теорема 3 ([7], [9]). Пусть вес ϕ на алгебре фон Неймана M удовлетворяет условию

xnx = xxn, xn
‖·‖−−→ x, xn ↗ x =⇒ ϕ(x) = lim

n→∞
ϕ(xn), xn, x ∈ M+. (1)

Тогда ϕ — след ⇐⇒ ϕ(pqp) = ϕ(qpq) для всех p, q ∈ Mpr.

Теорема 3 нашла приложения в теории расщепляющих подпространств [10]. Полунепре-
рывные снизу по норме веса удовлетворяют условию (1); таковы, в частности, нормальные
или конечные веса. Для p, q ∈ Mpr три равенства pqp = qpq, sr(pqp) = sr(qpq) и pq = qp
попарно эквивалентны ([4], теорема 4.5).

Теорема 4. Вес ϕ на алгебре фон Неймана M является следом тогда и только тогда,
когда ϕ((pqr)∗(pqr)) = ϕ((pqr)(pqr)∗) для всех p, q, r ∈ Mpr.

Теорема 5. Для функционала ϕ ∈ M+
∗ эквивалентны следующие условия:

(i) ϕ(sr(pqp)) = ϕ(sr(qpq)) для всех p, q ∈ Mpr;
(ii) ϕ(p + q) ≤ ϕ(e + p ∧ q) для всех p, q ∈ Mpr;
(iii) ϕ(pqp) ≤ ϕ(q) для всех p, q ∈ Mpr;
(iv) ϕ(|p − q|) ≤ ϕ(p + q) для всех p, q ∈ Mpr;
(v) ϕ является следом.

Сведения о других характеризациях следа можно почерпнуть в [11]–[14], см. также биб-
лиографию в них.
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