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�  áâ®ïé¥¬ã ¢à¥¬¥¨ à¥ «¨§®¢ ® ¥áª®«ìª® ¯®¤å®¤®¢ ª ¯®áâà®¥¨î â¥®à¨¨ ¨â¥£à¨à®¢ -
¨ï ¯® äà ªâ «ìë¬ ªà¨¢ë¬ ¨ ¯® ¥á¯àï¬«ï¥¬ë¬ ªà¨¢ë¬ ¡®«¥¥ ®¡è¨àëå ª« áá®¢. � ¤ ®©
áâ âì¥ ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯® äà ªâ «ì®© ªà¨¢®© à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª ®¡®¡é¥ ï äãªæ¨ï ¨«¨
ª ª ®¡®¡é¥ ï ¬¥à , â. ¥. ¬¥à  á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©. �à¨ â ª®¬
¯®¤å®¤¥ § ¤ ç  ® äà ªâ «ì®¬ ¨â¥£à¨à®¢ ¨¨ ®ª §ë¢ ¥âáï á¢ï§ ®© á ®¤®© ªà ¥¢®© § ¤ ç¥©
¤«ï £®«®¬®àäëå äãªæ¨©,   ¨¬¥® á § ¤ ç¥© ® áª çª¥.

1. �¢¥¤¥¨¥

�®áâà®¥¨¥ ¨â¥£à « 
R
�

f(z)dz ¯® äà ªâ «ì®¬ã ª®âãàã áâ «® ¢ ¯®á«¥¤¨¥ £®¤ë ¤®¢®«ì®

 ªâã «ìë¬ ¢®¯à®á®¬. � ª, ®¤¨¬ ¨§ â¨¯¨çëå ¯à¨¬¥à®¢ äà ªâ «ì®© ªà¨¢®© ï¢«ï¥âáï âà¥-
é¨  (¢ ¯« áâ¨¥, ¯«¨â¥ ¨ â. ¯.; á¬. [1], [2]). �§¢¥áâ®, çâ® ¯à¨ à¥è¥¨¨ ªà ¥¢ëå § ¤ ç â¥®à¨¨
ã¯àã£®áâ¨ ¢ ¯«®áª®© ®¡« áâ¨ á ¯àï¬®«¨¥©ë¬ à §à¥§®¬, ¬®¤¥«¨àãîé¥© ¯«¨âã á âà¥é¨®©,
¢ ¦ãî à®«ì ¨£à ¥â ¨â¥£à « â¨¯  �®è¨ ¯® ª®âãàã âà¥é¨ë. �®íâ®¬ã å®â¥«®áì ¡ë ã¬¥âì
¢ëç¨á«ïâì   «®£¨çë© ¨â¥£à « ¯® äà ªâ «ì®© ªà¨¢®©. �® â ª ï ªà¨¢ ï ¥á¯àï¬«ï¥¬ , ¨
¨â¥£à « ¯® ¥© ¢ ª« áá¨ç¥áª®¬ á¬ëá«¥ ¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �¬¥¥âáï, ®¤ ª®, ¥áª®«ìª® á¯®á®¡®¢
®¯à¥¤¥«¥¨ï íâ®£® ¨â¥£à «  ¢ ¥ª®â®à®¬ ®¡®¡é¥®¬ á¬ëá«¥.

� à ¡®â å [3], [4] ¨â¥£à « ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì � ¥áâì ¯à®áâ ï § ¬ªã-
â ï ¦®à¤ ®¢  ªà¨¢ ï   ª®¬¯«¥ªá®© ¯«®áª®áâ¨ C , à §¡¨¢ îé ï ¥¥   ®¡« áâ¨ D+ ¨ D� â ª,
çâ® 1 2 D�, ¨ ®à¨¥â¨à®¢  ï ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ ®¡à §®¬ ®â®á¨â¥«ì® D+. �ãáâì   � § ¤  
¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï f(z). �á«¨ ®  ï¢«ï¥âáï á«¥¤®¬   � ¥¯à¥àë¢®© ¢ D+ äãªæ¨¨ u(z) á
¨â¥£à¨àã¥¬ë¬¨ ¯¥à¢ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤ë¬¨, â® ¤«ï á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© � ä®à¬ã«  �â®ªá  ¤ ¥âZ

�

f(z)dz = �
ZZ
D+

@u

@z
dz dz: (1)

�«ï ¥á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© ¯à ¢ ï ç áâì à ¢¥áâ¢  (1) ¬®¦¥â á«ã¦¨âì ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ «¥¢®©.
� ª ®â¬¥ç ¥â �¦.� àà¨á® [5], íâ® § ¬¥ç ¨¥ ¢®áå®¤¨â ª �¨â¨. �à¨ â ª®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¨-
â¥£à «  ¥£® ¬®¦® ¢ëç¨á«¨âì, ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì® ¯à®¤®«¦¨¢ ¯«®â®áâì f(t) á ªà¨¢®© � ¢ ®¡« áâì
D+. �¤¥áì ¢®§¨ª ¥â ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¯à®¤®«¦¥¨ï á âà¥¡ã¥¬ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ¨ ® ¢®§-
¬®¦®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¨â¥£à «  ®â íâ®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï. � à ¡®â å [3], [4] íâ®â ¢®¯à®á à¥è ¥âáï
¢ â¥à¬¨ å ãá«®¢¨ï ��¥«ì¤¥à . �à¨ A � C , 0 < � � 1 ª« áá ��¥«ì¤¥à  H�(A) ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î
á®áâ®¨â ¨§ ¥¯à¥àë¢ëå   ¬®¦¥áâ¢¥ A äãªæ¨© f(t), ¤«ï ª®â®àëå ¢¥«¨ç¨ 

h�(f;A) � sup
� jf(t1)� f(t2)j

jt1 � t2j� : t1;2 2 A; t1 6= t2

�
(2)

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨© (£à â ò95-01-
00674).
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ª®¥ç . � [3], [4] ¯®ª § ®, çâ® ¯à¨ ãá«®¢¨¨

� > d� 1; (3)

£¤¥ d | ª«¥â®ç ï à §¬¥à®áâì ¬®¦¥áâ¢  � (®  ¦¥ | ¥£® ¢¥àåïï ¬¥âà¨ç¥áª ï à §¬¥à®áâì,
box dimension ¨ â. ¯., á¬. [1], [2]), ¯à®¤®«¦¥¨¥ �¨â¨ äãªæ¨¨ f 2 H�(�) ¨¬¥¥â ¨â¥£à¨àã¥¬ë¥
¢ D+ ¯à®¨§¢®¤ë¥ ¨ ¯à ¢ ï ç áâì (1) ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ª®ªà¥â®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï �¨â¨
u(z) (® ª®áâàãªæ¨¨ ¯à®¤®«¦¥¨© �¨â¨ á¬.,  ¯à., ¢ [6], £«. 4).

�«ï ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨â¥£à «  ¯® à §®¬ªãâ®© ¤ã£¥ � ¢ [4] ¯à¥¤«®¦¥ á«¥¤ãîé¨© ¯à¨¥¬. �ãáâì
a ¨ b |  ç «® ¨ ª®¥æ ¤ã£¨ �. �á«¨ íâ¨ â®çª¨ ¬®¦® á®¥¤¨¨âì á¯àï¬«ï¥¬®© ¤ã£®© , ¥
¨¬¥îé¥© á � ¨ëå ®¡é¨å â®ç¥ª (¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¤ã£  �  §¢   ¢ [4] ¤®áâ¨¦¨¬®©), â® � [ 
¥áâì ¯à®áâ ï § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï, ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯® ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«¥® ä®à¬ã«®© (1), ¨ ¬®¦®
¯®«®¦¨âì Z

�

f(z)dz =
Z

�[

f(z)dz �
Z


f(z)dz: (4)

� [4], [5], [7] ä®à¬ã«  (1) ¨áá«¥¤ã¥âáï á ¯®§¨æ¨© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ¨â¥£à « . �á«¨ äãªæ¨ï
f ¯¥à¢® ç «ì® § ¤   ¢® ¢á¥© ¯«®áª®áâ¨ C , â® ¢¥«¨ç¨ã ¨â¥£à « 

R
�

f(z)dz ¬®¦® à áá¬ -

âà¨¢ âì ª ª äãªæ¨î, § ¤ ãî   ¥ª®â®à®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ ªà¨¢ëå,  ¯à¨¬¥à,   ¬®¦¥áâ¢¥
«®¬ ëå. �  íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ § ¤ ¥âáï ¬¥âà¨ª . �á«¨ ¨â¥£à « ¥¯à¥àë¢¥ ¢ íâ®© ¬¥âà¨ª¥, â®
® ¯à®¤®«¦¨¬ ¯® ¥¯à¥àë¢®áâ¨   § ¬ëª ¨¥ ¬®¦¥áâ¢  «®¬ ëå. � [4], [5] [7] ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï,
çâ® f 2 H�(�),   ¬¥âà¨ª    ¬®¦¥áâ¢¥ «®¬ ëå áâà®¨âáï â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë á®®â¢¥âáâ¢ã-
îé¥¥ § ¬ëª ¨¥ á®¤¥à¦ «® ¢á¥ d-¬¥àë¥ ªà¨¢ë¥ ¯à¨ § ¤ ®¬ d, 1 < d � 2. �ëïáï¥âáï, çâ®
¨â¥£à « ¥¯à¥àë¢¥ ¢ â ª®© ¬¥âà¨ª¥ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (3). � ¨¡®«¥¥ ®¡é¥¥ ®¯¨á ¨¥ íâ¨å à¥§ã«ì-
â â®¢ ¤ ¥âáï ¢ [5]. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ëè¥®¯¨á ®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ¨â¥£à «  à¥ «¨§ã¥âáï ¢á¥ â®©
¦¥ ä®à¬ã«®© (1).

� [8] à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨â¥£à «  ¯® ¯«®áª®© à §®¬ªãâ®© ¥á¯àï¬«ï¥¬®© ¤ã£¥ á
¯®¬®éìî ª®áâàãªæ¨¨, ¤¢®©áâ¢¥®© ¯® ®â®è¥¨î ª â®«ìª® çâ® ®¯¨á ®¬ã £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¬ã
¯à®¤®«¦¥¨î. � ç¥¨ï ¨â¥£à «  ®â £®«®¬®àä®© äãªæ¨¨ f ¯® ¤ã£¥ á  ç «®¬ a ¨ ª®æ®¬ b
®¯à¥¤¥«ïîâáï §¤¥áì ¯® ä®à¬ã«¥ �ìîâ® {�¥©¡¨æ 

R
�

f(z)dz = F (b) � F (a), F 0(z) = f(z). �¥¬

á ¬ë¬   «¨¥ «¥ £®«®¬®àäëå ¢¡«¨§¨ � äãªæ¨© § ¤ ¥âáï äãªæ¨® «
R
�

f(z)dz, ¢ëïáïîâáï

ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå íâ®â äãªæ¨® « ¥¯à¥àë¢¥ ¢ ®à¬¥ ¯à®áâà áâ¢  ��¥«ì¤¥à  H�(�) ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¤®«¦¥   § ¬ëª ¨¥ ¢ëè¥ã¯®¬ïãâ®£® «¨¥ «  ¢ H�(�). � [8]
¯®ª § ®, çâ® ¨áª®¬®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ¨â¥£à «  ¨¬¥¥â ¢¨¤Z

�

f(z)dz = �
ZZ
C

@u

@z
k�(z)dz dz; (5)

£¤¥ u(z) ¥áâì ¯à®¤®«¦¥¨¥ f á � ¢ C , ¨¬¥îé¥¥ ¨â¥£à¨àã¥¬ë¥ ç áâë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ ¨ ª®¬¯ ªâ-
ë© ®á¨â¥«ì,   k�(z) | ®¤®§ ç ï ¢¥â¢ì äãªæ¨¨

k�(z) =
1
2�i

ln
z � a

z � b
; (6)

¢ë¤¥«¥ ï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ à §à¥§  ¯® � ¨ ãá«®¢¨ï k�(1) = 0. �®à¬ã«  (5) ãáâ ®¢«¥  ¢ [8] ¢
¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨, çâ® ï¤à® k� ¨â¥£à¨àã¥¬® ¢¡«¨§¨ ¤ã£¨ � ¢ ¤®áâ â®ç® ¢ëá®ª®© áâ¥¯¥¨. � [9]
®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨â¥£à «  (1) ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ á¨âã æ¨¨, ª®£¤  ¯«®â®áâì f ¥ ï¢«ï¥âáï, ¢®®¡é¥
£®¢®àï, ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¥©, ® ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯à®áâà áâ¢ã �.�.�¥á®¢ . �¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥
u(z) ¯®«ãç ¥âáï á ¯®¬®éìî ®¯¥à â®à  ¯à®¤®«¦¥¨ï â¨¯  �¨â¨, ¯®áâà®¥®£® ¢ [10].

� ª®¥æ, �.�. �¡ê¥¤ª®¢ [11] ¤ « ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨â¥£à «  ¯® ¥á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© áà¥¤áâ¢ -
¬¨ ¥áâ ¤ àâ®£®   «¨§ . �£® áâ ¤ àâ¨§ æ¨ï â ª¦¥ ¯à¨¢®¤¨â ª ä®à¬ã«¥ (1). � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¢á¥ ¨§¢¥áâë¥ ª  áâ®ïé¥¬ã ¢à¥¬¥¨ ¢¥àá¨¨ ®¡®¡é¥®£® ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¯® ¥á¯àï¬«ï¥¬®©
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ªà¨¢®© á¢®¤ïâáï ª ä®à¬ã« ¬ (1), (4), (5). �â¬¥â¨¬, çâ® ä®à¬ã«  (5) ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â (4) á¯à ¢¥¤«¨-
¢  ¨ ¢ á¨âã æ¨¨, ª®£¤  ¤ã£  � ¥ ï¢«ï¥âáï ¤®áâ¨¦¨¬®©. �á«¨ ¦¥ ®  ¤®áâ¨¦¨¬ , â® ¯à¨¬¥¥¨¥
íâ¨å ¤¢ãå ä®à¬ã« ¯à¨¢®¤¨â ª ®¤¨ ª®¢®¬ã à¥§ã«ìâ âã.

�ãªæ¨® «
R
�

f(z)dz ®ª §ë¢ ¥âáï ¯à¨ íâ®¬ ®£à ¨ç¥ë¬ ¯® ®à¬¥ ¯à®áâà áâ¢ ��¥«ì¤¥à 

¨«¨ �¥á®¢ , ® ¥ ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©. �¥à®ïâ®, ®£à ¨ç¥®áâì äãªæ¨® « 
(1) ¨«¨ (4) ¢ ®à¬¥ ¯à®áâà áâ¢  C(�) ¢«¥ç¥â á¯àï¬«ï¥¬®áâì ªà¨¢®© �. �àï¬®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
íâ®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ¡ë«® ¯®«ãç¥® �.�. �¡ê¥¤ª®¢ë¬ ¢ ¥£® ¥®¯ã¡«¨ª®¢ ®© áâã¤¥ç¥áª®©
à ¡®â¥ ¤«ï á«ãç ï, ª®£¤  � ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®î £à ä¨ª ¢¥é¥áâ¢¥®© äãªæ¨¨.

2. �â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯® äà ªâ «ì®© ªà¨¢®© ª ª ®¡®¡é¥ ï äãªæ¨ï

� ª ®¡ëç®, ç¥à¥§ C1(D) ®¡®§ ç ¥¬ ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å § ¤ ëå ¢ ®¡« áâ¨ D � C äãªæ¨©,
¨¬¥îé¨å ç áâë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ «î¡®£® ¯®àï¤ª ,   ç¥à¥§ C10 (D) | ¬®¦¥áâ¢® â¥å ¨§ ¨å, ª®â®-
àë¥ ¨¬¥îâ ª®¬¯ ªâë¥ ®á¨â¥«¨ ¢ D. �à¨ D = C íâ¨ ¬®¦¥áâ¢  ®¡®§ ç îâáï ç¥à¥§ C1 ¨ C10
á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�®£« á® ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ à á¯à¥¤¥«¥¨© «î¡®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ' á ®á¨â¥«¥¬   � ¬®-
¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯® � ¥ª®â®à®© ®¡®¡é¥®© äãªæ¨¨ f

'(!) =
Z
�

f(z)!(z)dz; ! 2 C1:

�á«¨, ¢ ç áâ®áâ¨, !(z) = 1   �, â® '(!) ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¨â¥£à « ®â äãªæ¨¨ ¯® �.
�®íâ®¬ã ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯® äà ªâ «ì®© ªà¨¢®© � ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª ®¡®¡é¥ãî

äãªæ¨î á ®á¨â¥«¥¬ �, ®¡« ¤ îéãî ª ª¨¬¨-«¨¡® ¤®¯®«¨â¥«ìë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, ¯®§¢®«ïî-
é¨¬¨ ¢®ááâ ®¢¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¯«®â®áâì f . �â®¡ë ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì íâ¨ á¢®©áâ¢ , à á-
á¬®âà¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï �®è¨ à á¯à¥¤¥«¥¨© á ®á¨â¥«ï¬¨   �. �à¥®¡à §®¢ ¨¥ �®è¨ à á-
¯à¥¤¥«¥¨ï ', supp' � �, ¥áâì ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢ C n � äãªæ¨ï

k'(z) = (2�i)�1'((� � z)�1);

à §ã¬¥¥âáï, §¤¥áì à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ' ¯à¨¬¥ï¥âáï ª ¥ª®â®à®© äãªæ¨¨ !(t) 2 C10 , á®¢¯ ¤ îé¥©
á (t�z)�1 ¢¡«¨§¨ �. �ç¥¢¨¤®, k'(z) ¥áâì £®«®¬®àä ï ¢ C n� äãªæ¨ï ¨ k'(1) = 0. � ª ®¡ëç®,
¬ë ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬ k' á à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬

k'(!) =
ZZ
C

k'(x+ iy)!(x+ iy)dx dy; ! 2 C10 (C n �):

� «¥¥, à áá¬®âà¨¬ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ E = (�z)�1 ¨ á¢¥àâªã  = ' � E; ®  áãé¥áâ¢ã¥â, ¯®-
áª®«ìªã ®á¨â¥«ì ' ª®¬¯ ªâ¥. �ãáâì ®á¨â¥«ì äãªæ¨¨ ! 2 C10 «¥¦¨â ¢ C n �. �¥á«®¦ë¥
¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¤ îâ ([12], £«. 4)

 (!) = �2i
ZZ
C

k'(x+ iy)!(x+ iy)dx dy = �2ik'(!):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, �2ik' ¥áâì áã¦¥¨¥    C n �. �á«¨ � ¨¬¥¥â ã«¥¢ãî ¯«®é ¤ì ¨ äãªæ¨ï
k' ¨â¥£à¨àã¥¬  ¢¡«¨§¨ �, â® à á¯à¥¤¥«¥¨¥ �2ik' ¯à®¤®«¦¨¬®   ¢áî ¯«®áª®áâì C , ¨   C10
®¯à¥¤¥«¥® à á¯à¥¤¥«¥¨¥

s' = ' � E + 2ik': (7)

�ç¥¢¨¤®, supp s' � �. �®®¡é¥ £®¢®àï, s' 6= 0; á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¤ ¥â à á¯à¥¤¥«¥¨¥
' = @�a

@z
, a 2 �.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ã¤¥¬  §ë¢ âì à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ' á ®á¨â¥«¥¬   � à¥£ã«ïàë¬, ¥á«¨ ¯à¥-
®¡à §®¢ ¨¥ �®è¨ íâ®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¨â¥£à¨àã¥¬® ¢ «î¡®© ª®¥ç®© ç áâ¨ ¯«®áª®áâ¨ ¨
s' = 0.
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�«ï à¥£ã«ïà®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï ' ¨¬¥¥¬ '�E = �2ik'. �® @E
@z

= �0, â. ¥. @
@z
('�E) = '��0 = ',

¨ ' = �2i@k'
@z
. �â ª, à¥£ã«ïà®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ä®à¬ã«¥

'(!) = 2i
ZZ
C

@!

@z
k'(x+ iy)dx dy = �

ZZ
C

@!

@z
k'(z)dz dz: (8)

�á«¨ � | á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï ¨ f 2 L1(�; ds), â® ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ '(!) =
R
�

f(z)!(z)dz

ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïàë¬ à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬. �£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �®è¨ ¥áâì ¨â¥£à « â¨¯  �®è¨

k'(z) =
1
2�i

Z
�

f(t)dt
t� z

:

� ¯®çâ¨ ¢á¥å (®â®á¨â¥«ì® ds) â®çª å t 2 � íâ  äãªæ¨ï ¨¬¥¥â ¥ª á â¥«ìë¥ ¯à¥¤¥«ìë¥
§ ç¥¨ï á ®¡¥¨å áâ®à®, á¢ï§ ë¥ á®®â®è¥¨¥¬

k+' (t)� k�' (t) = f(t): (9)

�á«¨ f 2 H�(�) ¨ � > 1=2, â® äãªæ¨ï k' ¨¬¥¥â ¥¯à¥àë¢ë¥ £à ¨çë¥ § ç¥¨ï   ¢á¥©
ªà¨¢®© � §  ¢®§¬®¦ë¬ ¨áª«îç¥¨¥¬ ª®æ®¢ �, ¥á«¨ íâ® à §®¬ªãâ ï ¤ã£  ([13]). �á«¨ ªà¨¢ ï
ªãá®ç®-£« ¤ª ï, â® íâ® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¯à¨ «î¡®¬ � ( ¯à., [14], [15]). � §ã¬¥¥âáï, ¢ ®¡®¨å íâ¨å
á«ãç ïå á®®â®è¥¨¥ (9) ¢ë¯®«ï¥âáï ¢® ¢á¥å â®çª å ªà¨¢®© � §  ¢®§¬®¦ë¬ ¨áª«îç¥¨¥¬ ¥¥
ª®æ®¢. �â®  ¡«î¤¥¨¥ ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �ã¤¥¬  §ë¢ âì à¥£ã«ïà®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ � á ®á¨â¥«¥¬   � ¨â¥£à¨-
à®¢ ¨¥¬, ¥á«¨ ¥£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �®è¨ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ìë¥ § ç¥¨ï á ®¡¥¨å áâ®à® ¢ ª ¦¤®©
â®çª¥ � (§  ¢®§¬®¦ë¬ ¨áª«îç¥¨¥¬ ª®æ®¢ �, ¥á«¨ íâ® à §®¬ªãâ ï ¤ã£ ). � §®áâì (9) íâ¨å
¯à¥¤¥«ìëå § ç¥¨© ¥áâì ¯«®â®áâì ¤ ®£® ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï.

�¡áã¤¨¬ ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨©   ¥á¯àï¬«ï¥¬ëå ªà¨¢ëå. �à¥¦¤¥ ¢á¥-
£® ®â¬¥â¨¬, çâ® ä®à¬ã«  (1) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯® § ¬ªãâ®© ¥á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®©
á ¥¤¨¨ç®© ¯«®â®áâìî. �£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �®è¨ ¥áâì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äãªæ¨ï ��(z)
®¡« áâ¨ D+, à ¢ ï ¥¤¨¨æ¥ ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ¨ ã«î ¢¥ ¥¥. � «®£¨ç®, ä®à¬ã«  (5) ®¯à¥-
¤¥«ï¥â ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ á ¥¤¨¨ç®© ¯«®â®áâìî ¯® à §®¬ªãâ®© ¤ã£¥,   ä®à¬ã«  (6) | ¥£®
¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �®è¨.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï á § ¤ ®© ¯«®â®áâìî ¥áâì ¢®¯à®á
® à §à¥è¨¬®áâ¨ ªà ¥¢®© § ¤ ç¨ ® ¢®ááâ ®¢«¥¨¨ £®«®¬®àä®© ¢ C n � äãªæ¨¨ ¯® § ¤ ®¬ã
áª çªã   ªà¨¢®© �, â. ¥. ¯® ªà ¥¢®¬ã ãá«®¢¨î (9). �â  § ¤ ç  ¨áá«¥¤®¢ « áì  ¢â®à®¬ ¢ à ¡®â å
[16], [17].

� ¬ ãáâ ®¢«¥®, çâ® £à ¤¨¥â ¯à®¤®«¦¥¨ï �¨â¨ fw(z) äãªæ¨¨ f 2 H�(�) (¢ ®¡®§ ç¥-
¨ïå [6] fw � E0f) ¨â¥£à¨àã¥¬ ¢¡«¨§¨ � ¢ «î¡®© áâ¥¯¥¨, ¬¥ìè¥© ¢¥«¨ç¨ë p1(�; d) = 2�d

1��
.

�à¨

� > d=2 (10)

íâ  ¢¥«¨ç¨  ¡®«ìè¥ ¤¢ãå, ¨ äãªæ¨ï

k(z) = u(z)� 1
2�i

Z
C

@u

@�

d� d�

� � z
(11)

¯à¨ u(z) = fw(z)��(z) ¤ ¥â à¥è¥¨¥ ªà ¥¢®© § ¤ ç¨ (9)   § ¬ªãâ®© ªà¨¢®© �. �®« £ ï ¢ (8)
k' = k, ¯®«ãç ¥¬ ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ á ¯«®â®áâìî f . �  à §®¬ªãâ®© ¤ã£¥ � ä®à¬ã«  (11) â ª¦¥
¤ ¥â à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ ® áª çª¥ (9), ¥á«¨ ¯®«®¦¨âì ¢ ¥© u(z) = fw(z)k�(z), £¤¥ k� | «®£ à¨ä¬¨-
ç¥áª®¥ ï¤à® (5), ¨ fw ¤®«¦® ¨¬¥âì ª®¬¯ ªâë© ®á¨â¥«ì, â. ¥. fw = �E0f ,   äãªæ¨ï � 2 C10
à ¢  ¥¤¨¨æ¥ ¢¡«¨§¨ �. �¤¥áì, ®¤ ª®, ¢®§¨ª îâ ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ãá«®¢¨ï à §à¥è¨¬®áâ¨ ªà -
¥¢®© § ¤ ç¨ (9), á¢ï§ ë¥ á â¥¬, çâ®   ¯®ª § â¥«ì ¨â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ @u

@�
= k�(�)

@fw

@�
¢«¨ï¥â
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«®£ à¨ä¬¨ç¥áª®¥ ï¤à® k�. �á«¨ k� ¨â¥£à¨àã¥¬® ¢¡«¨§¨ â®ç¥ª a ¨ b ¢ áâ¥¯¥¨ p, â® ¨â¥£à «
(11) ¨¬¥¥â á¬ëá« ¯à¨

� > 1� (1� p�1)(2� d); (12)

  ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ¨¬ äãªæ¨ï k(z) ¨¬¥¥â ¥¯à¥àë¢ë¥ ¯à¥¤¥«ìë¥ § ç¥¨ï á ®¡¥¨å áâ®à®  
� n fa; bg ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (10). �á«¨ ª®æë äà ªâ «ì®© ¤ã£¨ � ¬®¦® á®¥¤¨¨âì £« ¤ª®© ¤ã£®©
, ¥ ¨¬¥îé¥© á � ®¡é¨å ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª, â® k� ¨¬¥¥â ¢¡«¨§¨ â®ç¥ª a ¨ b «®£ à¨ä¬¨ç¥áªãî
 á¨¬¯â®â¨ªã. � â ª®¬ á«ãç ¥ ¯®ª § â¥«ì p ¢ ãá«®¢¨¨ (12) ¬®¦® ãáâà¥¬¨âì ª ¡¥áª®¥ç®áâ¨, ¨
íâ® ãá«®¢¨¥ á®¢¯ ¤ ¥â á (3).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  1. �ãáâì � ¥áâì § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï ª«¥â®ç®© à §¬¥à®áâ¨ d, f 2 H�(�) ¨ ¢ë-

¯®«¥® ãá«®¢¨¥ (10). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯® ªà¨¢®© � á ¯«®â®áâìî f . � 
à §®¬ªãâ®© ¤ã£¥ � à §¬¥à®áâ¨ d ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ á § ¤ ®© ¯«®â®áâìî f 2 H�(�) áãé¥-
áâ¢ã¥â, ¥á«¨ ªà®¬¥ (10) ¢ë¯®«¥® ãá«®¢¨¥ (12).

� ¬¥ç ¨¥ 1. �¥¤ ¢® �.�.�¡ê¥¤ª®¢ ¤®ª § « áà¥¤áâ¢ ¬¨ ¥áâ ¤ àâ®£®   «¨§ , çâ®  
á ¬®¯®¤®¡®¬ äà ªâ «¥ äãªæ¨ï (11) ¨¬¥¥â ¥¯à¥àë¢ë¥ £à ¨çë¥ § ç¥¨ï   � á ®¡¥¨å
áâ®à® ¥ â®«ìª® ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (10), ® ¨ ¯à¨ ¡®«¥¥ á« ¡®¬ ãá«®¢¨¨ (3). �â® § ç¨â, çâ®  
§ ¬ªãâ®¬ á ¬®¯®¤®¡®¬ äà ªâ «¥ � à §¬¥à®áâ¨ d ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ á § ¤ ®© ¯«®â®áâìî
f 2 H�(�) áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (3),     à §®¬ªãâ®© | ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (12).

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¢®¯à®á ® ¯à®¤®«¦¥¨ïå ¨â¥£à¨à®¢ ¨© ¨ ®¡ ¨å ¯®àï¤ª å á¨£ã«ïà®áâ¨.
�¡ëç® [12] ¯®àï¤ª®¬ á¨£ã«ïà®áâ¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï '  §ë¢ îâ â ª®¥ ç¨á«® n, çâ®

j'(!)j � Bk!kCn(A) 8! 2 C1;
£¤¥ ¯®«®¦¨â¥«ì ï ¯®áâ®ï ï B ¥ § ¢¨á¨â ®â !,   ¬®¦¥áâ¢® A á®¤¥à¦¨â supp'. �®£« á®
(8) ¯®àï¤®ª á¨£ã«ïà®áâ¨ «î¡®£® à¥£ã«ïà®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¥¤¨¨æë, ¨ ¯®-
íâ®¬ã «î¡®¥ â ª®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à®¤®«¦¨¬® ¤® ¥¯à¥àë¢®£® äãªæ¨® «    C1. � ª ¬ë
®â¬¥ç «¨ ¢ëè¥, ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯® ¥á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© ¥ ¬®¦¥â, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¡ëâì à á-
¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ã«¥¢®£® ¯®àï¤ª  (â. ¥. à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬ â¨¯  ¬¥àë). �¤ ª® ¯®ª ¦¥¬ á¥©ç á, çâ®
¯®àï¤®ª á¨£ã«ïà®áâ¨ â ª®£® ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¢á¥ ¦¥ ¨¦¥ ¥¤¨¨æë.

�â®¡ë £®¢®à¨âì ® ¤à®¡ëå ¯®àï¤ª å á¨£ã«ïà®áâ¨, ¬ë ¤®«¦ë à áá¬®âà¥âì ª ªãî-¨¡ã¤ì
èª «ã ¯à®áâà áâ¢ A�, 0 � � � 1, â ª¨å, çâ® ¯à¨ � ! 0 ¯à®áâà áâ¢® A� ¯à¨¡«¨¦ ¥âáï ¯®
á¢®¨¬ á¢®©áâ¢ ¬ ª C(�),   ¯à¨ � ! 1 | ª C1(�). � â ª®© á¨âã æ¨¨ ¯®àï¤ª®¬ á¨£ã«ïà®áâ¨
à á¯à¥¤¥«¥¨ï ' ®â®á¨â¥«ì® èª «ë A� ¬®¦®  §¢ âì â®çãî ¨¦îî £à ì â ª¨å �, çâ®

j'(!)j � B�k!kA� 8! 2 C10 ;
£¤¥ B� > 0 ¥ § ¢¨á¨â ®â !.

� ©¤¥¬ ¯®àï¤®ª á¨£ã«ïà®áâ¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï (8) ®â®á¨â¥«ì® èª «ë ��¥«ì¤¥à  H�. � -
¯®¬¨¬, çâ® ®à¬  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ��¥«ì¤¥à  H�(�) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ¢¥áâ¢®¬

k!kH� = h�(!;�) + supfj!(z)j : z 2 �g
(á¬. (2)).

�¥¬¬  1. �ãáâì � | § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï à §¬¥à®áâ¨ d < 2, ! 2 C10 ,   e! | ¯à®¤®«¦¥¨¥

�¨â¨ áã¦¥¨ï !j� ¢ C á ª®¬¯ ªâë¬ ®á¨â¥«¥¬, â. ¥. e!(z) = �(z)E0(!j�)(z) ¢ ®¡®§ ç¥¨ïå

[6], £¤¥ � ¥áâì à ¢ ï 1 ¢¡«¨§¨ � äãªæ¨ï ª« áá  C10 . �á«¨ £®«®¬®àä ï ¢ C n � äãªæ¨ï K(z)
®£à ¨ç¥  ¢ C , â® ZZ

C

@!

@z
K(z)dz dz =

ZZ
C

@e!
@z
K(z)dz dz: (13)
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¤®«¦¥¨¥ �¨â¨ á®åà ï¥â ¬®¤ã«ì ¥¯à¥àë¢®áâ¨, â ª çâ® e! 2
H1(C ). �® â®£¤  à §®áâì w(z) = !(z) � e!(z) â ª¦¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â H1(C ), ¨¬¥¥â ª®¬¯ ªâë©
®á¨â¥«ì, ®£à ¨ç¥ë¥ ¯¥à¢ë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ ¨ ¨áç¥§ ¥â   �. � §®¡ì¥¬ ¯«®áª®áâì   ª¢ ¤à âë
á® áâ®à®®© " > 0 ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ �" ®¡ê¥¤¨¥¨¥ â¥å ¨§ ¨å, ª®â®àë¥ ¯¥à¥á¥ª îâ �. �à¨
d < 2 ¯«®é ¤ì �" áâà¥¬¨âáï ª ã«î ¯à¨ "! 0, ¨ ¯®íâ®¬ãZZ

C

@w

@z
K(z)dz dz = lim

"!0

ZZ
Cn�"

@w

@z
K(z)dz dz = lim

"!0

Z
@�"

w(z)K(z)dz = lim
"!0

X
a��"

Z
@Q

w(z)K(z)dz;

£¤¥ Q| ¢å®¤ïé¨¥ ¢ �" ª¢ ¤à âë à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® à §¡¨¥¨ï,   @�" ¨ @Q| ®¡ëçë¬ ®¡à §®¬
®à¨¥â¨à®¢ ë¥ £à ¨æë �" ¨ Q á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ¦¤ë© ª¢ ¤à â Q á®¤¥à¦¨â â®çªã zQ 2 �
¨ w(zQ) = 0. �®áª®«ìªã jz � zQj �

p
2 " ¯à¨ z 2 Q, â®����

Z
@Q

w(z)K(z)dz
���� =

����
Z
@Q

(w(z) � w(zQ))K(z)dz
���� � 4

p
2 "2BKh1(!;�);

£¤¥ BK | ¢¥àåïï £à ¨æ  K. �ãáâì m" ¥áâì ç¨á«® ¢å®¤ïé¨å ¢ �" ª¢ ¤à â®¢, â®£¤ ���� X
Q��"

Z
@Q

w(z)K(z)dz
���� � Bm""

2; B = 4
p
2 h1(w;�)BK :

�® m""
2 ¥áâì ¯«®é ¤ì �", ¨ ®  áâà¥¬¨âáï ª ã«î ¯à¨ "! 0.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì � ¥áâì § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï à §¬¥à®áâ¨ d,   ' | § ¤ ®¥   � ¨â¥-

£à¨à®¢ ¨¥. �®£¤  ¯®àï¤®ª á¨£ã«ïà®áâ¨ ' ¢ èª «¥ ��¥«ì¤¥à  ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â d� 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ! 2 C10 , 0 < � � 1. �ç¥¢¨¤®, !j� 2 H�(�). �®£¤  ¯à®¤®«¦¥¨¥
�¨â¨ E0(!j�) ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯à®áâà áâ¢ã H�(C ), ¯à¨ç¥¬ h�(E0(!j�); C ) = h�(!;�) [6]. �«¥¤®¢ -
â¥«ì® [6], ���� @@zE0(!j�)

���� � h�(!;�)(dist(z;�))��1 � k!kH�(dist(z;�))��1:
�à¨ ¯®áâà®¥¨¨ äãªæ¨¨ e!(z) = �(z)E0(!j�)(z) á®¬®¦¨â¥«ì � 2 C10 ¬®¦® ¢ë¡à âì â ª, çâ®¡ë

«î¡ ï â®çª  ®á¨â¥«ï � ¡ë«  ã¤ «¥  ®â � ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬   1. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬
���@�
@z

��� � B, B � 1,
â® ����@e!@z

���� =
����@�@z E0(!j�) + �

@E0(!j�)
@z

���� � Bk!kH�(dist(z;�))��1:
�®£« á® «¥¬¬¥ 1 â¥¯¥àì ¯®«ãç¨¬

j'(!)j � Bk!kH�
ZZ

supp �

jk'(z)j(dist(z;�))��1jdz dzj; (14)

£¤¥ B § ¢¨á¨â ®â �, ® ¥ ®â !. �®áª®«ìªã äãªæ¨ï k' §¤¥áì ®£à ¨ç¥ , â® ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
á¢®¤¨âáï ª ¢®¯à®áã: ¯à¨ ª ª¨å § ç¥¨ïå p > 0 äãªæ¨ï (dist(z;�))�p ¨â¥£à¨àã¥¬  ¢¡«¨§¨ �?
� à ¡®â¥ [16] ¯®ª § ®, çâ® íâ® â ª ¯à¨ p < 2�d. �¥à ¢¥áâ¢® 1�� < 2�d à ¢®á¨«ì® ãá«®¢¨î
� > d� 1.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì � ¥áâì § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï à §¬¥à®áâ¨ d. �î¡®¥ § ¤ ®¥   � ¨â¥-
£à¨à®¢ ¨¥ ' ¯à®¤®«¦¨¬® ¯® ¥¯à¥àë¢®áâ¨   ¯à®áâà áâ¢  ��¥«ì¤¥à  H�(�) ¯à¨ � > d � 1.
�à®¤®«¦¥ë© äãªæ¨® « ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

'(g) = �
ZZ
C

@gw

@z
k'(z)dz dz; g 2 H�(�); (15)

£¤¥ gw = �E0g, E0 | ®¯¥à â®à ¯à®¤®«¦¥¨ï �¨â¨ á ¬®¦¥áâ¢  � ¢ ¯«®áª®áâì C ,   � 2 C10 ¨
�(z) = 1 ¢¡«¨§¨ �.
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�®ª § â¥«ìáâ¢® ¥¬¥¤«¥® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 2 ¨ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ®¯¥à â®à  �¨â¨ E0.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, å®âï ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, «¨èì ¤«ï ¯«®â®áâ¨ f ,

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á ¯®ª § â¥«¥¬ � > d=2, ®® ¯®§¢®«ï¥â ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à «

'(g)
�
=
R
�

f(t)g(t)dt
�
¯à¨ «î¡®¬ g 2 H�(�), � > d � 1. �á«¨ f(t) 6= 0   �, â® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ fg

¯à®¡¥£ ¥â ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢® H�(�).
�á«¨ � | à §®¬ªãâ ï ¤ã£ , â® ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �®è¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¯® � ã¦¥ ¥ ®¡ï§ -

® ¡ëâì ®£à ¨ç¥ë¬. �  ª®æ å ¤ã£¨ ®® ¬®¦¥â ¨¬¥âì ®á®¡¥®áâ¨. �¤ ª® ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
«¥¬¬ë 1 ¥âàã¤® ¯¥à¥¥áâ¨   á«ãç ©, ª®£¤  äãªæ¨ï K(z) ®£à ¨ç¥  ¢¥ ¯à®¨§¢®«ì®©
®ªà¥áâ®áâ¨ ª®æ®¢ ¤ã£¨ � ¨ ¨â¥£à¨àã¥¬  ¢ãâà¨ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨. �æ¥¨¢ ï ¯à ¢ãî ç áâì
(14) á ¯®¬®éìî ¥à ¢¥áâ¢  ��¥«ì¤¥à , ¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® äãªæ¨® « ' ®£à ¨ç¥ ¯®
®à¬¥ H� ¯à¨ ãá«®¢¨¨

� > 1� (2� d)(1 � p�1) = d� 1 + (2� d)p�1; (16)

£¤¥ p | ¯®ª § â¥«ì ¨â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï �®è¨ k'. � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ äãªæ¨ï
k' ¨â¥£à¨àã¥¬  ¢¡«¨§¨ ª®æ®¢ � ¢ «î¡®© áâ¥¯¥¨, â® ¯®«ãç¨¬ âã ¦¥ ®æ¥ªã ¤«ï ¯®àï¤ª 
á¨£ã«ïà®áâ¨ ', çâ® ¨ ¢ â¥®à¥¬¥ 2.

�¥¯¥àì ¯¥à¥©¤¥¬ ª ¢®¯à®á ¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨© ¨ ¨â¥£à «®¢. �à¥¦¤¥ ¢á¥£®
à¥è¨¬ ¢®¯à®á ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï á § ¤ ®© ¯«®â®áâìî, ¨«¨, ¨ ç¥ £®¢®àï, ®
áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¥âà¨¢¨ «ìëå ¨â¥£à¨à®¢ ¨© á ã«¥¢®© ¯«®â®áâìî.

�à¥®¡à §®¢ ¨¥ �®è¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¯® § ¬ªãâ®© ªà¨¢®© � á ã«¥¢®© ¯«®â®áâìî ¯à¥¤-
áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¥¯à¥àë¢ãî ¢ C ¨ £®«®¬®àäãî ¢ C n � äãªæ¨î, ®¡à é îéãîáï ¢ ã«ì ¢
â®çª¥ 1. �á«¨ � | á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï, â® â ª ï äãªæ¨ï ¥áâì â®¦¤¥áâ¢¥ë© ã«ì ¯® â¥®-
à¥¬¥ �¥«¥¢¥ (á¬.,  ¯à., [18], £«. 3). �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯® á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®©
¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¥© ¯«®â®áâìî, â. ¥.   á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© ¥â ¨-
ª ª¨å ¨â¥£à¨à®¢ ¨©, ªà®¬¥ ª« áá¨ç¥áª¨å. �á«¨ ¦¥ � | ¥á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï à §¬¥à®áâ¨
� ãá¤®àä  dH > 1 (á¬.,  ¯à., [18], £«. 3), â® áãé¥áâ¢ãîâ ¥âà¨¢¨ «ìë¥ äãªæ¨¨, £®«®¬®àäë¥
¢ C n � ¨ ¥¯à¥àë¢ë¥ ¢ C . �§¢¥áâë¥ ¯à¨¬¥àë â ª¨å äãªæ¨© (¢ [18], [19]) ¨¬¥îâ ¢¨¤

k(z) =
1
2�i

Z
E

d�(�)
� � z

; (17)

£¤¥ � | ¬¥à  � ãá¤®àä    ªà¨¢®© �,   E { â ª®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® �, çâ® 0 < �(E) < 1. �á®,
çâ® äãªæ¨ï (17) ï¢«ï¥âáï ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ �®è¨ ¬¥àë �, â. ¥. à á¯à¥¤¥«¥¨ï, ¤¥©áâ¢ãîé¥£®
¯® ä®à¬ã«¥

�(!) =
Z
E

!(�)d�(�): (18)

�â¥à¥á®, çâ® ¯®àï¤®ª á¨£ã«ïà®áâ¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï � á ã«¥¢®© ¯«®â®áâìî ®ª §ë¢ ¥âáï
à ¢ë¬ ã«î, â. ¥. ®® ¯à®¤®«¦¨¬®   ¯à®áâà áâ¢® ¢á¥å ¥¯à¥àë¢ëå   � äãªæ¨©, ¨ ¢ íâ®¬
á¬ëá«¥ ¢¥¤¥â á¥¡ï «ãçè¥ \¥áâ¥áâ¢¥®£®" ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï (1). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ W� ¬®¦¥áâ¢®
¢á¥å ¨â¥£à¨à®¢ ¨© á ã«¥¢®© ¯«®â®áâìî, § ¤ ëå   �,   ç¥à¥§ fW� | ¬®¦¥áâ¢® ¨å ¯à¥-
®¡à §®¢ ¨© �®è¨. �á«¨ � | § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï, â® fW� á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å £®«®¬®àäëå ¢ C n � ¨
¥¯à¥àë¢ëå ¢ C äãªæ¨©, ®¡à é îé¨åáï ¢ ã«ì ¢ â®çª¥1; ¥á«¨ ¦¥ � | à §®¬ªãâ ï ¤ã£ , â®
¢å®¤ïé¨¥ ¢ fW� äãªæ¨¨ ¬®£ãâ ¨¬¥âì ¨â¥£à¨àã¥¬ë¥ ®á®¡¥®áâ¨   ª®æ å �. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
  § ¬ªãâ®© ªà¨¢®© ¬®¦¥áâ¢® fW� ¨¬¥¥â áâàãªâãàã ¡  å®¢®©  «£¥¡àë. � 50-å { 60-å £®¤ å
�¥à¬¥à à áá¬ âà¨¢ «  «£¥¡àã £®«®¬®àäëå ¢ C n � ¨ ¥¯à¥àë¢ëå ¢ C äãªæ¨© ¤«ï á«ãç ï,
ª®£¤  � | ¤ã£  ¥ã«¥¢®© ¯«®é ¤¨. �®£¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨  «£¥¡àë �¥à¬¥à  ®¡« ¤ îâ ¨  «£¥¡àëfW�. � ª, ¯®¢â®àïï à ááã¦¤¥¨ï ¨§ ([20], á. 46{47), ¥âàã¤® ¯®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ¬®¦¥áâ¢® fW�

¥ á¢®¤¨âáï ª â®¦¤¥áâ¢¥®¬ã ã«î, â® ®® á®¤¥à¦¨â âà¨ äãªæ¨¨, à §¤¥«ïîé¨¥ â®çª¨ C , ¨
«î¡ ï äãªæ¨ï ¨§ íâ®£® ¬®¦¥áâ¢  ¯à¨¨¬ ¥â   � ¢á¥ § ç¥¨ï, ª®â®àë¥ ®  ¯à¨¨¬ ¥â ¢ C .
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�á«¨ ' ¥áâì ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥   � á ¯«®â®áâìî f ¨  2 W�, â® ' +  ¥áâì ¨â¥£à¨à®¢ -
¨¥ á â®© ¦¥ ¯«®â®áâìî, â ª çâ® ¯à¨ W� 6= f0g (¢ ç áâ®áâ¨, ¯à¨ dH > 1) ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥
¢®ááâ  ¢«¨¢ ¥âáï ¯® § ¤ ®© ¯«®â®áâ¨ ¥¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬. �¤ ª® ¨§ ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å
¨â¥£à¨à®¢ ¨© ¥à¥¤ª® ¬®¦® ¢ë¡à âì ®¤®, ®¡« ¤ îé¥¥ ª ª¨¬-«¨¡® ¤®¯®«¨â¥«ìë¬ á¢®©-
áâ¢®¬. � ª, á®£« á® â¥®à¥¬¥ �.�.�®«¦¥ª® [19] ¢áïª ï äãªæ¨ï F 2 H�(U) (£¤¥ U � � |
®¡« áâì ¢ C ), £®«®¬®àä ï ¢ U n �, ¤®«¦  ¡ëâì £®«®¬®àä®© ¢ U ¯à¨ � > dH � 1. � á¢ï§¨
á íâ¨¬ ¢¢¥¤¥¬ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ á«¥¤ãîé¨¥ ª« ááë £®«®¬®àäëå äãªæ¨©. �ãáâì 0 < � � 1.
�ã¤¥¬ ®â®á¨âì £®«®¬®àäãî ¢ C n � äãªæ¨î F ª ª« ááã H�(�), ¥á«¨ ã «î¡®© â®çª¨ t 2 �
(§  ¨áª«îç¥¨¥¬ ª®æ®¢ �, ¥á«¨ � | à §®¬ªãâ ï ¤ã£ ) ¨¬¥¥âáï â ª ï ®ªà¥áâ®áâì Ut ¢ C , çâ®
F ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á ¯®ª § â¥«¥¬ � ¢ § ¬ëª ¨¨ «î¡®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥âë
Ut n �. �ãáâì � | § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï, â®£¤  F 2 H�(�), ¥á«¨ F jD+ 2 H�(D+) ¨ F jD� 2 H�(D�).
�§ â¥®à¥¬ë �.�.�®«¦¥ª® ¥¬¥¤«¥® á«¥¤ã¥â

�¥®à¥¬  3. �á«¨ � > dH � 1, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¥ ¡®«¥¥ ®¤®£® ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï á § ¤ ®©

¯«®â®áâìî, ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �®è¨ ª®â®à®£® ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª« ááã H�(�).

� ç áâ®áâ¨, äãªæ¨ï (11) ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª« ááã H�(�) ¯à¨ � < 1�2p�11 (�; d). �â® á«¥¤ã¥â ¨§
ª« áá¨ç¥áª¨å ®æ¥®ª ¨â¥£à « , ¢å®¤ïé¥£® ¢ ä®à¬ã«ã (11) (á¬.,  ¯à., [21]). �âáî¤  ¯®«ãç ¥¬

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 1 ¨, ªà®¬¥ â®£®,

dH � 1 < � <
2� � d

2� d
: (19)

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ á ¯«®â®áâìî f 2 H�(�), ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �®è¨
ª®â®à®£® ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª« ááã H�(�).

�à®¬¥ ¢®¯à®á  ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï á § ¤ ®© ¯«®â®áâìî, ¢®§¨ª ¥â ¢®¯à®á
® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¨â¥£à « , â. ¥. ® ¢ë¯®«¥¨¨ à ¢¥áâ¢ 

'1(g1) = '2(g2) (20)

¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® 'j ¥áâì ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ á ¯«®â®áâìî fj, j = 1; 2, ¨

f1(t)g1(t) = f2(t)g2(t); t 2 �: (21)

� ª ¬ë â®«ìª® çâ® ¢¨¤¥«¨, à ¢¥áâ¢® (20) ¬®¦¥â ¡ëâì  àãè¥® ¤ ¦¥ ¯à¨ f1 = f2, g1 = g2,
¯®áª®«ìªã ãá«®¢¨¥ f1 = f2 ¥ ¢«¥ç¥â, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, á®¢¯ ¤¥¨ï ¨â¥£à¨à®¢ ¨© '1 ¨ '2. �¤-
 ª® á¥©ç á ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ãá«®¢¨¥ (21) ¢á¥ ¦¥ ¢«¥ç¥â à ¢¥áâ¢® (20), ¥á«¨ '1;2 | íâ® â¥
¨â¥£à¨à®¢ ¨ï, ® ª®â®àëå ¨¤¥â à¥çì ¢ â¥®à¥¬¥ 3 ¨ á«¥¤áâ¢¨¨ 2. �à¥®¡à §®¢ ¨ï �®è¨ íâ¨å ¨-
â¥£à¨à®¢ ¨© ¨¬¥îâ ¢¨¤ (11). �®¤áâ ¢¨¢ íâ¨ äãªæ¨¨ ¢ (15), ¯®á«¥ áâ ¤ àâëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨©
¯®«ãç¨¬ (20). � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢®

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �ãáâì � ¥áâì ªà¨¢ ï ª«¥â®ç®© à §¬¥à®áâ¨ d ¨ à §¬¥à®áâ¨ � ãá¤®àä  dH ,
  fj, gj | § ¤ ë¥   ¥© äãªæ¨¨, j = 1; 2. �á«¨ fj 2 H�(�), gj 2 H�(�), j = 1; 2, ¯à¨ç¥¬ ç¨á« 
� ¨ � ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ � > d=2, � > d � 1 ¨ (19) (¢ á«ãç ¥, ª®£¤  � ¥áâì à §®¬ªãâ ï
¤ã£ , â® áî¤  ã¦® ¤®¡ ¢¨âì ãá«®¢¨ï (12) ¨ (16) ),   'j | ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ á ¯«®â®áâìî fj ¨
¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ �®è¨ ¨§ ª« áá  H�(�), â® ¨§ à ¢¥áâ¢  (21) á«¥¤ã¥â (20).

� ç áâ®áâ¨, ¯®« £ ï f2 � 1, ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ® ¢ëç¨á«¥¨¥ § ç¥¨© ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï, ® ª®â®-
à®¬ ¨¤¥â à¥çì ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 2, á¢®¤¨âáï ª ¢ëç¨á«¥¨î ¨â¥£à¨à®¢ ¨© á ¥¤¨¨ç®© ¯«®â®áâìî
(1), (4), (5).
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3. �¡®¡é¥ë¥ ¬¥àë

� è¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ®á®¢ ®   ä®à¬ã«¥ (9), ¯®§¢®«ïîé¥© ¢®ááâ ®¢¨âì ¯®
¨â¥£à¨à®¢ ¨î ¥£® ¯«®â®áâì. �¤ ª® ¡ë«® ¡ë ¨â¥à¥á® ã¬¥âì ¢®ááâ  ¢«¨¢ âì ¯«®â®áâì
¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯à¥¤¥«ì®£® ¯¥à¥å®¤  â¨¯  ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¨â¥£à «  ¯® ¢¥àå¥¬ã ¯à¥¤¥«ã.
�«ï íâ®£® ã¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¯® ç áâï¬  ªà¨¢®© �, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ § â¥¬ áâï-
£¨¢ âìáï ¢ â®çªã. �á«¨ ' | ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥   �, U � C ¥áâì ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¨  = �\U ,
â® ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯®  ª ª áã¦¥¨¥ '   U . �® â®£¤  ¬ë ¬®¦¥¬ ¯à¨¬¥ïâì
' â®«ìª® ª äãªæ¨ï¬ á ®á¨â¥«ï¬¨ ¢ U , â. ¥. ¥«ì§ï ¯à¨¬¥¨âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì â ª¨å áã¦¥-
¨©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å áâï£¨¢ îé¥©áï ¢ â®çªã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢ U , ª ®¤®© ¨ â®©
¦¥ ¯à®¡®© äãªæ¨¨ !. � ç¨â, ¦¥« ï ®áãé¥áâ¢¨âì ¢ëè¥®¯¨á ë© ¯à¥¤¥«ìë© ¯¥à¥å®¤, ¬ë
¤®«¦ë á á ¬®£®  ç «  à áá¬ âà¨¢ âì ¥ ®¤® à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ',   á¥¬¥©áâ¢® à á¯à¥¤¥«¥¨©,
ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯® ¥ª®â®à®© ¤ã£¥  � �.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �¨áâ¥¬  ¤ã£ a(�) á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦ëå ¤ã£ ªà¨¢®© �,  ¯à ¢«¥¨¥
®¡å®¤  ª®â®àëå ¨¤ãæ¨à®¢ ® ®à¨¥â æ¨¥© �. �  á®¤¥à¦¨â ª ª § ¬ªãâë¥ (â. ¥. á®¤¥à¦ é¨¥
á¢®¨ ª®æë) ¤ã£¨, â ª ¨ ®âªàëâë¥ (â. ¥. ¥ á®¤¥à¦ é¨¥ á¢®¨å ª®æ®¢) ¨ ¯®«ã®âªàëâë¥ (â. ¥.
á®¤¥à¦ é¨¥ ®¤¨ ¨§ ª®æ®¢). � ª ¦¤®© ¨§ ¤ã£  2 a(�) ¬ë á¢ï§ë¢ ¥¬ ¥¥  ç «® b(), ª®¥æ e()
¨ å®à¤ã c() = e()� b().

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4. �¡®¡é¥®© ¬¥à®©   � ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®â®¡à ¦¥¨¥ ' : a(�) ! D0(C ),
áâ ¢ïé¥¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦¤®© ¤ã£¥  2 a(�) ®¡®¡é¥ãî äãªæ¨î '(; �) â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®:

a) supp'(; �) � ;
¡) ¥á«¨ 1; 2; : : : | ª®¥ç ï ¨«¨ áç¥â ï á¨áâ¥¬  ¯®¯ à® ¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¤ã£, á®áâ -

¢«ïîé¨å ¢ á®¢®ªã¯®áâ¨ ®¤ã ¤ã£ã , â®

'(; �) = '(1; �) + '(2; �) + � � � ; (22)

¥á«¨ á¨áâ¥¬  fjg áç¥â , â® à ¢¥áâ¢® (22) ®§ ç ¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® àï¤ ¢ ¥£® ¯à ¢®© ç áâ¨
áå®¤¨âáï.

� ª ¦¤®© â®çª®© t 2 � á¢ï¦¥¬ ®¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¤ã£ t;". �à¨ ä¨ªá¨à®¢ ®¬
" > 0 ¤ã£  t;" ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®î á¢ï§ãî ª®¬¯®¥âã ¯¥à¥á¥ç¥¨ï � \ fz : jt � zj � "g,
á®¤¥à¦ éãî â®çªã t.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 5. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®¡®¡é¥ ï ¬¥à  ' ¨¬¥¥â ¯«®â®áâì f = f(t) ¢ â®çª¥
t 2 �, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ ! 2 C10 áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥«

lim
"!0

1
c(t;")

'(t;"; !) = f(t)!(t): (23)

� ç¥ £®¢®àï, ®¡®¡é¥ ï ¬¥à  ' ¨¬¥¥â ¯«®â®áâì f(t), ¥á«¨

lim
"!0

1
c(t;")

'(t;"; �) = f(t)�t: (231)

�¥¯¥àì ¯à¨¢¥¤¥¬ ¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë ®¡®¡é¥ëå ¬¥à ¨ ¢ëç¨á«¨¬ ¨å ¯«®â®áâ¨.

4. �à¨¬¥àë

1. �à®áâ¥©è¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ ®¡®¡é¥®© ¬¥àë ï¢«ï¥âáï ®¡ëç ï ¬¥à    �. �á«¨ � ¥áâì § -
¤  ï   � ª®¥ç ï ¬¥à ,â® ¥¥ ¬®¦® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á ®¡®¡é¥®© ¬¥à®© '�, ¤¥©áâ¢ãîé¥© ¯®
¯à ¢¨«ã

'�(; !) =
Z


! d�: (24)
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�á«¨ � ¥áâì á ¬®¯®¤®¡ë© äà ªâ « à §¬¥à®áâ¨ d, 1 < d < 2, â® � ¥áâì d-¬®¦¥áâ¢® ([10], [22]),
â. ¥. d-¬¥à ï ¬¥à  � ãá¤®àä  � ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã

C�1rd � �(� \ fz : jz � tj � rg) � Crd;

£¤¥ ¯®áâ®ï ï C ¥ § ¢¨á¨â ¨ ®â t 2 �, ¨ ®â r 2 (0; 1]. � ç áâ®áâ¨, �(t;") � C"d. �«ï
¬®£¨å ª« áá¨ç¥áª¨å äà ªâ «®¢ c(t;") � c0", £¤¥ c0 ¥ § ¢¨á¨â ®â ". �®£¤  ¯à¥¤¥« (23) ¥áâì
ã«ì, â. ¥. á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ®¡®¡é¥ ï ¬¥à  ¨¬¥¥â ¯«®â®áâì ã«ì ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ªà¨¢®©.
� ¯®¬¨¬, çâ® ¯®à®¦¤ ¥¬®¥ ¬¥à®© � ãá¤®àä  ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ (18) ¨¬¥¥â ¯«®â®áâì ã«ì ¢
á¬ëá«¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä .

�ç¥¢¨¤®, ãá«®¢¨¥  ¤¤¨â¨¢®áâ¨ (22) ¯®§¢®«ï¥â ¯à®¤®«¦¨âì ¢áïªãî ®¡®¡é¥ãî ¬¥àã á á¥-
¬¥©áâ¢  ¤ã£ a(�)   ¬®¦¥áâ¢® a�n(�), á®¤¥à¦ é¥¥ ¢á¥¢®§¬®¦ë¥ ª®¥çë¥ ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¤ã£
á¥¬¥©áâ¢  a(�). �¡áã¦¤ ¥¬ë¥ ¢ ¤ ®¬ ¯ãªâ¥ ®¡ëçë¥ ¬¥àë ¯à®¤®«¦¨¬ë, ªà®¬¥ â®£®,  
�- «£¥¡àã a�(�) � a�n(�), á®¤¥à¦ éãî ¢á¥ áç¥âë¥ ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¤ã£. � á«¥¤ãîé¥¬ ¯ãªâ¥ à á-
á¬®âà¨¬ ¬¥àë, ¥ ®¡« ¤ îé¨¥ á¢®©áâ¢®¬ �-¯à®¤®«¦¨¬®áâ¨.

2. � ª ¦¤®© ¤ã£®©  2 a(�) á¢ï¦¥¬ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®¥ ï¤à®

k(z) =
1
2�i

ln
z � b()
z � e()

; (25)

£¤¥ ¢¥â¢ì «®£ à¨ä¬  ¢ë¤¥«¥  ¯®áà¥¤áâ¢®¬ à §à¥§  ¯® ¤ã£¥  ¨ ãá«®¢¨ï k(1) = 0. �á«¨ íâ 
äãªæ¨ï k ¨â¥£à¨àã¥¬  ¢ «î¡®© ª®¥ç®© ç áâ¨ ¯«®áª®áâ¨ ¤«ï «î¡®© ¤ã£¨ , â® § ¯¨è¥¬
®¡®¡é¥ãî ¬¥àã

'(; !) = �
ZZ
C

@!

@z
k(z)dz dz: (26)

�á«®¢¨¥ ¨â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ ¢ë¯®«¥®, ¢ ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ ª ¦¤ ï ¤ã£   � � ï¢«ï¥âáï ¤®áâ¨-
¦¨¬®©, â. ¥. ¥á«¨ â®çª¨ b() ¨ e() ¬®¦® á®¥¤¨¨âì á¯àï¬«ï¥¬®© ¤ã£®© 0, ¥ ¨¬¥îé¥© á 
¨ëå ®¡é¨å â®ç¥ª. �à¨ íâ®¬ ¤ã£¨  ¨ 0 ¢ á®¢®ªã¯®áâ¨ ®£à ¨ç¨¢ îâ ®¡« áâì D(). �á«¨ ® 
à á¯®«®¦¥  á«¥¢  ®â , â® ®¡®¡é¥ãî ¬¥àã (26) ¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ä®à¬¥

'(; !) = �
ZZ
D()

@!

@z
dz dz +

Z
0

! dz; (27)

¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¢ íâ®© ä®à¬ã«¥ á«¥¤ã¥â ¨§¬¥¨âì § ª.
� â¥à¬¨ å ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä  ¬®¦® áª § âì, çâ® ¤  ï ®¡®¡é¥ ï ¬¥à  á¢ï§ë-

¢ ¥â á ª ¦¤®© ¤ã£®©  � � ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯® íâ®© ¤ã£¥ á ¥¤¨¨ç®© ¯«®â®áâìî. �®ª ¦¥¬,
çâ® ¯à¨ ¥ª®â®àëå £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®£à ¨ç¥¨ïå ®  ¨¬¥¥â ¥¤¨¨çãî ¯«®â®áâì ¨ ¢ á¬ëá«¥
®¯à¥¤¥«¥¨ï 5. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, Z

0
! dz = c(0)w;

£¤¥ w «¥¦¨â ¢ § ¬ªãâ®© ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ ¬®¦¥áâ¢  !(0). �ç¥¢¨¤®, c(0) = c(),   ¯à¨
áâï£¨¢ ¨¨ ¤ã£¨  ¢ â®çªã t ¬®¦¥áâ¢® conv !(0) áâï£¨¢ ¥âáï ¢ â®çªã !(t). � ª¨¬ ®¡à §®¬,

lim
"!0

1
c(t;")

Z
0
t;"

!(z)dz = !(t);

¨  ¬ ®áâ «®áì ãáâ ®¢¨âì, çâ® ¯à¥¤¥«

lim
"!0

1
c(t;")

ZZ
D(t;")

@!

@z
dz dz
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¥áâì ã«ì. � ª ç¥áâ¢¥ § ¬ëª îé¥© ¤ã£¨ 0t;" ¬®¦¥¬ ¢§ïâì ¤ã£ã ®ªàã¦®áâ¨ jz � tj = "; â®£¤ 
D(t;") ¥áâì ç áâì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ªàã£ , ¨ ¤¢®©®© ¨â¥£à « ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª "2. � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, ®¡®¡é¥ ï ¬¥à  (26) ¨¬¥¥â ¯«®â®áâì ¥¤¨¨æ , ¥á«¨

lim
"!0

"2

c(t;")
= 0: (28)

�â® ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«¥® ¤«ï ¬®£¨å ª« áá¨ç¥áª¨å äà ªâ «®¢, â ª¨å, ª ª á¥¦¨ª  �®å .
� ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì, «î¡ ï ®¡®¡é¥ ï ¬¥à  ¯à®¤®«¦¨¬  ¯®  ¤¤¨â¨¢®áâ¨   ª®¥çë¥

®¡ê¥¤¨¥¨ï ¤ã£ á¥¬¥©áâ¢  a(�). �¤ ª® ®¡®¡é¥ãî ¬¥àã (26), ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥«ì§ï ¯à®-
¤®«¦¨âì   ¯à®¨§¢®«ì®¥ áç¥â®¥ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¤ã£ ªà¨¢®© �. � áá¬®âà¨¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥-
à  ¡¥áª®¥ç®-§¢¥ãî «®¬ ãî �, ¯®áâà®¥ãî á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì fxjg ¥áâì ¬®®-
â®® ã¡ë¢ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥«, x1 = 1, limxj = 0. �®«®¦¨¬
z2j�1 = x2j�1, z2j = (1 + i)x2j , j = 1; 2; 3; : : : �®¬  ï � á®áâ®¨â ¨§ ¯àï¬®«¨¥©ëå ®âà¥§ª®¢,
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® á®¥¤¨ïîé¨å â®çª¨ z1; z2; z3; : : : ; zj ; : : : �ãáâì äãªæ¨ï ! â®¦¤¥áâ¢¥® à ¢ 
¥¤¨¨æ¥ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ �. �®£¤  ¤«ï «î¡®© ¤ã£¨  � � ¨¬¥¥¬ '(; !) = e() � b(). � áá¬®-
âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì §¢¥ì¥¢ fjg «®¬ ®© �, ¢§ïâëå ç¥à¥§ ®¤¨, â. ¥. j  ç¨ ¥âáï ¢ â®çª¥
z2j�1 ¨ ª®ç ¥âáï ¢ â®çª¥ z2j . �®£¤  '(j ; !) = z2j � z2j�1 = ix2j + (x2j � x2j�1). �ç¥¢¨¤®,
àï¤

P
(x2j � x2j�1) áå®¤¨âáï ¢á¥£¤ , ® áå®¤¨¬®áâì àï¤ 

P
x2j à ¢®á¨«ì  ª®¥ç®áâ¨ ¤«¨ë

«®¬ ®© �. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ � ¨¬¥¥â ¡¥áª®¥çãî ¤«¨ã, â® àï¤
P
'(j ; !) à áå®¤¨âáï ¨

®¡®¡é¥ãî ¬¥àã ®¡ê¥¤¨¥¨ï §¢¥ì¥¢ [j ®¯à¥¤¥«¨âì ¥ ã¤ ¥âáï. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¬¥àã '
¢á¥ ¦¥ ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì   ¬®£¨å áç¥âëå á¥¬¥©áâ¢ å ¤ã£ ¥á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© ®¡é¥£® ¢¨-
¤ . � ª, ¥á«¨ � | § ¬ªãâ ï ¥á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï,   � | ®¡« áâì á® á¯àï¬«ï¥¬®© £à ¨æ¥©,
â® ®¡®¡é¥ãî ¬¥àã (27) ¥âàã¤® ®¯à¥¤¥«¨âì   ¬®¦¥áâ¢¥ � \�, ¤ ¦¥ ¥á«¨ ®® á®áâ®¨â ¨§
áç¥â®£® ç¨á«  ¤ã£. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ D+\� á®áâ®¨â ¨§ áç¥â®£® ç¨á«  ¯®¤®¡« áâ¥©
�, ¯à¨ç¥¬ ¨å á®¢®ªã¯ ï £à ¨æ  á®áâ®¨â ¨§ � \ � ¨ á¨áâ¥¬ë 0 £à ¨çëå ¤ã£ � ª®¥ç®©
áã¬¬ à®© ¤«¨ë. �à¨ ¨å ¯®¤å®¤ïé¥© ®à¨¥â æ¨¨ ¨¬¥¥¬

'(� \�; !) = �
ZZ

D+\�

@!

@z
dz dz +

Z
0

! dz:

� «¥¥, ¯ãáâì   � § ¤   äãªæ¨ï f 2 H�(�), � > d=2. �á«¨ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®¥ ï¤à® (25) «î¡®©
¤ã£¨  2 a(�) ¨â¥£à¨àã¥¬® ¢ «î¡®© áâ¥¯¥¨ p � 1 (áª ¦¥¬, ¥á«¨ «î¡ ï ¤ã£  ¤®áâ¨¦¨¬ ), â®
¬ë ¬®¦¥¬ à áá¬®âà¥âì á¥¬¥©áâ¢® £®«®¬®àäëå äãªæ¨©

F(z) = fw(z)k(z)� 1
2�i

ZZ
C

@fw

@�

k(�)d� d�
� � z

;

£¤¥ fw | ¯à®¤®«¦¥¨¥ �¨â¨ äãªæ¨¨ f á ª®¬¯ ªâë¬ ®á¨â¥«¥¬, ¨ ®¡®¡é¥ãî ¬¥àã

'f (; !) = �
ZZ
C

F(z)
@!

@z
dz dz: (29)

�â® | ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¯®  á ¯«®â®áâìî f ¢ á¬ëá«¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä . �®-¢¨¤¨¬®¬ã,
¯à¨ ¥ª®â®àëå £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®£à ¨ç¥¨ïå â¨¯  (28) ®¡®¡é¥ ï ¬¥à  (29) ¨¬¥¥â ¯«®â®áâì
f(t) ¨ ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 5. �â¬¥â¨¬, çâ® § ¤ ç  ® ¢®ááâ ®¢«¥¨¨ ®¡®¡é¥®© ¬¥àë ¯® ¥¥
¯«®â®áâ¨ ¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¥¤¨áâ¢¥®£® à¥è¥¨ï ¢ ¢¨¤ã  «¨ç¨ï ¥âà¨¢¨ «ìëå ®¡®¡é¥ëå
¬¥à ã«¥¢®© ¯«®â®áâ¨ (á¬. ¯à¥¤ë¤ãé¨© ¯ãªâ).

3. �ãé¥áâ¢ãîâ ¨ ¤àã£¨¥ á®¤¥à¦ â¥«ìë¥ ¯à¨¬¥àë ®¡®¡é¥ëå ¬¥à. � ª, á®£« á® ä®à¬ã«¥
�à¨  ( ¯à., [23], á. 39) ¢ ®¡« áâ¨ D+ á® á¯àï¬«ï¥¬®© £à ¨æ¥© � á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â®è¥¨¥Z

�

u
@v

@n
ds = �

Z
D+

�
@u

@x

@v

@x
+
@u

@y

@v

@y
+ ur2v

�
dx dy;
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£¤¥ u, v | § ¤ ë¥ ¢ D+ äãªæ¨¨, r2 | « ¯« á¨ , ds | í«¥¬¥â ¤«¨ë, @
@n

{ ®à¬ «ì ï
¯à®¨§¢®¤ ï. �ãáâì â¥¯¥àì  | ¤ã£  �,   0 | «¥¦ é ï ¢ D+ á¯àï¬«ï¥¬ ï ¤ã£  á â¥¬¨ ¦¥
 ç «®¬ ¨ ª®æ®¬. �á«¨  ¨ 0 ¢ á®¢®ªã¯®áâ¨ ®£à ¨ç¨¢ îâ ®¡« áâì D(), â® ¯à ¢ ï ç áâì
ä®à¬ã«ë Z



u
@v

@n
ds = �

ZZ
D()

�
@u

@x

@v

@x
+
@u

@y

@v

@y
+ ur2v

�
dx dy +

Z
0

u
@v

@n
ds

¨¬¥¥â á¬ëá« ¥§ ¢¨á¨¬® ®â â®£®, á¯àï¬«ï¥¬  ¤ã£   ¨«¨ ¥â. � ª¨¬ ®¡à §®¬,   ¥á¯àï¬«ï¥¬®©
ªà¨¢®© � ¬®¦¥¬ ®¯à¥¤¥«¨âì ®¡®¡é¥ë¥ ¬¥àë

'v(; !) = �
ZZ
D()

�
@!

@x

@v

@x
+
@!

@y

@v

@y
+ !r2v

�
dx dy +

Z
0

!
@v

@n
ds; (30)

 u(; !) = �
ZZ
D()

�
@u

@x

@!

@x
+
@u

@y

@!

@y
+ ur2!

�
dx dy +

Z
0

u
@!

@n
ds: (31)

� á®®â®è¥¨ïå (30), (31) äãªæ¨¨ u(x; y) ¨ v(x; y) ä¨ªá¨à®¢ ë, ¯à¨ç¥¬ v 2 C2(D+), u 2
C1(D+). �¡¥ íâ¨ ®¡®¡é¥ë¥ ¬¥àë ¬®£ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ãáà¥¤¥ë¥ § ç¥¨ï ®à¬ «ì-
®© ¯à®¨§¢®¤®© (á®®â¢¥âáâ¢¥®, ä¨ªá¨à®¢ ®© äãªæ¨¨ v ¨«¨ ¯à®¡®© äãªæ¨¨ !)   ¤ã£¥
. �à¨ íâ®¬   äà ªâ «ì®© ªà¨¢®© � �  ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¢ ª« áá¨ç¥áª®¬ á¬ëá«¥ ¨ í«¥¬¥â 
¤«¨ë, ¨ ®à¬ «¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®ïâ¨¥ ®¡®¡é¥®© ¬¥àë ¯®§¢®«ï¥â ®¡ê¥¤¨¨âì ¢ à ¬ª å
¥¤¨®© ª®æ¥¯æ¨¨ ®¡ëçë¥ ¬¥àë, ®¡®¡é¥ë¥ ¨â¥£à «ë   äà ªâ «ì®© ªà¨¢®© ¨ ¤àã£¨¥ á®-
¤¥à¦ â¥«ìë¥ ®¡ê¥ªâë. �â® ¤ ¥â ®á®¢ ¨ï ¯®« £ âì, çâ® â ª¨¥ ¬¥àë ¬®£ãâ áâ âì ¯®«¥§ë¬
¨áâàã¬¥â®¬ äà ªâ «ì®£®   «¨§ .
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