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О ШЕСТИМЕРНЫХ ЛЕВЫХ ТРИ-ТКАНЯХ БОЛА
С ОБЩЕЙ СЕРДЦЕВИНОЙ

Аннотация. Найдены условия, при которых левые три-ткани Бола имеют общую сердцеви-
ну. Эти условия применяются для нахождения шестимерных левых тканей с теми же серд-
цевинами, которые имеют ткани, полученные преобразованием парастрофии из известных
шестимерных эластичных тканей E1 и E2.
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Введение

Известно ([1], сс. 96, 258), что любая ткань Бола (левая Bl(r, r, r), правая Br(r, r, r) и
средняя Bm(r, r, r)) индуцирует на базе соответственно первого, второго и третьего слоения
локально симметрическую структуру, которая порождается локальной гладкой квазигруп-
пой, называемой сердцевиной ткани Бола. Заметим, что понятие сердцевины впервые ввел
В.Д.Белоусов в [2]. Известно также [3], [4], что сердцевина ткани Bl изотопна левой лупе
Бола, но не изотопна, вообще говоря, координатной квазигруппе этой ткани. Этот факт,
проиллюстрированный на конкретных примерах, означает, что различные (неэквивалент-
ные) три-ткани Бола, определяющие одну и ту же сердцевину, существуют. В данной работе
найдены условия, при которых ткани Bl имеют общую сердцевину (см. теорему в разделе 2).
При этом существенно используется указанная выше взаимосвязь сердцевины и порожда-
емой ею симметрической структуры. Соответствующая симметрическая связность описана
в [3]. Отметим, что применительно к симметрической связности еще М.А.Акивисом ([1],
с. 101) был поставлен вопрос: сколько неэквивалентных тканей Бола можно присоединить
к заданной симметрической связности?
Полученные условия применяются в данной работе для нахождения шестимерных тканей

Bl с общей сердцевиной. В разделе 3 рассмотрены примеры тканей Bl, связанных с извест-
ными шестимерными эластичными тканями E1 и E2. Уравнения последних ([1], сс. 108, 180)
получены ранее А.М.Шелеховым. Отметим, что указанные ткани являются единственны-
ми шестимерными эластичными тканями. Согласно ([1], с. 176) эластичные ткани образуют
собственный подкласс тканей Bm, с которыми, как известно, связаны ткани Bl (коорди-
натная квазигруппа ткани Bl — левая обратная квазигруппа координатной квазигруппы
ткани Bm). Для тканей E1 и E2 указанным преобразованием парастрофии найдены левые
ткани Бола (они обозначены (Bl)1 и (Bl)2 соответственно). Для каждой из них получены
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уравнения неэквивалентных им тканей с теми же сердцевинами, которые имеют исходные
ткани (Bl)1 и (Bl)2.

1. Основные понятия

Определение 1. Три-тканью W (r, r, r) на дифференцируемом многообразии M размер-
ности 2r называется совокупность таких трех гладких слоений λ1, λ2 и λ3 коразмерности r,
что в каждой точке p многообpазия M тpи пpоходящих чеpез нее слоя находятся в общем
положении.

ПустьM – гладкое многообразие размерности 2r, на котором задана три-ткань W (r, r, r).
Согласно [1] в некоторой окрестности Up произвольной точки p ∈ M существуют такие
локальные координаты x = (x1, . . . , xr) ∈ X, y = (y1, . . . , yr) ∈ Y , что слоения ткани могут
быть заданы уравнениями

λ1 : xi = const, λ2 : yi = const, λ3 : zi = f i(xj, yk) = const, (1.1)

где i, j, k, . . . = 1, r, z = (z1, . . . , zr) ∈ Z, X, Y и Z — r-мерные базы слоений λ1, λ2 и λ3

соответственно, f = (f1, . . . , f r) — гладкая функция, det
(∂f

∂x

)
�= 0 и det

(∂f
∂y

)
�= 0 в каждой

точке многообразия M.
В уравнениях (1.1) переменные x = (x1, . . . , xr), y = (y1, . . . , yr) и z = (z1, . . . , zr) явля-

ются также параметрами соответствующих слоев три-ткани. Уравнения

zi = f i(xj , yk), (1.2)

которые связывают параметры слоев, проходящих через одну точку многообразия M, на-
зываются уравнениями три-ткани W (r, r, r), а функция f — функцией три-ткани.

Определение 2. Трехбазисная бинарная операция

f : X × Y → Z, z = f(x, y), x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z, (1.3)

определяемая уравнениями (1.2), называется локальной координатной квазигруппой три-
ткани W (r, r, r).

Параметры x, y и z слоений ткани, входящие в уравнение (1.3), допускают изотопические
преобразования вида

x̃ = α(x), ỹ = β(y), z̃ = γ(z),
где α, β, γ — локальные диффеоморфизмы. При этом уравнение (1.3) преобразуется к виду

z̃ = f̃(x̃, ỹ) = γ ◦ f(α−1(x̃), β−1(ỹ)).

Определение 3. Три-ткани W (r, r, r) и W̃ (r, r, r), заданные соответственно на дифферен-
цируемых многообразиях M и M̃ размерности 2r, называются эквивалентными, если су-
ществует локальный диффеоморфизм ϕ : M → M̃, при котором слои три-ткани W (r, r, r)
переходят в слои соответствующих слоений ткани W̃ (r, r, r).

Согласно ([1], с. 11) ткани W (r, r, r) и W̃ (r, r, r) эквивалентны в том и только том случае,
если их координатные квазигруппы изотопны.
В соответствии с ([1], с. 23) продифференцируем уравнения (1.2), обозначим f

i
j = ∂f i

∂xj ,
f̃ i

j = ∂f i

∂yk и положим ω
1

i = f
i
jdxj , ω

2

i = f̃ i
jdyj . Тогда в силу (1.1) слоения три-ткани W (r, r, r)

будут определяться уравнениями

λ1 : ω
1

i = 0, λ2 : ω
2

i = 0, λ3 : ω
3

i def≡ ω
1

i + ω
2

i = 0.
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Формы ω
1

i и ω
2

i образуют на многообразии M, несущем ткань W (r, r, r), кобазис и удовле-

творяют следующим структурным уравнениям ([1], с. 14)

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + ai

jkω
1

j ∧ ω
1

k, dω
2

i = ω
2

j ∧ ωi
j − ai

jkω
2

j ∧ ω
2

k,

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k + bi

jklω
1

k ∧ ω
1

l.
(1.4)

Величины ai
jk и bi

jkl являются тензорами и называются соответственно тензорами кручения
и кривизны три-ткани W (r, r, r). Они вычисляются по известным формулам ([1], с. 23):

ai
jk = Γi

[jk], (1.5)

bi
jkl =

∂Γi
jl

∂xm
gm

k −
∂Γi

kj

∂ym
g̃m
l + Γi

mjΓ
m
kl − Γi

jmΓm
kl − Γi

mlΓ
m
kj + Γi

kmΓm
jl , (1.6)

где Γi
jk = − ∂2f i

∂xl∂ym gl
j g̃

m
k , (gi

j) и (g̃i
j) — матрицы, обратные для (f i

j) и (f̃ i
j) соответственно.

Формы ωi
j в уравнениях (1.4) вычисляются по формулам

ωi
j = Γi

kjω
1

k + Γi
jkω

2

k. (1.7)

Тензоры ai
jk и bi

jkl связаны соотношениями

bi
[jkl] = 2am

[jka
i
|m|l] =

2
3
(am

jka
i
ml + am

kla
i
mj + am

lj ai
mk) (1.8)

(bi
[jkl] = 1

6 (bi
jkl + bi

klj + bi
ljk − bi

kjl − bi
jlk − bi

lkj)) и удовлетворяют уравнениям

�ai
jk ≡ dai

jk − ai
mkω

m
j − ai

jmωm
k + am

jkω
i
m = bi

[j|l|k]ω1
l + bi

[jk]lω2
l, (1.9)

�bi
jkl ≡ dbi

jkl − bi
mklω

m
j − bi

jmlω
m
k − bi

jkmωm
l + bm

jklω
i
m =

= C
1

i

jklm
ω
1

m + C
2

i

jklm
ω
2

m. (1.10)

В уравнениях (1.9) и (1.10) через � обозначен оператор ковариантного дифференци-
рования в аффинной связности Γ, которая определяется на многообразии M формами

(ω
1

i, ω
2

i),
(

ωi
j 0

0 ωi
j

)
и называется канонической аффинной связностью или связностью Черна

([1], с. 24).

2. Левая три-ткань Бола Bl(r, r, r) и сердцевина

Согласно ([1], с. 50) локальная координатная квазигруппа левой три-ткани Bl(r, r, r) ≡ Bl

(и только такой ткани) изотопна левой лупе Бола. Напомним, что лупа (квазигруппа с
единицей) с операцией (◦) называется левой лупой Бола, если в ней выполняется левое
тождество Бола

(u ◦ (υ ◦ u)) ◦ ω = u ◦ (υ ◦ (u ◦ ω)).

С другой стороны, ткань Bl характеризуется замыканием всех достаточно малых левых
конфигураций Бола. Условию их замыкания на ткани соответствует равенство ([1], с. 255)

f(a, f−1(b, f(a, y))) = f(c, y), a, b, c ∈ X, (2.1)
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выполняемое для любого элемента y ∈ Y . Здесь, как и выше, f — локальная координатная
квазигруппа ткани Bl. Если f — локальная координатная лупа ткани с единицей e, то для
y = e получаем f(x, e) = x, поэтому из (2.1) следует равенство

c = f(a, f−1(b, a)).

Таким образом, на первом слоении ткани Bl возникает операция

(∗) : λ1 × λ1 → λ1, c = a ∗ b ≡ f(a, f−1(b, a)), (2.2)

называемая сердцевиной ткани Bl.
Согласно ([1], с. 255) сердцевина (∗) является локальной гладкой квазигруппой и обладает

следующими свойствами: a ∗ a = a (идемпотентность), a ∗ (a ∗ b) = b (левая обратимость),
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ (a ∗ c) (левая дистрибутивность). Эта квазигруппа порождает на базе X
первого слоения ткани локально симметрическую структуру, которая задается семейством
гладких функций Sa, для которых Sa(b) = a ∗ b с любыми a ∈ X и b ∈ Ua ⊂ X, где Ua —
достаточно малая окрестность точки a.
Соответствующая симметрическая связность Γ̃ (аффинная связность без кручения и с

ковариантно постоянным тензором кривизны) определяется формами [3]

ω
1

i, ω̃i
j = ωi

j + ai
jkω

1

k, (2.3)

которые удовлетворяют структурным уравнениям

dω
1

i = ω
1

j ∧ ω̃i
j , dω

2

i = ω
2

j ∧ ω̃i
j − ai

jkω
2

j ∧ ω
3

k,

dω̃i
j = ω̃k

j ∧ ω̃i
k + R̃i

jklω
1

k ∧ ω
1

l.
(2.4)

Последние получаются подстановкой (2.3) в уравнения (1.4). Величины

R̃i
jkl =

1
4
(bi

klj − 2ai
mja

m
kl) (2.5)

образуют тензор кривизны связности Γ̃. При этом выполняются условия R̃i
j(kl) = 0, которые

равносильны
bi
(jk)l = 0, (2.6)

где bi
(jk)l = 1

2(bi
jkl + bi

kjl). Отметим, что условия (2.6) характеризуют три-ткань Bl. Тензоры
кручения и кривизны ткани Bl связаны соотношениями

ai
plb

p
jkm − ai

pmbp
jkl + bi

plmap
jk − bi

pmla
p
jk + bi

jkpa
p
lm = 0, (2.7)

а тензор R̃i
jkl удовлетворяет известным тождествам Риччи и Бианки ([1], с. 97).

Обозначим через �̃ оператор ковариантного дифференцирования в связности Γ̃, так что

�̃ai
jk ≡ dai

jk − ai
mkω̃

m
j − ai

jmω̃m
k + am

jkω̃
i
m,

�̃bi
jkl ≡ dbi

jkl − bi
mklω̃

m
j − bi

jmlω̃
m
k − bi

jkmω̃m
l + bm

jklω̃
i
m.

(2.8)

В силу (1.8)–(1.10), (2.3), (2.5)–(2.7) имеем

�̃ai
jk =

1
2
bi
jkl(ω

3

l + ω
2

l),

�̃bi
jkl = (ai

plb
p
jkm + ap

jkb
i
plm)(ω

3

m + ω
2

m), (2.9)

�̃R̃i
jkl = 0.
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Допустим, что ткань Bl задана своими структурными уравнениями (1.4), т. е. тензоры
ai

jk и bi
jkl известны. Из (2.3) следует, что для нее симметрическая связность Γ̃ с тензором

кривизны R̃i
jkl вида (2.5) определяется однозначно. Как уже сказано выше, эта связность

порождается сердцевиной ткани Bl.
Обратно, пусть симметрическая связность задана, т. е. известны компоненты тензора

R̃i
jkl. Из равенств (2.5) следует, что тензоры ai

jk и bi
jkl определяются, вообще говоря, неодно-

значно. Выражая из (2.5) тензор bi
jkl через ai

jk и R̃i
jkl и подставляя полученные выражения

в (2.9), получим уравнения

�̃ai
jk = (2R̃i

ljk + ai
mla

m
jk)(ω

1

l + 2ω
2

l),

которые с учетом (2.8) могут быть записаны в виде

dai
jk = ai

mkω̃
m
j + ai

jmω̃m
k − am

jkω̃
i
m + (2R̃i

ljk + ai
mla

m
jk)(ω

1

l + 2ω
2

l). (2.10)

Из (2.7) в силу (2.5) получим равенства

4ai
p[lR̃

p
m]jk + 4R̃i

[m|p|l]a
p
jk + 2R̃i

pjka
p
lm + ai

qpa
q
jka

p
lm = 0. (2.11)

Внешнее дифференцирование последних приводит к тождествам, следовательно, система
(2.4), (2.5), (2.10), (2.11), определяющая ткань Bl с заданной симметрической связностью
(сердцевиной), замкнута.
Таким образом, справедлива

Теорема. Левые три-ткани Бола Bl(r, r, r) имеют общую сердцевину в том и только
том случае, если тензор кручения ai

jk каждой из этих тканей удовлетворяет уравнени-
ям (2.10) и соотношениям (2.11), где R̃i

jkl — тензор кривизны локально симметрической
связности Γ̃, индуцируемой каждой тканью Bl(r, r, r) на базе первого слоения.

Проиллюстрируем теорему на следующих примерах.

3. Шестимерные три-ткани Bl с общей сердцевиной,

связанные с шестимерными эластичными тканями

Напомним ([1], с. 176), что эластичными тканями (тканями E) называются три-ткани, в
координатных лупах которых выполняется тождество эластичности

(x ◦ y) ◦ x = x ◦ (y ◦ x).

Известно [1], что всякая ткань E является средней тканью Бола (тканью Bm) специаль-
ного вида, т. е. ткани E образуют собственный подкласс тканей Bm. Известно также, что
четырехмерных тканей E, отличных от групповых тканей, не существует, но шестимер-
ные нетривиальные эластичные три-ткани существуют. Таких тканей оказалось всего две,
они обозначены E1 и E2. Их уравнения найдены ранее А.М.Шелеховым ([1], сс. 108, 180).
Известно ([1], с. 95), что преобразованием парастрофии f → −1f можно перейти от коор-
динатной квазигруппы f ткани Bm к координатной квазигруппе f̃ ≡ −1f ткани Bl. Таким
образом, с каждой эластичной три-тканью связана некоторая левая ткань Бола. Далее рас-
смотрим шестимерные ткани Bl, связанные преобразованием парастрофии с шестимерными
эластичными тканями E1 и E2.
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Пример 1. Для ткани E1, координатная лупа которой задана уравнениями ([1], с. 108)

w1 = u1 + v1 − (u2 + v2)u3v3, w2 = u2 + v2, w3 = u3 + v3,

найдем уравнения левой обратной квазигруппы и переобозначим переменные: ui = zi, vi =
−yi, wi = xi. В результате получим уравнения шестимерной левой три-ткани Бола

z1 = x1 + y1 − x2y3(x3 + y3), z2 = x2 + y2, z3 = x3 + y3, (3.1)

которую обозначим (Bl)1. Поскольку (3.1) — координатная лупа ткани (Bl)1 (ее единица
e = (0, 0, 0)), то уравнения сердцевины c = a ∗ b этой ткани могут быть получены в виде
(2.2), а именно,

c1 = 2a1 − b1 − (a3 − b3)(a3(a2 − b2) + a2(a3 − b3)), c2 = 2a2 − b2, c3 = 2a3 − b3. (3.2)

Найдем структурные уравнения ткани (Bl)1 в виде (2.4). Продифференцируем (3.1) и
положим

ω
1

1 = dx1 − y3(x3 + y3)dx2 − x2y3dx3, ω
1

2 = dx2, ω
1

3 = dx3,

ω
2

1 = dy1 − x2(x3 + 2y3)dy3, ω
2

2 = dy2, ω
2

3 = dy3.
(3.3)

Теперь найдем тензоры кручения и кривизны ткани по формулам (1.5), (1.6). В резуль-
тате вычислений получим

a1
23 =

x3 + 2y3

2
= −a1

32, b1
233 = 1 = −b1

323. (3.4)

Остальные компоненты этих тензоров равны нулю. Компоненты тензора кривизны R̃i
jkl

найдем по формулам (2.5)

R̃1
323 =

1
4

= −R̃1
332, (3.5)

а другие компоненты равны нулю.
Далее найдем формы ω̃i

j, используя равенства (2.3) и формулы (1.7). Ненулевыми явля-
ются следующие формы:

ω̃1
2 =

x3 + 2y3

2
(dx3 + 2dy3), ω̃1

3 = x2(dx3 + dy3) +
x3 + 2y3

2
dx2. (3.6)

Учитывая (3.3)–(3.6), запишем структурные уравнения ткани (Bl)1 в виде

dω
1

1 = ω
1

3 ∧ ω̃1
3 + ω

1

2 ∧ ω̃1
2 , dω

2

1 = 0,

dω
1

2 = 0, dω
2

2 = 0, (3.7)

dω
1

3 = 0, dω
2

3 = 0,

dω̃1
2 = 0, dω̃1

3 =
1
2
ω
1

2 ∧ ω
1

3. (3.8)

Найдем уравнения других шестимерных левых тканей Бола, имеющих ту же сердцевину
(3.2), что и ткань (Bl)1. Так как искомые ткани индуцируют на базе первого слоения ту же
локально симметрическую связность, что и ткань (Bl)1, то тензор кривизны R̃i

jkl симмет-
рической связности для каждой из этих тканей имеет единственную ненулевую компоненту
(3.5). При этом тензор кручения ai

jk каждой ткани должен удовлетворять уравнениям вида
(2.10) и соотношениям (2.11) (см. теорему). Из равенств (2.11), записанных для r = 3 с
учетом (3.5), находим

ai
12 = 0, a3

jk = 0. (3.9)
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Для оставшихся компонент тензора кручения запишем дифференциальные уравнения (2.10)
и учтем (3.5), (3.6), получим систему

da1
23 =

(
(a1

13 − a2
23)

x3 + 2y3

2
+

1
2

+ a1
13a

1
23 + a1

23a
2
23

)
(ω
1

3 + 2ω
2

3),

da2
23 =

(
a2

13a
1
23 + a2

23a
2
23 + a2

13

x3 + 2y3

2

)
(ω
1

3 + 2ω
2

3),

da1
13 =

(
a1

13a
1
13 + a1

23a
2
13 − a2

13

x3 + 2y3

2

)
(ω
1

3 + 2ω
2

3),

da2
13 = a2

13(a
1
13 + a2

23)(ω
1

3 + 2ω
2

3).

(3.10)

Укажем некоторые решения этой системы.
1) Двум последним уравнениям удовлетворяют a1

13 = 0, a2
13 = 0. Тогда система (3.10)

будет следующей:

da1
23 =

(
− a2

23

x3 + 2y3

2
+

1
2

+ a1
23a

2
23

)
(ω
1

3 + 2ω
2

3),

da2
23 = (a2

23)
2(ω

1

3 + 2ω
2

3).
(3.11)

Найдем ее ненулевое решение. Интегрируя второе уравнение системы (3.11), получим

a2
23 = − 1

x3 + 2y3
. (3.12)

Подставим (3.12) в первое уравнение и проинтегрируем его, в результате найдем

a1
23 =

x3 + 2y3

2
. (3.13)

Таким образом, в рассматриваемом случае тензор кручения искомой ткани (обозначим
ее (Bl)11) имеет вид

a1
12 = 0, a1

13 = 0, a1
23 =

x3 + 2y3

2
,

a2
12 = 0, a2

13 = 0, a2
23 = − 1

x3 + 2y3
, (3.14)

a3
12 = 0, a3

13 = 0, a3
23 = 0.

Сравнивая (3.13) и (3.4), видим, что компонента a1
23 для тканей (Bl)1 и (Bl)11 имеет один

и тот же вид. Это единственная ненулевая компонента тензора кручения три-ткани (Bl)1.
Заметим, что ткань (Bl)11 имеет еще одну ненулевую компоненту тензора кручения a2

23 =
− 1

x3+2y3 . Отсюда следует, что структурные уравнения ткани (Bl)11 имеют тот же вид (3.7),
(3.8), что и для ткани (Bl)1, кроме уравнения

dω
2

2 = ω
2

j ∧ ω̃2
j − a2

jkω
2

j ∧ ω
3

k.

Учитывая в последнем (3.3), (3.6) и (3.14), получим уравнение

dω
2

2 =
1

x3 + 2y3
ω
2

2 ∧ (dx3 + 2dy3) +
1

x3 + 2y3
dx2 ∧ dy3.
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Интегрируя это уравнение, найдем форму

ω
2

2 =
x2dy3 + dy2

x3 + 2y3
. (3.15)

Учитывая (3.3) и (3.15), запишем уравнения слоений ткани (Bl)11
λ1 : dx1 = dx2 = dx3 = 0, λ2 : dy1 = dy2 = dy3 = 0,

λ3 :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dx1 − y3(x3 + y3)dx2 − x2y3dx3 + dy1 − x2(x3 + 2y3)dy3 = 0,

dx2 +
x2dy3 + dy2

x3 + 2y3
= 0,

dx3 + dy3 = 0.

Интегрируя эти уравнения, найдем уравнения ткани (Bl)11 в виде

z1 = x1 + y1 − x2y3(x3 + y3),

z2 = x2(x3 + 2y3) + y2,

z3 = x3 + y3.

(3.16)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что эта ткань имеет ту же сердцевину
(3.2), что и ткань (Bl)1. Также непосредственно можно показать, что ткани (Bl)1 и (Bl)11
не являются эквивалентными. При этом используется известное свойство ([1], с. 18): тен-
зоры кручения и кривизны эквивалентных три-тканей (и только таких тканей) связаны
тензорным законом, т. е. существует невырожденная матрица (γi

j) такая, что

ãi
jk = γ̃i

lγ
m
j γp

kal
mp, (3.17)

где (γ̃i
l ) — обратная матрица, al

mp и ãi
jk — тензоры кручения три-тканей. Предполагая,

что ткани (Bl)1 и (Bl)11 эквивалентны и применяя для них закон (3.17), получаем |γi
j| = 0.

Следовательно, предположение неверно и ткани (Bl)1 и (Bl)11 не являются эквивалентными.
Полученный результат связан также с известным подходом к классификации шестимер-

ных три-тканей Бола, основанном на свойствах матрицы A, образованной компонентами
тензора кручения ткани ([1], с. 106),

A =

⎛
⎝a1

23 a1
31 a1

12
a2

23 a2
31 a2

12

a3
23 a3

31 a3
12

⎞
⎠ . (3.18)

При условиях (3.9) получается матрица A1, которой соответствуют искомые три-ткани; для
тканей (Bl)1 и (Bl)11 эти матрицы имеют вид A1 и A1

1 соответственно:

A1 =

⎛
⎝a1

23 a1
31 0

a2
23 a2

31 0
0 0 0

⎞
⎠ , A1 =

⎛
⎝a1

23 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞
⎠ , A1

1 =

⎛
⎝a1

23 0 0
a2

23 0 0
0 0 0

⎞
⎠ .

При этом A1 — симметричная матрица ранга 1, A1
1 — несимметричная матрица того же

ранга 1.
2) Найдем три-ткань Bl, для которой A1 – несимметричная матрица ранга 2. Пусть,

например, это матрица вида

A2
1 =

⎛
⎝a1

23 0 0
a2

23 a2
31 0

0 0 0

⎞
⎠ ,
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где a1
23 �= 0, a2

23 �= 0, a2
31 �= 0. Соответствующую ткань обозначим (Bl)21.

Найдем решение системы (3.10), соответствующее матрице A2
1. Так как a1

13 = 0, то из
третьего уравнения этой системы получим

a1
23 =

x3 + 2y3

2
. (3.19)

При этом первое уравнение удовлетворится тождественно, а для компонент a2
23 и a2

13 полу-
чим уравнения

da2
23 = (a2

13t + (a2
23)

2)dt, da2
13 = a2

13a
2
23dt, (3.20)

где t = x3 + 2y3, причем в силу (3.3) dt = ω
1

3 + 2ω
2

3. Интегрируя уравнения (3.20), найдем

a2
13 =

−6
t3 − 6t + 6

, a2
23 =

−3(t2 − 2)
t3 − 6t + 6

. (3.21)

Таким образом, тензор кручения три-ткани (Bl)21 имеет ненулевые компоненты (3.19),
(3.21).
Найдем уравнения три-ткани (Bl)21. Как и выше, запишем дифференциальное уравнение

для формы ω
2

2 с учетом (3.3), (3.6), (3.19) и (3.21), затем проинтегрируем его, в результате
найдем эту форму в виде

ω
2

2 =
−6(t − y3)dy1 + dy2 + 3(t2 − 2)x2dy3

t3 − 6t + 6
.

Далее запишем уравнения слоений ткани (Bl)21. Интегрируя их, найдем уравнения три-
ткани (Bl)21

z1 = x1 + y1 − x2y3(x3 + y3),

z2 = ((x3 + 2y3)3 − 6(x3 + 2y3) + 6)x2 + y2 − 6(x3 + y3)y1,

z3 = x3 + y3.

(3.22)

Непосредственной проверкой убедимся, что три-ткани (Bl)21 и (Bl)1 ((Bl)21 и (Bl)11) не
являются эквивалентными.

Таким образом, верно

Предложение 1. Шестимерные левые три-ткани Бола (Bl)1, (Bl)11 и (Bl)21, определяе-
мые соответственно уравнениями (3.1), (3.16) и (3.22), не являются эквивалентными и
имеют одну и ту же сердцевину (3.2).

Пример 2. Рассмотрим другую шестимерную эластичную три-ткань E2 с уравнениями
([1], с. 180) w1 = u1 + v1, w2 = u2 + v2e−2u1

+ (v1u3 − u1v3)e−2u1 , w3 = u3 + v3. Соответству-
ющая левая ткань Бола (обозначим ее (Bl)2), которая получается из E2 преобразованием
парастрофии f → −1f , задается уравнениями

z1 = x1 + y1, z2 = x2e2y1
+ y2 + (y1x3 − x1y3), z3 = x3 + y3. (3.23)

Последние определяют также координатную лупу ткани (Bl)2 с сердцевиной

c1 = 2a1 − b1, c2 = a2(e−2(a1−b1) + e2(a1−b1)) − b2, c3 = 2a3 − b3. (3.24)

Укажем другие ткани Bl с той же сердцевиной (3.24). Для этого используем результаты
работы [3], в которой уравнения (3.23) три-ткани (Bl)2 преобразованием

x2 + x1x3 → x2, y2 + y1y3 → y2, z2 + z1z3 → z2



52 А.А.МИХЕЕВА, Г.А.ТОЛСТИХИНА

приведены к виду

z1 = x1 + y1, z2 = (x2 − x1x3)e2y1
+ y2 + x3(x1 + 2y1), z3 = x3 + y3. (3.25)

В [3] найдены уравнения левой ткани Бола

z1 = x1 + y1, z2 = (x2 − x1x3)e2y1
+ y2 + x3(x1 + 2y1), z3 = x3 + y3 − x3(x1 + 2y1), (3.26)

которая имеет ту же сердцевину (3.24), что и ткань (Bl)2. Обозначим эту ткань (Bl)12.
Непосредственно доказывается (см. рассуждения в примере 1), что ткани (Bl)2 и (Bl)12 не
являются эквивалентными. Это следует также из вида матриц A (см. (3.18)):

A2 =

⎛
⎝0 0 0

0 a2
31 a2

12
0 0 0

⎞
⎠ , A1

2 =

⎛
⎝0 0 0

0 a2
31 a2

12
0 a3

31 0

⎞
⎠ ,

соответствующих этим тканям. Они являются несимметричными матрицами ранга 1 и 2
соответственно. В указанных матрицах

a2
31 = −1 + x1 + 2y1 = −a2

13, a2
12 = 1 = −a2

21, a3
31 =

1
1 − x1 − 2y1

= −a3
13.

Для ткани (Bl)2 эти компоненты вычисляются непосредственно, исходя из ее уравнений
(3.25). Для ткани (Bl)12 они определяются как решения системы дифференциальных урав-
нений вида (2.10), в которых учтены выражения форм ω̃i

j и компоненты тензора R̃i
jkl сим-

метрической связности Γ̃, найденные в [3].
Найдем еще одну три-ткань Bl с сердцевиной (3.24), соответствующую несимметричной

матрице ранга 2 вида

A2
2 =

⎛
⎝0 0 0

0 a2
31 a2

12

0 a3
31 a3

12

⎞
⎠ .

Искомую три-ткань обозначим (Bl)22. Для нее, как и для ткани (Bl)12, a1
jk = 0, ai

23 = 0,
но a3

12 �= 0. Найдем величины a2
31, a2

12, a3
31 и a3

12. Запишем дифференциальные уравнения
(2.10), которым они удовлетворяют, с учетом форм ω̃i

j и компонент тензора R̃i
jkl, затем

проинтегрируем их. В результате получим

a2
12 = 1, a2

13 = −τ, a3
12 =

2
1 + τ

, a3
13 = −1 + 2τ

1 + τ
, где τ = −1 + x1 + 2y1.

Далее найдем уравнения три-ткани (Bl)22 аналогично тому, как были получены уравнения
тканей (Bl)11 и (Bl)21 в примере 1,

z1 = x1 + y1, z2 = (x2 − x1x3)e2y1
+ y2 + x3(x1 + 2y1), z3 = x2 − x1x3 + y3e2x1

. (3.27)

Непосредственной проверкой убеждаемся, что эта ткань не будет эквивалентна тканям (Bl)2
и (Bl)12, а ее сердцевина задается уравнениями (3.24). Итак, доказано

Предложение 2. Шестимерные левые три-ткани Бола (Bl)2, (Bl)12 и (Bl)22, определяе-
мые соответственно уравнениями (3.25), (3.26) и (3.27), не являются эквивалентными и
имеют одну и ту же сердцевину (3.24).
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