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�á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¡ã¤ãâ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢  ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«
! = f0; 1; 2; : : : g. �ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¡ §®¢ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ëå ([1], [2],
[3]), ¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­ëå ¨ ¢ëç¨á«¨¬ëå ¬­®¦¥áâ¢ ([4], [5]). �â® â ª¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ , å à ªâ¥-
à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ª®â®àëå ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ ï, ¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­ ï ¨«¨ ¢ë-
ç¨á«¨¬ ï á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,   å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ¬­®¦¥áâ¢  A | íâ® äã­ªæ¨ï

�A(x) =

(
1; x 2 A;

0; x =2 A:

�ã¤¥¬ ¯¨á âì A �� B, ¥á«¨ A� B ª®­¥ç­®; A =� B, ¥á«¨ A �� B ¨ B �� A, ¨ A �1 B, ¥á«¨
A �� B ¨ B *� A.

�ç¥¢¨¤­®, çâ® ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ \=�" ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, ¯®íâ®¬ã
¬®¦¥¬ ¯à®ä ªâ®à¨§®¢ âì ®â­®á¨â¥«ì­® \=�" á«¥¤ãîé¨¥ ª« ááë ¬­®¦¥áâ¢: P = fA � ! j A
| ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢®g, PR = fA � ! j A | ¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­®¥
¬­®¦¥áâ¢®g ¨ R = fA � ! j A { ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢®g, á®®â¢¥âáâ¢¥­­® P� = P==� , PR� =
PR==� ¨ R� = R==� .

�á«¨ ®¯à¥¤¥«¨âì ®¯¥à æ¨î C(A) = ! � A, â® «¥£ª® § ¬¥â¨âì, çâ® hP;[;\; C;?; !i, hPR;[,
\; C;?; !i ¨ hR;[;\; C;?; !i ï¢«ïîâáï áç¥â­ë¬¨ ¡ã«¥¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨, ¯à¨ç¥¬ ¡ã«¥¢   «£¥¡à 
P ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã PR,   ¡ã«¥¢   «£¥¡à  PR | ¢ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã R.

�« áá ¬¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¤«ï ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢ P�, PR� ¨ R� ï¢«ïîâáï ¬­®¦¥áâ¢  ¢¨-
¤  A� = fB � ! j B =� Ag. �¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¯¥à æ¨¨ ­  ª« áá å: A� [� B� = (A [ B)�,
A� \� B� = (A \ B)� ¨ C�(A�) = (C(A))�. �®£¤  hP�;[�;\�; C�;?�; !�i, hPR�;[�;\�; C�;?�; !�i
¨ hR�;[�;\�; C�;?�; !�i ï¢«ïîâáï áç¥â­ë¬¨ ¡ã«¥¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨, ¯à¨ç¥¬ ¡ã«¥¢   «£¥¡à  P�

¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã PR�,   ¡ã«¥¢   «£¥¡à  PR� | ¢ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã R�.
�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë P�, PR� ¨ R� ¡¥§ â®¬­ë, â. ¥. ¤«ï «î¡®£® ¡¥áª®­¥ç-

­®£® ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®£® (¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­®£® ¨«¨ ¢ëç¨á«¨¬®£®) ¬­®¦¥áâ¢  A
áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ (¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­®¥ ¨«¨ ¢ëç¨á«¨¬®¥
á®®â¢¥âáâ¢¥­­®) ¬­®¦¥áâ¢® B �1 A.

� ª ª ª «î¡ë¥ ¤¢¥ áç¥â­ë¥ ¡¥§ â®¬­ë¥ ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë ¨§®¬®àä­ë (­ ¯à., [6], £«. 2, x 3), â®
P� �= PR� �= R�.

�ãáâì F(P) = F(PR) = F(R) = fA � ! j A { ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®g, â®£¤  F(P), F(PR),
F(R) | ¨¤¥ «ë �à¥è¥ ¤«ï áç¥â­ëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¨¤¥ «®¬ �à¥è¥ ¡ã«¥¢®©
 «£¥¡àë D ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ « F(D) = fa 2 D j 9a1; : : : ; an, £¤¥ ai |  â®¬ ¨«¨ ­ã«ì, 1 � i � ng.
�®£¤  ®ç¥¢¨¤­®, çâ® P� = P=F(P), PR� = PR=F(PR) ¨ R� = R=F(R). �, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, P=F(P) �=
PR=F(PR)

�= R=F(R).
� ª ª ª ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë P, PR ¨ R  â®¬­ë¥, â® ¨§ P=F(P) �= PR=F(PR)

�= R=F(R) á«¥¤ã¥â
P �= PR �= R ([6], £«. 2, x 3).

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©,

£à ­â ò 02-01-001169.
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. � §®¢¥¬ ª« áá ¢ëç¨á«¨¬ëå äã­ªæ¨© F ¢ëç¨á«¨¬ë¬ ª« áá®¬, ¥á«¨ áã-
é¥áâ¢ã¥â íää¥ªâ¨¢­ ï ­ã¬¥à æ¨ï fpn(x)gn2! íâ®£® ª« áá , â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¢ëç¨á«¨¬ ï
äã­ªæ¨ï p(n; x), çâ®

1) ¤«ï «î¡®£® n äã­ªæ¨ï �x[p(n; x)] = pn(x) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã F ;
2) ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ t(x) 2 F áãé¥áâ¢ã¥â ­®¬¥à n, â. ¥. ¤«ï «î¡®£® x ¢ë¯®«­¥­®

p(n; x) = t(x);

3) áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã­ªæ¨ï N(n;m) 2 F , äã­ªæ¨ï ­®¬¥à®¢, çâ® ¤«ï «î¡®£® n áãé¥áâ¢ã¥â
¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® â ª¨å ç¨á¥«m, çâ® N(n;m) = 1, ¨ ¥á«¨ N(n;m) = 1, â® n ¨m| ­®¬¥à 
®¤­®© ¨ â®© ¦¥ äã­ªæ¨¨ ¨§ ª« áá  F , â. ¥. ¤«ï «î¡®£® x ¢ë¯®«­¥­® p(n; x) = p(m;x).

�§¢¥áâ­® (­ ¯à., [2] ¨ [4]), çâ® ª« ááë ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ëå ¨ ¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãà-
á¨¢­ëå äã­ªæ¨© ï¢«ïîâáï ¢ëç¨á«¨¬ë¬¨ ª« áá ¬¨. �¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥ S(F) = fA � ! j
9n8x(p(n; x) 2 f0; 1g&�A(x) = p(n; x))g, £¤¥ F | ¢ëç¨á«¨¬ë© ª« áá,   p(n; x) | ¥£® íää¥ªâ¨¢­ ï
­ã¬¥à æ¨ï. �®£¤  S(ª« áá ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ëå äã­ªæ¨©) = P,   S(ª« áá ¯à¨¬¨â¨¢­®
à¥ªãàá¨¢­ëå äã­ªæ¨©) = PR.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîéãî ª« áá¨ä¨ª æ¨î ¢ëç¨á«¨¬ëå ¬­®¦¥áâ¢. �ãáâì D =
S(F) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¢ëç¨á«¨¬®£® ª« áá  äã­ªæ¨© F , ­ ¯à¨¬¥à, D = P ¨«¨ D = PR.

1) �ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® A ­ §ë¢ ¥âáï D-¨¬¬ã­­ë¬ ­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ T 2 D (D-ª®¨¬-
¬ã­­ë¬ ¯®¤ T ), ¥á«¨ T �1 A (A �1 T ) ¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®£® ¬­®¦¥áâ¢  P 2 D, çâ®
T �1 P �1 A (A �1 P �1 T ).

2) �ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáï áâà®£® D-¨¬¬ã­­ë¬ ­ ¤ T (áâà®£® D-ª®¨¬¬ã­­ë¬
¯®¤ T ), ¥á«¨ ®­® ï¢«ï¥âáï D-¨¬¬ã­­ë¬ ­ ¤ T ¨ ­¥ ï¢«ï¥âáï D-ª®¨¬¬ã­­ë¬ ¯®¤ P (ï¢«ï-
¥âáï D-ª®¨¬¬ã­­ë¬ ¯®¤ T ¨ ­¥ ï¢«ï¥âáï D-¨¬¬ã­­ë¬ ­ ¤ P ) ­¨ ¤«ï ª ª®£® ¬­®¦¥áâ¢ 
P 2 D.

3) �ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáï D-¡¨¨¬¬ã­­ë¬ ¢ T1 �1 T2, ¥á«¨ ®­® ï¢«ï¥âáï
D-¨¬¬ã­­ë¬ ­ ¤ T1 ¨ D-ª®¨¬¬ã­­ë¬ ¯®¤ T2.

4) �ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáïD-¯à¥¤¥«ì­ë¬, ¥á«¨ ®­® ­¥ ï¢«ï¥âáï ­¨D-¨¬¬ã­­ë¬
­ ¤ T1, ­¨ D-ª®¨¬¬ã­­ë¬ ¯®¤ T2 ­¨ ¤«ï ª ª¨å ¬­®¦¥áâ¢ T1, T2 2 D.

�á­®, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢ëç¨á«¨¬®£® ¬­®¦¥áâ¢  A áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  P1 �1 P2 ¨§
ª« áá  D, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® A «¨¡® D-¡¨¨¬¬ã­­® ¢ P1 �1 P2, «¨¡® áâà®£® D-¨¬¬ã­­® ­ ¤ P1, «¨¡®
áâà®£® D-ª®¨¬¬ã­­® ¯®¤ P2, «¨¡® D-¯à¥¤¥«ì­®.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �ãáâì D | ­¥ª®â®àë© ª« áá ¬­®¦¥áâ¢. �á«¨ P1 �1 R �1 P2 | â ª¨¥
¬­®¦¥áâ¢  ¨§ D, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® A D-¡¨¨¬¬ã­­® ¢ P1 �1 P2, â® ¬­®¦¥áâ¢® A\R ï¢«ï¥âáï
D-¡¨¨¬¬ã­­ë¬ ¢ P1 �1 R,   ¬­®¦¥áâ¢® A [R ï¢«ï¥âáï D-¡¨¨¬¬ã­­ë¬ ¢ R �1 P2.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì P1 �1 R �1 P2. � áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® R0 = (P2 � R) [ P1, â®£¤ 
P1 �1 R0 �1 P2. �á«¨ A\R =� P1, â® ¨ A �� R[P1 = (P2�R)[P1 = R0 �1 P2, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â
D-ª®¨¬¬ã­­®áâ¨ ¯®¤ P2 ¬­®¦¥áâ¢  A. �®£¤  P1 �1 A \R �� A. � â ª ª ª A D-¨¬¬ã­­® ­ ¤
P1, â® A \R D-¨¬¬ã­­® ­ ¤ P1.

�á«¨ A \ R =� R, â® P1 �1 R � A, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â D-¨¬¬ã­­®áâ¨ ­ ¤ P1 ¬­®¦¥áâ¢  A.
�®£¤  A \R �1 R. �ãáâì áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® P 2 D, çâ® A \R �1 P �1 R. �¬¥¥¬
A = (A\R)[ (A\R0) �� P [R0 �1 P2, çâ® ï¢«ï¥âáï ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥¬ á D-ª®¨¬¬ã­­®áâìî ¯®¤ P2

¬­®¦¥áâ¢  A. � ª¨¬ ®¡à §®¬, A\R D-ª®¨¬¬ã­­® ¯®¤ R. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, A\R D-¡¨¨¬¬ã­­®
¢ P1 �1 R.

�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® A [R D-¡¨¨¬¬ã­­® ¢ R �1 P2.

� «¥¥ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ª ¦¤ë© ª« áá ¢¢¥¤¥­­®© ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ­¥ ¯ãáâ.
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�¥®à¥¬  1. �ãáâì F | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢ëç¨á«¨¬ë© ª« áá äã­ªæ¨©. �®£¤  ¤«ï «î¡ëå ¢ëç¨-
á«¨¬ëå ¬­®¦¥áâ¢ A �1 B áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® C, çâ® A �1 C �1 B
¨ ¤«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  R 2 S(F) ¢ë¯®«­¥­® á«¥¤ãîé¥¥:

1) ¥á«¨ R �1 C, â® R �� A;
2) ¥á«¨ C �1 R, â® B �� R.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì p(n; x) | íää¥ªâ¨¢­ ï ­ã¬¥à æ¨ï ª« áá  F ¨ A �1 B, £¤¥ A ¨
B | ¢ëç¨á«¨¬ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ . �¬¥¥¬ A �� B, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® A � B. �«ï ¯®áâà®¥­¨ï
¢ëç¨á«¨¬®£® ¬­®¦¥áâ¢  C ¯®áâà®¨¬ ¢ëç¨á«¨¬ãî äã­ªæ¨î �C(x) ¯® è £ ¬ ¬¥â®¤®¬ ª®­¥ç­ëå
à áè¨à¥­¨©, â. ¥. �C = [sfs, £¤¥ fs | áâà®ª  ª®­¥ç­®© ¤«¨­ë, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ª ª ­ ç «ì­ë©
á¥£¬¥­â äã­ªæ¨¨ �C . �à®¬¥ â®£®, ®¡¥á¯¥ç¨¬ ¢ë¯®«­¥­¨e ãá«®¢¨ï fs � fs+1. �®áâà®¥­¨¥ áâà®-
ª¨ ­  è £¥ s ¡ã¤¥â ¢ëç¨á«¨¬ë¬, ¯®íâ®¬ã ffsgs2! ¡ã¤¥â ¢ëç¨á«¨¬®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®¦¥áâ¢® C ¡ã¤¥â ¢ëç¨á«¨¬ë¬.

� £ s =0. �ãáâì f0 = ?.
� £ s+ 1. �ãáâì n = minfx j x =2 dom(fs)g.
�«ãç © 1. �á«¨ �A(n) = �B(n), â® fs+1 = fsb�A(n).
�«ãç © 2. �A(n) = 0, �B(n) = 1.
�®¤è £ 1. �à®¢¥àï¥¬, áãé¥áâ¢ãîâ «¨ â ª¨¥ j0 < � � � < jk � s, çâ® ¤«ï «î¡ëå i 2 f0; : : : ; kg

¢ë¯®«­¥­® «¨¡®
p(ji; n+ i) = 1 ¨ 8x < n �A(x) � p(ji; x) � fs(x),

«¨¡®
p(ji; n+ i) = 0 ¨ 8x < n fs(x) � p(ji; x) � �B(x).

�á«¨ â ª¨å j0 < � � � < jk ­¥â, â® ¯¥à¥å®¤¨¬ ª ¯®¤è £ã 2. �á«¨ â ª®© ­ ¡®à ¥áâì, â® ¢ë¡¨à ¥¬ ¥£®
á ¬ ªá¨¬ «ì­® ¢®§¬®¦­ë¬ k ¨ ¯®« £ ¥¬

fs+1(x) =

8>><>>:
fs(x); x < n;

1; x = n+ i ¨ p(ji; ni) = 0;

0; x = n+ i ¨ p(ji; ni) = 1:

�â­®á¨â¥«ì­® â ª¨å ç¨á¥« ji, 0 � i � k, ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ç¨á«® ji ¯®«ãç¨«® ¢­¨¬ ­¨¥.
� ¬¥â¨¬, çâ® «î¡®¥ ç¨á«® a ¬®¦¥â ¯®«ãç¨âì ¢­¨¬ ­¨¥ ­¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå à §: ª®£¤  p(a; x0) = 1 ¨
p(a; x1) = 0 ¤«ï ­¥ª®â®àëå x0 ¨ x1.

� «¥¥ ¯¥à¥å®¤¨¬ ¢ ¯®¤è £ 2.
�®¤è £ 2. �ãáâì n0 = minfx j x =2 dom(fs+1)g. � áè¨àï¥¬ ç áâ¨ç­ãî äã­ªæ¨î fs+1 ¥é¥ ­ 

®¤­® ç¨á«® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

fs+1(n0) =

(
1; s | ç¥â­®¥ ç¨á«®;

0; s | ­¥ç¥â­®¥ ç¨á«®:

� ¬¥â¨¬, çâ® â ª¨¬ ®¡à §®¬ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥¬ fs � fs+1 ¨ A �1 C �1 B.
�®­áâàãªæ¨ï § ª®­ç¥­ .
�ãáâì �C = [sfs. �á­®, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® C ¢ëç¨á«¨¬®. � á¨«ã ¯®¤è £  2 ¨¬¥¥¬ A �1 C �1 B.
�ãáâì ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¬­®¦¥áâ¢  R 2 S(F) ¢ë¯®«­¥­® R �1 C. �«ï ¯®«ãç¥­¨ï ¯à®â¨¢®à¥-

ç¨ï ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ­¥ ¢ë¯®«­¥­® R �� A. �ãáâì �x[p(j0; x)] | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï
¬­®¦¥áâ¢  R. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® â ª¨å x, ¤«ï ª®â®àëå p(j0; x) = 1, x =2 A ¨
x 2 C (á«¥¤®¢ â¥«ì­®, x 2 B).

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® j0 ­¥ ¯®«ãç ¥â ¢­¨¬ ­¨ï ¯à¨ p(j0; x) = 1 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® x. � ª ª ª «î¡®¥
ç¨á«® ¬®¦¥â ¯®«ãç¨âì ¢­¨¬ ­¨¥ ­¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå à §, â® ¬®¦­® ¢ë¡à âì â ª®© è £ s, çâ® ¯®á«¥
íâ®£® è £  ç¨á«  � j0 ¡®«ìè¥ ­¨ª®£¤  ­¥ ¯®«ãç â ¢­¨¬ ­¨ï. � «¥¥, ¢ë¡¥à¥¬ â ª®¥ ç¨á«® x0, çâ®
p(j0; x0) = 1, x 2 B ¨ x =2 A. �® ¯®áâà®¥­¨î ç¨á«® j0 ¤®«¦­® ¯®«ãç¨âì ¢­¨¬ ­¨¥, â. ¥. �C(x0) = 0.

� ª ª ª ¤«ï ª ¦¤®© äã­ªæ¨¨ ¨§ ª« áá  F ¢ íää¥ªâ¨¢­®© ­ã¬¥à æ¨¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­®
¬­®£® ­®¬¥à®¢, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¤àã£®©, ¡®«ìè¨© ç¥¬ x0, ­®¬¥à j1 äã­ªæ¨¨ �R. �® ¯®áâà®¥­¨î
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¨¬¥¥¬ j0 � x0, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, j0 � j1. �«ï �x[p(j1; x)]  ­ «®£¨ç­® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«®
x1 6= x0 (â. ª. j1 > x0), çâ® �C(x1) = 0 ¨ p(j1; x1) = 1, ¨ â. ¤.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ç¨á«  j0 6= j1 6= j2 6= � � � ¨ x0 6= x1 6= x2 6= � � � ,
çâ® ¤«ï «î¡®£® i 2 ! ¢ë¯®«­¥­® �C(xi) = 0 ¨ pji(xi) = 1. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® R �1 C.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, R �� A.

�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® B �� R, ¥á«¨ C �1 R.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì F | ­¥ª®â®àë© ¢ëç¨á«¨¬ë© ª« áá äã­ªæ¨©. �®£¤  ¤«ï «î¡ëå ¬­®-
¦¥áâ¢ P1 �1 P2 ¨§ ª« áá  S(F) áãé¥áâ¢ã¥â S(F)-¡¨¨¬¬ã­­®¥ ¢ P1 �1 P2 ¬­®¦¥áâ¢®.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® D D-¯à¥¤¥«ì­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£®
¬­®¦¥áâ¢  P 2 D ¨§ P �1 D ¨«¨ D �1 P á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ â ª®£® ¬­®¦¥áâ¢  R 2 D, çâ®
P �1 R �1 D ¨«¨ D �1 R �1 P á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

� «¥¥, ¢ á¨«ã ¯«®â­®áâ¨ P� ¨ PR� «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® «î¡®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¨«¨
¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï P-¯à¥¤¥«ì­ë¬ ¨«¨ PR-¯à¥¤¥«ì­ë¬ á®®â¢¥âáâ¢¥­-
­®. �®íâ®¬ã ª« ááë P-¯à¥¤¥«ì­ëå ¨ PR-¯à¥¤¥«ì­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ­¥ ¯ãáâë. �áâ¥áâ¢¥­­® ¢®§­¨ª -
¥â ¢®¯à®á: áãé¥áâ¢ãîâ «¨ P-¯à¥¤¥«ì­ë¥ ­¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ë¥ ¨ PR-¯à¥¤¥«ì­ë¥ ­¥
¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ ?

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �ãáâì D = P (¨«¨ = PR) ¨ n(x) { áîàê¥ªâ¨¢­ ï ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ë-
ç¨á«¨¬ ï (¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­ ï) äã­ªæ¨ï,   D | ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® á® á«¥¤ãîé¨¬¨
á¢®©áâ¢ ¬¨:

1) p(n(x); x) = 0! x 2 D,
2) p(n(x); x) = 1! x =2 D,

£¤¥ p(n; x) | íää¥ªâ¨¢­ ï ­ã¬¥à æ¨ï ¤«ï ª« áá  D.
�®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® D ï¢«ï¥âáï D-¯à¥¤¥«ì­ë¬, ­® D =2 D.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì D = P. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® D ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨-
¬® ¨ k0 | ¥£® ­®¬¥à ¢ íää¥ªâ¨¢­®© ­ã¬¥à æ¨¨, â. ¥. �x[p(k0; x)] { å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï
¬­®¦¥áâ¢  D.

� ª ª ª n(x) áîàê¥ªâ¨¢­ , â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® x0, çâ® k0 = n(x0). �á«¨ x0 2 D, â®
p(k0; x0) = 1 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, x0 =2 D. �á«¨ ¦¥ x0 =2 D, â® p(k0; x0) = 0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, x0 2 D.
�à¨è«¨ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î. � ª¨¬ ®¡à §®¬, D =2 D.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® P , çâ® D �1 P
¨ �x[p(k; x)] | ¥£® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï. �¬¥¥¬ D �� P , ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® D � P .

�ãáâì N(n;m) | äã­ªæ¨ï ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1 ¤«ï ª« áá  P. �®áâà®¨¬ â®£¤  ¯®«¨­®¬¨ «ì­®
¢ëç¨á«¨¬ãî äã­ªæ¨î q(x), ª®â®à ï ¡ã¤¥â ï¢«ïâìáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®© äã­ªæ¨¥© ­¥ª®â®à®£®
¬­®¦¥áâ¢  Q, á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

1) �á«¨ p(k; x) = 0, â® q(x) = 0.
2) �á«¨ p(k; x) = 1, â® à áá¬®âà¨¬ ¯®¤á«ãç ¨

a) ¥á«¨ N(k; n(x)) = 1, â® q(x) = 0;
b) ¥á«¨ N(k; n(x)) = 0, â® q(x) = 1.

�ç¥¢¨¤­®, q(x) | ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ ï äã­ªæ¨ï ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®¦¥áâ¢® Q ¯®«¨-
­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®.

�á«¨ p(k; x) = 1 ¨ N(k; n(x)) = 1, â® 1 = p(k; x) = p(n(x); x), á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �D(x) = 0.
�®íâ®¬ã ¤«ï «î¡®£® x ¢ë¯®«­¥­® �D(x) � q(x) � p(k; x), â. ¥. D � Q � P . � ª ª ª D ­¥
¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, â® D �1 Q.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¥á«¨ N(k; n(x)) = 1, â® p(k; x) = 1. �®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢­®¥. �ãáâì N(k; n(x)) = 1,
­® p(k; x) = 0. �®£¤  0 = p(k; x) = p(n(x); x), á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �D(x) = 1. �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥,
â. ª. D � P ,   í«¥¬¥­â x 2 D ¨ p(k; x) = 0, â. ¥. x =2 P .

�á«¨ N(k; n(x)) = 1 ¨ p(k; x) = 1, â® q(x) = 0,   â. ª. áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® â ª¨å
ç¨á¥« y, çâ® N(k; y) = 1,   äã­ªæ¨ï n(x) áîàê¥ªâ¨¢­ , â® Q �1 P .
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�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¥á«¨ P �1 D, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨-
¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® Q, çâ® P �1 Q �1 D. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®¦¥áâ¢® D P-¯à¥¤¥«ì­®.

�­ «®£¨ç­®, ¬­®¦¥áâ¢® D ï¢«ï¥âáï PR-¯à¥¤¥«ì­ë¬, ¥á«¨ äã­ªæ¨ï n(x) | ¯à¨¬¨â¨¢­®
à¥ªãàá¨¢­ ï ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì D = P (¨«¨ = PR). �®£¤  ¤«ï «î¡ëå ¬­®¦¥áâ¢ P �1 R ¨§ ª« áá  D
áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ D-¯à¥¤¥«ì­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  D1;D2 =2 D, çâ® P �1 D1 �1 D2 �1 R, ¨ ­¥
áãé¥áâ¢ã¥â â ª®£® ¬­®¦¥áâ¢  T 2 D, çâ® D1 �1 T �1 D2.

�®«¥¥ â®£®, «î¡®¥ â ª®¥ ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® D, çâ® D1 �� D �� D2, ï¢«ï¥âáï
D-¯à¥¤¥«ì­ë¬ ¨ D =2 D.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì D = P ¨ p(n; x) | íää¥ªâ¨¢­ ï ­ã¬¥à æ¨ï ¤«ï ª« áá  ¯®«¨­®-
¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ëå ¬­®¦¥áâ¢. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® P1 �1 P2 | ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ë¥
¬­®¦¥áâ¢ . �®£¤  P1 �

� P2 ¨ ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® P1 � P2. �ãáâì �P1(x) ¨ �P2(x) | å à ªâ¥à¨-
áâ¨ç¥áª¨¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ë¥ äã­ªæ¨¨ ¬­®¦¥áâ¢ P1 ¨ P2 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

� ä¨ªá¨àã¥¬ â ª®¥ ç¨á«® k0, çâ® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  x ¢ë¯®«­¥­® p(k0; x) = 2.
�®áâà®¨¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ãî ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ãî äã­ªæ¨î n(x) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
1) en(0) = 0,

2) en(x+ 1) =

(en(x); �P1(x) = �P2(x);en(x) + 1; �P1(x) 6= �P2(x):

�®£¤  n(x) =

(
k0; �P1(x) = �P2(x);en(x); �P1(x) 6= �P2(x):

�ç¥¢¨¤­®, n(x) ï¢«ï¥âáï ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®© äã­ªæ¨¥©. � ª ª ª P1 �1 P2, â® áãé¥-
áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® â ª¨å ç¨á¥« x, çâ® �P1(x) = 0 ¨ �P2(x) = 1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï «î¡®£®
ç¨á«  x > 0 áãé¥áâ¢ã¥â y = n(x). �®íâ®¬ã ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® n(x)
| áîàê¥ªæ¨ï.

�¥¯¥àì ¯®áâà®¨¬ ¬­®¦¥áâ¢  D1 ¨ D2 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
1) eá«¨ �P1(x) = �P2(x), â® ¯®«®¦¨¬ �D1

(x) = �D2
(x) = �P1(x);

2) ¥á«¨ �P1(x) = 0,   �P2(x) = 1, â®

�D1
(x) =

(
1; p(n(x); x) = 0;

0; p(n(x); x) 6= 0;

�D2
(x) =

(
1; p(n(x); x) 6= 1;

0; p(n(x); x) = 1:

�ãáâì ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® D â ª®¥, çâ® D1 �
� D �� D2. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® D1 � D � D2.

�®£¤  D ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨
1) p(n(x); x) = 0! x 2 D;
2) p(n(x); x) = 1! x =2 D.

�®íâ®¬ã ¯® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 2 D ï¢«ï¥âáï P-¯à¥¤¥«ì­ë¬ ­¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ë¬ ¬­®¦¥-
áâ¢®¬.

�ç¥¢¨¤­®, P1 � D1 � D2 � P2,   â. ª. P1 �1 P2 ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® â ª¨å
¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ëå äã­ªæ¨© p(s; x), çâ® p(s; x) =2 f0; 1g, â® D1 �1 D2. �®áª®«ìªã D1 ¨
D2 ­¥ ï¢«ïîâáï ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨, â® P1 �1 D1 �1 D2 �1 P2.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® T , çâ® D1 �1

T �1 D2, â®£¤  D1 �
� T �� D2, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬®¦¥¬ áç¨â âì D1 � T � D2. �ãáâì �x[p(k; x)]

| å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ¬­®¦¥áâ¢  T . �á«¨ x =2 R, â® p(k; x) = 0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
x 2 D1. �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, â. ª. D1 � T . �á«¨ x 2 R, â® p(k; x) = 1 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
x =2 D2. �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, â. ª. T � D2. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, â ª®£® ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨-
¬®£® ¬­®¦¥áâ¢  T ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â.
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�­ «®£¨ç­®, ¤«ï ¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­ëå ¬­®¦¥áâ¢ P �1 R áãé¥áâ¢ãîâ PR-¯à¥¤¥«ì­ë¥
¬­®¦¥áâ¢  D1 ¨ D2, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì D = P (¨«¨ = PR). �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢ 

P �1 ! (? �1 P )

¨§ ª« áá  D áãé¥áâ¢ã¥â ¬­®¦¥áâ¢® áâà®£® D-¨¬¬ã­­®¥ ­ ¤ P (áâà®£® D-ª®¨¬¬ã­®¥ ¯®¤ P á®®â-
¢¥âáâ¢¥­­®).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì D = P ¨ P | â ª®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, çâ®
P �1 !. �® â¥®à¥¬¥ 2 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ D-¯à¥¤¥«ì­®¥ ­¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢®
D, çâ® P �1 D �1 !. �®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 1 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® C, çâ®
P �1 C �1 D, ¨ ¤«ï «î¡®£® ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®£® ¬­®¦¥áâ¢  R ¢ë¯®«­¥­® á«¥¤ãîé¥¥:

1) ¥á«¨ R �1 C, â® R �� P (â ª¨¬ ®¡à §®¬, C P-¨¬¬ã­­® ­ ¤ P );
2) ¥á«¨ C �1 R, â® D �� R, ­® â. ª. D ­¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®, â® D �1 R,   ¯®áª®«ìªã

D D-¯à¥¤¥«ì­®, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® S, çâ® D �1

S �1 R. � ª¨¬ ®¡à §®¬, C �1 S �1 R. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, C ­¥ ï¢«ï¥âáï P-ª®¨¬¬ã­­ë¬ ¯®¤ R
­¨ ¤«ï ª ª®£® ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®£® ¬­®¦¥áâ¢  R, â. ¥. C áâà®£® P-¨¬¬ã­­® ­ ¤ P .

� ª ¦¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¥á«¨ P | â ª®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, çâ®
? �1 P , â® áãé¥áâ¢ã¥â áâà®£® P-ª®¨¬¬ã­­®¥ ¯®¤ P ¬­®¦¥áâ¢®. �­ «®£¨ç­®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ¢ á«ãç ¥ D = PR.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® ª ¦¤ë© ª« áá ¢¢¥¤¥­­®© ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ­¥ ¯ãáâ.
�­ «®£¨ç­® á«¥¤áâ¢¨î 2 ®¡®á­®¢ë¢ ¥âáï

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �ãáâì D = P (¨«¨ = PR). �®£¤  ¤«ï «î¡ëå D-¯à¥¤¥«ì­ëå ¬­®¦¥áâ¢ A �1 B
áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ D-¯à¥¤¥«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® C, çâ® A �1 C �1 B.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì D = P (¨«¨ = PR). �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¢ëç¨á«¨¬®£® ¬­®¦¥áâ¢  A áã-
é¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ D-¯à¥¤¥«ì­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  D1, D2, D3 ¨ D4, çâ® A = (D1 [D2) \ (D3 [D4).
�®«¥¥ â®£®, ¢ ª ç¥áâ¢¥ D2 ¬®¦­® ¢§ïâì ¬­®¦¥áâ¢® ¨§ D,   D4 = D2. �à¨ íâ®¬,

1) ¥á«¨ A D-¯à¥¤¥«ì­®, â® A = D1 = (D1 [?) \ (D1 [ !);
2) ¥á«¨ A ­¥ ï¢«ï¥âáï D-ª®¨¬¬ã­­ë¬ ¯®¤ ! ¨ ­¥ ï¢«ï¥âáï D-¯à¥¤¥«ì­ë¬, â® A = D1\D2 =

(? [D2) \ (D1 [D2);
3) ¥á«¨ A ­¥ ï¢«ï¥âáï D-¨¬¬ã­­ë¬ ­ ¤ ? ¨ ­¥ ï¢«ï¥âáï D-¯à¥¤¥«ì­ë¬, â® A = D1[D2 =

(D1 [D2) \ (! [D2);
4) ¥á«¨ A D-¡¨¨¬¬ã­­® ¢ ? �1 !, â® A = (D1 [D2) \ (D3 [D4).

�®«¥¥ â®£®, ¢ á«ãç ïå 1){ 4) ¬­®¦¥áâ¢® A ­¥«ì§ï â ª¨¬ ®¡à §®¬ § ¯¨á âì ç¥à¥§ ¬¥­ìè¥¥
ç¨á«® ¬­®¦¥áâ¢.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì D = P ¨ ¬­®¦¥áâ¢® A ¢ëç¨á«¨¬®. �á«¨ A ï¢«ï¥âáï P-¯à¥¤¥«ì­ë¬,
â® â¥®à¥¬  ®ç¥¢¨¤­ . �®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® A ­¥ P-¯à¥¤¥«ì­®.

I. �ãáâì A ­¥ ï¢«ï¥âáï P-¨¬¬ã­­ë¬ ­ ¤ ?. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨-
á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® R, çâ® ? �1 R � A. � ä¨ªá¨àã¥¬ â ª®¥ ç¨á«® k, çâ® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  x
¢ë¯®«­¥­® p(k; x) = 2, ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ãî ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ãî äã­ªæ¨î
n(x) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

1) en(0) = 0,

2) en(x+ 1) =

(en(x) + 1; x 2 R;en(x); x =2 R:

�®£¤  n(x) =

(en(x); x 2 R;

k; x =2 R:
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�ç¥¢¨¤­®, n(x) ï¢«ï¥âáï ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®©,   â. ª. ? �1 R, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­®
¬­®£® ç¨á¥« x 2 R. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  x > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® y = n(x), â. ¥.
¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® n(x) | áîàê¥ªæ¨ï.

�ãáâì D = (A � R) [ fx 2 R j p(n(x); x) = 0g. �¬¥¥¬ A = D [ R. �áâ «®áì ¤®ª § âì, çâ® D
P-¯à¥¤¥«ì­®.

a) Eá«¨ p(n(x); x) = 0, â® x 2 D, â. ª. ¥á«¨ x =2 D, â® x =2 R. �®£¤  0 = p(n(x); x) = p(k; x) = 2,
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

b) Eá«¨ ¦¥ p(n(x); x) = 1, â® x =2 D, â. ª. ¥á«¨ x 2 D, â® x =2 R. �®£¤  1 = p(n(x); x) = p(k; x)=2,
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 2 ¬­®¦¥áâ¢® D ï¢«ï¥âáï P-¯à¥¤¥«ì­ë¬.
II. �«ãç ©, ª®£¤  A ­¥ ï¢«ï¥âáï P-ª®¨¬¬ã­­ë¬ ¯®¤ !, ¤®ª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­® ¯. I.
III. �ãáâì A P-¡¨¨¬¬ã­­® ¢ ? �1 !. � ä¨ªá¨àã¥¬ â ª®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®-

¦¥áâ¢® R, çâ® ? �1 R �1 !. �®£¤  ? �1 R � A [R ¨ ? �1 R � A [R. �® á®£« á­® ¯. I
áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ P-¯à¥¤¥«ì­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  D1 ¨ D2, çâ® A [ R = D1 [ R ¨ A [ R = D2 [ R.
�®£¤  A = (A [R) \ (A [R) = (D1 [R) \ (D2 [R).

�ç¥¢¨¤­®, çâ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  A ¢ á«ãç ïå 1){3) ¢ ãá«®¢¨¨ â¥®à¥¬ë ã«ãçè¨âì
­¥«ì§ï. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® A ï¢«ï¥âáï P-¡¨¨¬¬ã­­ë¬ ¢ ? �1 !. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢®
A ¬®¦­® § ¯¨á âì á ¯®¬®éìî â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥à æ¨© á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¬¥­ìè¥£®
ç¨á«  P-¯à¥¤¥«ì­ëå ¬­®¦¥áâ¢. � íâ®¬ á«ãç ¥ «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¡¥áª®­¥ç­®¥
P-¯à¥¤¥«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® D, çâ® D � A ¨«¨ A � D.

� áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  D � A (á«ãç © A � D à áá¬ âà¨¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­®). � ª ª ª
? �1 D ¨ D D-¯à¥¤¥«ì­®, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® P , çâ®
? �1 P �1 D. �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á P-¨¬¬ã­­®áâìî ­ ¤ ? ¬­®¦¥áâ¢  A.

�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï á«ãç © D = PR.

� ¬¥ç ­¨¥. �§ â¥®à¥¬ë 3 â ª¦¥ á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ P-¯à¥¤¥«ì­ëå ­¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­®
¢ëç¨á«¨¬ëå ¨ PR-¯à¥¤¥«ì­ëå ­¥ ¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­ëå ¬­®¦¥áâ¢. �â® ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì ¨§
â®£®, çâ® ª« ááë ¯®«¨­®¬¨ «ì­® ¢ëç¨á«¨¬ëå ¨ ¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­ëå ¬­®¦¥áâ¢ § ¬ª­ãâë
®â­®á¨â¥«ì­® â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥à æ¨© ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï,   ¨§ â¥®à¥¬ë 3
¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì, çâ® P-¯à¥¤¥«ì­ë¥ ¨ PR-¯à¥¤¥«ì­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ­¥ ®¡« ¤ îâ,
¡®«¥¥ â®£®, ®­¨ ¯®à®¦¤ îâ ®â­®á¨â¥«ì­® â¥å ¦¥ ®¯¥à æ¨© ¢¥áì ª« áá ¢ëç¨á«¨¬ëå ¬­®¦¥áâ¢.
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