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Аннотация

Для задачи связанного псевдообращения с входными операторами, удовлетворяю-
щими условию обобщенной дополнительности, рассмотрен двупараметрический непре-
рывный метод регуляризации, основанный на стабилизации решений дифференциаль-
ных уравнений в гильбертовом пространстве. Найдены условия сходимости, уточняющие
ранее известные результаты. Основной результат: доказана независимость параметриче-
ских функций друг от друга. Устойчивость метода установлена в классе всевозможных
ограниченных возмущений. Для частного случая задачи с дополнительными входными
операторами исследован однопараметрический непрерывный метод регуляризации.

Ключевые слова: нормальное связанное псевдорешение, операторное уравнение,
гильбертово пространство, задача связанного псевдообращения, непрерывный метод регу-
ляризации, условие обобщенной дополнительности операторов, условие дополнительности
операторов

Введение

Пусть заданы линейные ограниченные операторы A : X → Y , B : X → Z , где
пространства X, Y, Z гильбертовы, и векторы y ∈ Y , z ∈ Z . Определим

X1 = Argmin
x∈X

‖Bx− z‖2, XA = Argmin
x∈X1

‖Ax− y‖2.

Элемент x∗ множества XA с минимальной нормой называется нормальным свя-
занным псевдорешением (сокращенно н.с.п.) уравнения

Ax− y = 0 (1)

при дополнительных ограничениях Bx−z = 0 . Задача нахождения элементов мно-
жества XA называется задачей связанного псевдообращения уравнения (1). При
отсутствии связей (B = 0 , z = 0) эта задача переходит в задачу нахождения
псевдорешений уравнения (1). В математической литературе последняя задача
достаточно полно изучена (см., например, [1, 2]), чего нельзя сказать о задаче
связанного псевдообращения.
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В работе [3] для решения поставленной задачи рассмотрен непрерывный ме-
тод регуляризации, состоящий в том, что x∗ находится как предел при t → +∞
решения u(t) следующей задачи Коши:





du(t)
dt

+ α(t)u(t) + Γ∗r(t)
(
Γr(t)u(t)− gr(t)

)
= 0,

u(t0) = u0, t ≥ t0,

(2)

где

Γr(t) =
[√

r(t)B
A

]
: X → Z × Y = G, gr(t) =

[√
r(t) z
y

]
∈ G, (3)

∗ – знак сопряженного оператора, G – декартово произведение пространств Z
и Y .

В настоящей работе продолжено исследование метода (2) в случае, когда вход-
ные операторы задачи подчинены условию

∃γ > 0: ‖Γx‖ ≥ γ‖x‖ ∀x ∈ N(Γ)⊥, (4)

где Γ =
[
B
A

]
, или более сильному условию, в котором неравенство в (4) предпола-

гается выполненным для любых x ∈ X . При выполнении условия (4) операторы A
и B будем называть обобщенно дополнительными, а при выполнении более силь-
ного условия на всем X – просто дополнительными. Известно [4, с. 58, 22, 23], что
(4) равносильно условию ограниченности псевдообратного оператора Γ+ , причем

‖Γ+‖ ≤ 1
γ

, (5)

а в случае дополнительности операторов Γ имеет левый обратный оператор Γ+ =
= (Γ∗Γ)−1Γ∗ .

Для задач с обобщенно дополнительными входными операторами сходимость
непрерывного метода регуляризации доказана при независимом стремлении к сво-
им пределам параметрических функций α(t) и r(t) , а устойчивость метода уста-
новлена в классе любых линейных ограниченных возмущений. Показано также,
что для задач с дополнительными входными операторами возможно исключение
параметра α(t) из рассмотренного метода регуляризации. Устойчивость упрощен-
ного метода, зависящего от одной параметрической функции, установлена в том
же классе возмущений.

1. Сходимость метода

Предположим, что параметрические функции α(t) и r(t) , определенные при
t ≥ t0 , удовлетворяют условиям

1) α(t) > 0 , убывает, lim
t→+∞

α(t) = 0 и существует производная α′(t) ;

2) r(t) ≥ 1 , возрастает, lim
t→+∞

r(t) = +∞ и существует производная r′(t) .

Рассмотрим операторное уравнение

α(t)x(t) + Γ∗r(t)
(
Γr(t)x(t)− gr(t)

)
= 0. (6)

Очевидно, что при каждом фиксированном t ≥ t0 уравнение (6) имеет решение

xrα(t) =
(
α(t)I + Γ∗r(t)Γr(t)

)−1 Γ∗r(t)gr(t). (7)
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Уравнение (6) определяет нестационарный вариант операторного метода регуля-
ризации задачи связанного псевдообращения, предложенного и исследованного
в [4, гл. 2, § 6, 8]. Относительно этого метода справедлива

Лемма 1. Если операторы A , B обобщенно дополнительные и

z ∈ D(B+) = R(B)⊕N(B∗), (8)

где D(·) , R(·) , N(·) – область определения, образ, ядро оператора соответствен-
но, ⊕ – знак ортогональной суммы, то

‖B∗(Bxrα(t)−z)‖ ≤ α(t)√
r(t)

· ‖z‖
γ

+
1

r(t)
‖A∗y‖+ 1√

r(t)
· ‖A‖

2

γ

(
‖z‖+ 1√

r(t)
‖y‖

)
. (9)

Если, кроме того, выполнено условие

A∗(Ax∗ − y) ∈ D(B∗+) = R(B∗)⊕N(B), (10)

то
‖x∗ − xrα(t)‖ ≤ α(t)

‖x∗‖
γ2

+
1

γ
√

r(t)

∥∥B∗+A∗(Ax∗ − y)
∥∥ . (11)

Доказательство. Для простоты лемму 1 докажем для случая, когда опера-
торы A , B дополнительные. В этом случае уравнение (6) примет вид

Γ∗r(t)
(
Γr(t)x(t)− gr(t)

)
= 0 (12)

и определяет операторный вариант метода регуляризации, предложенного и иссле-
дованного в [5, гл. 1], а в утверждениях леммы 1 следует принять α(t) ≡ 0 и xrα(t)
заменить на решение уравнения (12)

xr(t) =
(
Γ∗r(t)Γr(t)

)−1 Γ∗r(t)gr(t). (13)

В силу очевидного равенства

B∗B =
1

r(t)
(
Γ∗r(t)Γr(t) −A∗A

)

и формулы (13) получим

B∗ (Bxr(t)− z) =
1

r(t)
A∗y − 1

r(t)
A∗Axr(t),

откуда

‖B∗ (Bxr(t)− z)‖ ≤ 1
r(t)

‖A∗y‖+
1

r(t)
‖A‖2 ‖xr(t)‖ .

Как отмечено выше, в случае дополнительности A , B имеет место Γ+ = (Γ∗Γ)−1Γ∗

и ‖Γ+‖ оценивается неравенством (5). Но поскольку r(t) ≥ 1 для всех t ≥ t0 , то
∥∥∥Γ+

r(t)

∥∥∥ ≤ ‖Γ+‖ ≤ 1
γ

. (14)

Следовательно, из (13) и (14) находим

‖xr(t)‖ ≤ 1
γ

∥∥gr(t)

∥∥ ≤ 1
γ

(√
r(t) ‖z‖+ ‖y‖

)
,



О МЕТОДЕ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ ЗАДАЧИ. . . 109

и оценка (9) установлена.
Далее заметим, что условие (8) обеспечивает существование н.с.п. уравне-

ния (1). Подставим в разность x∗ − xr(t) выражение (13):

x∗ − xr(t) =
(
Γ∗r(t)Γr(t)

)−1 Γ∗r(t)
(
Γr(t)x

∗ − gr(t)

)
. (15)

Известно [4, с. 44], что x∗ характеризуется равенствами

B∗(Bx∗ − z) = 0, PA∗(Ax∗ − y) = 0,

где P – ортопроектор на подпространство N(B) . Поэтому выражение (15) примет
вид

x∗ − xr(t) =
(
Γ∗r(t)Γr(t)

)−1
P⊥A∗(Ax∗ − y).

Так как P⊥ – ортопроектор на замыкание R(B∗) , то на D(B∗+) P⊥ = B∗B∗+ ,
а значит, в силу предположения (10)

P⊥A∗ (Ax∗ − y) =
1√
r(t)

Γ∗r(t)

[
B∗+A∗ (Ax∗ − y)

0

]
.

Подставляя это выражение в предыдущее равенство, а затем используя (14), полу-
чаем оценку погрешности (11), и лемма 1 доказана.

Из леммы 1 вытекает

Следствие. Пусть выполнены условия леммы 1 . Тогда

lim
t→+∞

‖xrα(t)− x∗‖ = 0, (16)

‖xrα(t)‖ ≤ c1, ‖B∗(Bxrα(t)− z)‖ ≤ c2√
r(t)

, t ≥ t0, (17)

здесь и далее ci – константы, не зависящие от t .

Доказательство. Соотношения (16) и (17) следуют из оценок (11) и (9) в
силу, что α(t)→0 , r(t) → +∞ при t → +∞ согласно предположениям 1), 2) отно-
сительно параметрических функций.

Согласно указанным предположениям существуют производные α′(t) и r′(t) ,
а значит, дифференцируемой оказывается функция xrα(t) . Для оценки нормы
‖x′rα(t)‖ запишем (7) в виде

(α(t)I + r(t)B∗B + A∗A)xrα(t) = r(t)B∗z + A∗y.

Продифференцировав это тождество и преобразовав результат, получим

α(t)x′rα(t) + Γ∗r(t)Γr(t)x
′
rα(t) = −α′(t)xrα(t)− r′(t)B∗(Bxrα(t)− z).

Умножим это равенство скалярно на x′rα(t) и отбросим слева положительное вы-
ражение α(t)(x′rα(t), x′rα(t)) , то

‖Γr(t)x
′
rα(t)‖2 ≤ −α′(t)(xrα(t), x′rα(t))− r′(t)

(
B∗(Bxrα(t)− z), x′rα(t)

)
. (18)

Из (11) видно, что xrα(t) ∈ R(Γ∗r(t)) = N(Γ)⊥ при каждом t ≥ t0 , поэтому траек-
тория производной x′rα(t) лежит в N(Γ)⊥ . Отсюда в силу (4)

‖Γr(t)x
′
rα(t)‖2 ≥ γ2‖x′rα(t)‖2.
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Дополняя слева неравенство (18) последним неравенством и применяя справа нера-
венство Коши–Буняковского, после сокращения на ‖x′rα(t)‖ получим оценку

‖x′rα(t)‖ ≤ 1
γ2

(
|α′(t)|‖xrα(t)‖+ |r′(t)|‖B∗(Bxrα(t)− z)‖

)
,

откуда, используя (17), окончательно находим

‖x′rα(t)‖ ≤ c3

(
|α′(t)|+ |r′(t)|√

r(t)

)
, t ≥ t0. (19)

Для удобства приведем известную [6, c. 504], [7, c. 264] лемму о дифференци-
альном неравенстве.

Лемма 2 о дифференциальном неравенстве. Пусть функция x(t) диф-
ференцируема при всех t ≥ t0 и ее производная x′(t) удовлетворяет неравенству

x′(t) ≤ a(t)x(t) + b(t), t ≥ t0, x(t0) = x0,

где a(t) , b(t) – непрерывные функции. Тогда если

1) a(t) < 0 при всех t ≥ t0; 2) lim
t→+∞

t∫

t0

a(s) ds = −∞; 3) lim
t→+∞

b(t)
a(t)

= 0,

то x(t) → 0 при t → +∞ .

Теперь сформулируем и докажем теорему о сходимости непрерывного мето-
да (2).

Теорема 1. Пусть операторы A , B обобщенно дополнительные, z удовле-
творяет условию (8) и выполнено условие (10). Если параметрические функции
α(t) , r(t) , помимо 1), 2), удовлетворяют условиям

lim
t→+∞

t∫

t0

α(s)ds = +∞, (20)

lim
t→+∞

|α′(t)| = 0, lim
t→+∞

|r′(t)|√
r(t)

= 0, (21)

то решение u(t) задачи Коши (2) при любом u0 стабилизируется к x∗ – н.с.п.
уравнения (1).

Доказательство. Прежде всего заметим, что условие (8) и обобщенная до-
полнительность операторов A , B обеспечивают существование и единственность
в N(Γ)⊥ н.с.п. уравнения (1) [4, c. 58, 43], а непрерывность α(t) , r(t) – существо-
вание и единственность решения задачи Коши (2) [8, c. 389].

Пусть u(t) = v(t) + w(t) , где v(t) – проекция u(t) на N(Γ) , а w(t) – на N(Γ)⊥ .
Так как R(Γ∗r(t)) = N(Γ)⊥ , Γr(t)v(t) = 0 , то функция v(t) есть решение задачи
Коши 




dv(t)
dt

+ α(t)v(t) = 0,

v(t0) = v0.

(22)
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Умножая уравнение (22) на v(t) скалярно и учитывая равенство
(

dv(t)
dt

, v(t)
)

= ‖v(t)‖ d‖v(t)‖
dt

, (23)

справедливое для любых дифференцируемых функций, находим

d‖v(t)‖
dt

+ α(t)‖v(t)‖ = 0, ‖v(t0)‖ = ‖v0‖.

Применяя лемму 2 о дифференциальном неравенстве, отсюда получим

‖v(t)‖ → 0 при t → +∞. (24)

Проекция w(t) удовлетворяет равенствам




dw(t)
dt

+ α(t)w(t) + Γ∗r(t)
(
Γr(t)w(t)− gr(t)

)
= 0,

w(t0) = w0.

(25)

Введем обозначение
ε(t) = xrα(t)− w(t). (26)

Для функции ε(t) получим тождество

ε′(t) + α(t)ε(t) + Γ∗r(t)Γr(t)ε(t) = x′rα(t),

если xrα(t) подставим в уравнение (6) и из полученного тождества вычтем (25).
Умножив последнее равенство на ε(t) скалярно и отбросив положительное слага-
емое α(t)

(
ε(t), ε(t)

)
, с учетом (23) получим дифференциальное неравенство

‖ε(t)‖ d‖ε(t)‖
dt

+
∥∥Γr(t)ε(t)

∥∥2 ≤
(
x′rα(t), ε(t)

)
.

Поскольку ε(t) ∈ N(Γ)⊥ = N(Γr(t))⊥ при каждом t , то можно воспользоваться
условием (4)

∥∥Γr(t)ε(t)
∥∥2 ≥ γ2‖ε(t)‖2 и усилить последнее неравенство:

d‖ε(t)‖
dt

+ γ2‖ε(t)‖ ≤ ‖x′rα(t)‖.

Применяя к этому неравенству лемму 2 о дифференциальном неравенстве, лег-
ко убедиться, что третье условие леммы выполняется в силу неравенства (19) и
предположений (21), а выполнение первого и второго условий очевидно. Поэтому

‖ε(t)‖ → 0 при t → +∞. (27)

Теперь полную погрешность непрерывного метода (2) с учетом (26) и обозна-
чения u(t) = v(t) + w(t) оценим в виде

‖x∗ − u(t)‖ ≤ ‖x∗ − xrα(t)‖+ ‖v(t)‖+ ‖ε(t)‖,
откуда в силу (16), (24) и (27) следует, что ‖x∗−u(t)‖ → 0 при t → +∞ . Теорема 1
доказана.

Замечание. В случае, когда операторы A , B дополнительные, лемма 1 и тео-
рема 1 остаются справедливыми, если в их формулировках считать α(t) ≡ 0 , xrα(t)
заменить на xr(t) , а u(t) считать решением задачи Коши (2) с α(t) ≡ 0 .
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2. Устойчивость метода

Для исследования устойчивости метода (2) предположим, что входные данные
задачи связанного псевдообращения известны приближенно со следующими уров-
нями возмущений:

‖A(t)−A‖ ≤ l(t), ‖B(t)−B‖ ≤ h(t), ‖y(t)− y‖ ≤ s(t), ‖z(t)− z‖ ≤ δ(t), (28)

где l(t) , h(t) , s(t) , δ(t) – определенные при t ≥ t0 , неотрицательные, непрерывные
функции, ограниченные сверху при t ≥ t0 соответственно числами l , h , s , δ .

Пусть Γr(t)(t) и gr(t)(t) составлены из приближенных данных аналогично (3).
Рассмотрим возмущенную задачу Коши (2) с тем же начальным условием:





du(t)
dt

+ α(t)u(t) + Γ∗r(t)(t)
(
Γr(t)(t)u(t)− gr(t)(t)

)
= 0,

u(t0) = u0, t ≥ t0.

(29)

Через ũ(t) обозначим решение задачи Коши (29), существование и единственность
которого следует из общей теоремы (см. [8, c. 389]). Согласно неравенства треуголь-
ника имеем

‖ũ(t)− x∗‖ ≤ ‖u(t)− x∗‖+ ‖ũ(t)− u(t)‖. (30)

Поэтому для установления устойчивости достаточно исследовать ‖ũ(t)− u(t)‖ .
Пусть σ(t) = ũ(t)− u(t) . Очевидно, что функция σ(t) удовлетворяет равенству

σ(t0) = 0 и

dσ(t)
dt

+ α(t)σ(t) + Γ∗r(t)(t)Γr(t)(t)σ(t) =
(
Γ∗r(t)Γr(t) − Γ∗r(t)(t)Γr(t)(t)

)
u(t)+

+ Γ∗r(t)(t)(gr(t)(t)− gr(t)) + (Γ∗r(t)(t)− Γ∗r(t))gr(t). (31)

Умножим равенство (31) скалярно на σ(t) и воспользуемся равенством (23). После
применения справа неравенства Коши–Буняковского получим

‖σ(t)‖d‖σ(t)‖
dt

+ α(t)‖σ(t)‖2 + ‖Γr(t)(t)σ(t)‖2 ≤

≤
(∥∥∥Γ∗r(t)Γr(t) − Γ∗r(t)(t)Γr(t)(t)

∥∥∥ ‖u(t)‖+

+
∥∥∥Γ∗r(t)(t)(gr(t)(t)− gr(t))

∥∥∥ +
∥∥∥(Γ∗r(t)(t)− Γ∗r(t))gr(t)

∥∥∥
)
‖σ(t)‖. (32)

Пользуясь условиями аппроксимации (28) и считая норму ‖u(t)‖ ограниченной,
выражение в круглых скобках в правой части (32) можно оценить соотношением

ϕ(t) = c4

[
r(t)

(
h(t) + δ(t)

)
+ l(t) + s(t)

]
. (33)

Отбросив в (32) положительное слагаемое ‖Γr(t)(t)σ(t)‖2 , получим
d‖σ(t)‖

dt
+ α(t)‖σ(t)‖ ≤ ϕ(t). (34)

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Если параметрические
функции α(t) и r(t) регуляризации удовлетворяют условиям

lim
t→+∞

r(t)
α(t)

(
h(t) + δ(t)

)
= 0, lim

t→+∞
l(t) + s(t)

α(t)
= 0 (35)

согласования с уровнями погрешностей (28) , то решение ũ(t) возмущенной за-
дачи Коши (29) при любом u0 стабилизируется к x∗ – н.с.п. уравнения (1).
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Доказательство. В силу неравенства треугольника (30) и обозначения σ(t) =
= ũ(t)− u(t) имеем

‖ũ(t)− x∗‖ ≤ ‖u(t)− x∗‖+ ‖σ(t)‖.
Так как условия теоремы 1 выполнены, то ‖u(t) − x∗‖ → 0 при t → +∞ . Отсюда
легко установить ограниченность ‖u(t)‖ , а значит, для ‖σ(t)‖ справедливо диффе-
ренциальное неравенство (34), где ϕ(t) определено в (33). Нетрудно видеть, что для
коэффициентов этого неравенства условие 1) леммы о дифференциальном неравен-
стве выполнено, а условия 2) и 3) вытекают из предположений (20) и (35) соответ-
ственно. На основании этой леммы имеем ‖ũ(t)− u(t)‖ → 0 при t → +∞ . Теорема
доказана.

Рассмотрим теперь случай дополнительности операторов A , B . Пусть ∆(t) =
= Γ(t)− Γ . Покажем, что если ‖∆(t)‖ < γ , то возмущенные операторы A(t) , B(t)
также дополнительные. Действительно,

‖Γ(t)x‖ ≥ ‖Γx‖ − ‖∆(t)x‖ ≥ (
γ − ‖∆(t)‖)‖x‖.

Так как

‖∆(t)‖ =
√
‖A(t)−A‖2 + ‖B(t)−B‖2 ≤

√
l2(t) + h2(t) ≤

√
l
2

+ h
2
,

то при выполнении, например, условия
√

l
2

+ h
2 ≤ γ

2
(36)

получим, что
‖Γ(t)x‖ ≥ γ

2
‖x‖ ∀ t ≥ t0.

Отсюда в силу того, что r(t) ≥ 1 , находим

‖Γr(t)(t)x‖ ≥
γ

2
‖x‖ ∀ t ≥ t0 и x ∈ X. (37)

Возвращаясь к неравенству (32), видим, что теперь слагаемое α(t)‖σ(t)‖2
можно отбросить. Воспользовавшись (37), для функции ‖σ(t)‖ получим диффе-
ренциальное неравенство

d‖σ(t)‖
dt

+
γ2

4
‖σ(t)‖ ≤ ϕ(t). (38)

Приведем здесь полную формулировку теоремы устойчивости в случае допол-
нительности операторов A , B .

Теорема 3. Пусть операторы A , B дополнительные и выполнены условия
(8) и (10). Пусть, кроме того, выполнено условие (36) и

lim
t→+∞

l(t) = 0, lim
t→+∞

s(t) = 0. (39)

Если параметрическая функция регуляризации r(t) удовлетворяет условиям:

r(t) ≥ 1 , возрастает, lim
t→+∞

r(t) = +∞ , lim
t→+∞

|r′(t)|√
r(t)

= 0 , а также условию

lim
t→+∞

r(t)
(
h(t) + δ(t)

)
= +∞ (40)

согласования с уровнями погрешностей (28) , то решение ũ(t) возмущенной за-
дачи Коши (29) , где α(t) ≡ 0 , при любом u0 стабилизируется к x∗ – н.с.п. урав-
нения (1) .
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Доказательство. Поскольку в теореме 3 предполагаются выполненными
условия леммы 1 и теоремы 1, но операторы A , B дополнительные, то, как от-
мечено в замечании, в этом случае в лемме 1 и теореме 1 можно принять α(t) ≡ 0 ,
и, значит, имеют место соотношения xr(t)−x∗ → 0 и u(t)−xr(t) → 0 при t → +∞ .
Поэтому для доказательства теоремы 3 достаточно установить, что ‖ũ(t)−u(t)‖ →
→ 0 , где ũ(t) и u(t) – решения соответствующих задач Коши с α(t) ≡ 0 . Но
‖ũ(t)−u(t)‖ = ‖σ(t)‖ удовлетворяет неравенству (38), для коэффициентов которо-
го выполнены условия 1) и 2) леммы о дифференциальном неравенстве, а условие
3) следует из предположений (39), (40). Теорема доказана.

В качестве параметрических функций и уровней погрешностей можно взять
функции

α(t) =
1
tα

, r(t) = tr, h(t) = δ(t) =
1
th

, l(t) = s(t) =
1
tl

, (41)

где α , r , h , l – положительные числа. Система функций (41) удовлетворяет усло-
виям теоремы 2, если

α < 1, r < 2, h > α + r, l > α,

и условиям теоремы 3, если r < 2, h > r. Отметим, что можно считать t0 ≥ 1 ; если
h(t) и l(t) из (41) подставить в неравенство (36), то, разрешая его относительно t ,
можно получить значение t0 .
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Abstract

A two-parameter continuous method of regularization is considered for a constrained pseu-
doinverse problem with generalized complementarity of the input operators. This method is
based on stabilization of the solutions of differential equations in the Hilbert space. The al-
ready known general convergence conditions are specified. The major obtained result is that
the parameter functions proved to be independent from each other. The stability of the method
is established in the class of all possible constrained disturbances. A one-parameter continuous
method of regularization is studied for the special case of the problem with additional input
operators.

Keywords: normal constrained pseudosolution, operator equation, Hilbert space, con-
strained pseudoinverse problem, continuous method of regularization, generalized complemen-
tarity condition of operators, complementarity condition of operators
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