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� ¯à¥¤« £ ¥¬®© áâ âì¥ ¢¢®¤¨âáï ¨ ¨§ãç ¥âáï ª¥à­-äã­ªæ¨ï �¥à£¬ ­  (= ï¤à® �¥à£¬ ­  =
ï¤¥à­ ï äã­ªæ¨ï �¥à£¬ ­ ) ¨ ¯à®¥ªâ®à �¥à£¬ ­ , â.¥. ¨­â¥£à «ì­ë© ®¯¥à â®à á ï¤à®¬ �¥à£-
¬ ­ , ¤«ï ª¢ â¥à­¨®­­ëå £¨¯¥à£®«®¬®àä­ëå äã­ªæ¨©. �ã­ªæ¨ï �¥à£¬ ­  K
 ¯à®¨§¢®«ì­®©
®¡« áâ¨ 
 � C ¢ ®¤­®¬¥à­®¬ ª®¬¯«¥ªá­®¬  ­ «¨§¥ ¨¬¥¥â ¬­®£® íª¢¨¢ «¥­â­ëå ®¯à¥¤¥«¥­¨©,
¤ ¢ ¥¬ëå ¢ à §«¨ç­ëå â¥à¬¨­ å [5]. � ª ­ ¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï, ­ ¨¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢­ë¬ ï¢«ï¥âáï
®¯à¥¤¥«¥­¨¥

K
(x; �) := �
2
�

@2G(x; �)

@x@�
; (0.1)

£¤¥ G ®¡®§­ ç ¥â ª« áá¨ç¥áªãî äã­ªæ¨î �à¨­  ®¡« áâ¨ 
.
�â® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ¬­®£® á¢®©áâ¢ ï¤à  K
. �à¥¤¨ ­¨å, ­ ¯à¨¬¥à, ¨­â¥-

£à «ì­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ï¤à  K
, ª®â®à®¥ ¯®«¥§­® ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ¯®¢¥¤¥­¨ï äã­ªæ¨¨ �¥à£¬ ­ 
¢¡«¨§¨ £à ­¨æë ®¡« áâ¨ @
,   â ª¦¥ à ¢¥­áâ¢®

B = I � S
S
�



+K; (0.2)

£¤¥ B ®¡®§­ ç ¥â ¯à®¥ªâ®à �¥à£¬ ­ ,

S
['](z) := �
1
�

Z



'(�)ds�
(� � z)2

; S�



['](z) = �

1
�

Z



'(�)ds�
(� � z)2

;

K ¥áâì ª®¬¯ ªâ­ë© ®¯¥à â®à. � ¢¥­áâ¢® (0.2) ¯à¨¬¥­ï¥âáï ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ à §«¨ç­ëå  «£¥¡à,
á®¤¥à¦ é¨å ¯à®¥ªâ®à �¥à£¬ ­ ,   â ª¦¥ ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå ª ãà ¢­¥­¨ï¬ ¢ ç áâ­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå
(á¬., ­ ¯à., [2], [3]).

� ¬­®£®¬¥à­®¬ ª®¬¯«¥ªá­®¬  ­ «¨§¥ ¯à®áâ®¥ á®®â­®è¥­¨¥ ¬¥¦¤ã äã­ªæ¨ï¬¨ �¥à£¬ ­  ¨
�à¨­  â¥àï¥âáï. �â®¡ë ¨áá«¥¤®¢ âì á¢®©áâ¢  ï¤¥à­®© äã­ªæ¨¨ �¥à£¬ ­ , ¯à¨å®¤¨âáï ¯à¨¬¥-
­ïâì ¤àã£¨¥ áà¥¤áâ¢  (­ ¯à., [13], [8], [9]). �¤­® ¨§ ¢®§¬®¦­ëå ®¡êïá­¥­¨© íâ®£® á¢ï§ ­® á â¥¬
ä ªâ®¬, çâ® ¢ C n ­¥â \¤®áâ â®ç­® å®à®è¨å"  ­ «®£®¢ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ @

@z
¨ @

@z
,

á ¯®¬®éìî ª®â®àëå ¯à®¨§¢®¤¨âáï ä ªâ®à¨§ æ¨ï ¤¢ã¬¥à­®£® ®¯¥à â®à  � ¯« á  �2,

@

@z

@

@z
=
1
4
�2; z 2 C :

�®à®è¨¥ í««¨¯â¨ç¥áª¨¥  ­ «®£¨ ¤«ï @

@z
¨ @

@z
áãé¥áâ¢ãîâ ¯à¨ ¤àã£¨å ¯®¤å®¤ å ª ¬­®£®¬¥à-

­®¬ã à §¢¨â¨î ¨¤¥©  ­ «¨§  ¢ C ,   ¨¬¥­­®, ¢ ª«¨ää®à¤®¢®¬ ¨ ª¢ â¥à­¨®­­®¬  ­ «¨§ å. �¨¯¥à-
ª®¬¯«¥ªá­ë¥ ®¯¥à â®àë �®è¨-�¨¬ ­  á®åà ­ïîâ ¡®«ìè¨­áâ¢® á¢®©áâ¢ ¤«ï ®¤­®¬¥à­®£® á«ãç ï
¨, çâ® ®á®¡¥­­® ¢ ¦­®, ¤ îâ ä ªâ®à¨§ æ¨î á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ®¯¥à â®à  � ¯« á . �â® ®¡¥á¯¥-
ç¨¢ ¥â áâàãªâãà­ãî  ­ «®£¨î á ®¤­®¬¥à­ë¬ ª®¬¯«¥ªá­ë¬  ­ «¨§®¬ ¨ ¯®§¢®«ï¥â ¨á¯®«ì§®¢ âì
à ¢¥­áâ¢® (0.1) ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ®¡®¡é¨âì ¯®­ïâ¨¥ ª¥à­-äã­ªæ¨¨ �¥à£¬ ­ ,   â ª¦¥ ¯®§¢®«ï¥â
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á«¥¤®¢ âì ®¡é¥© «¨­¨¨ ®¤­®¬¥à­ëå § ª®­®¬¥à­®áâ¥© ï¤à  �¥à£¬ ­ . �ë ®£à ­¨ç¨¢ ¥¬áï §¤¥áì
ª¢ â¥à­¨®­­ë¬ á«ãç ¥¬ â®«ìª® ¤«ï ¯à®áâ®âë ¨ çâ®¡ë ¯à®¤¥¬®­áâà¨à®¢ âì £« ¢­ë¥ ¨¤¥¨.

�§¢¥áâ­® á®¢á¥¬ ­¥¬­®£® à ¡®â ¯® íâ®© ¯à®¡«¥¬¥. � ([7], x 29) äã­ªæ¨ï �¥à£¬ ­  ¢ ª«¨ä-
ä®à¤®¢®¬  ­ «¨§¥ ¯®áâà®¥­  ¤«ï ¥¤¨­¨ç­®£® è à  á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ®¡é¥£® ¯®¤å®¤  ª ¢®á¯à®-
¨§¢®¤ïé¨¬ ï¤à ¬ ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. � ([11], £«. 3) ¤«ï á«ãç ï £¨¯¥à£®«®¬®àä­ëå
äã­ªæ¨© f : 
 � R

3 ! H ¯®áâà®¥­® ®àâ®£®­ «ì­®¥ à §«®¦¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  L2(
; H ). �¥à¢®¥
á« £ ¥¬®¥ ¥áâì ¬­®¦¥áâ¢® £¨¯¥à£®«®¬®àä­ëå äã­ªæ¨©, ¢â®à®¥ | ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ â¥à¬¨­ å ­¥-
ª®â®à®£® ¯à®áâà ­áâ¢  �®¡®«¥¢  ¨ ª¢ â¥à­¨®­­®£® ®¯¥à â®à  �®è¨-�¨¬ ­ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®
áãé¥áâ¢ã  ¢â®àë ¤ îâ ®¯¨á ­¨¥ ¯à®¥ªâ®à  �¥à£¬ ­  ¢ íâ®© á¨âã æ¨¨. � [4]  ¢â®à ¨á¯®«ì§ã¥â
ï§ëª C

2 -§­ ç­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¨ 2 � 2-¬ âà¨æ á ®¯¥à â®à­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨, çâ® ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨ç-
­ë¬ ®¯¨á ­¨¥¬ ®¤­®£® ç áâ­®£® á«ãç ï ­ è¨å ª¢ â¥à­¨®­­ëå ¯®áâà®¥­¨©. �®¤à®¡­® ®¡ íâ®¬
­ ¯¨á ­® ¢ ¯à¥¯à¨­â¥ [15], ¢ ª®â®à®¬, ªà®¬¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¢á¥å â¥®à¥¬ ¤ ­­®© áâ âì¨, ¬®¦­®
­ ©â¨ àï¤ ¤àã£¨å ä ªâ®¢, á¢ï§ ­­ëå á £¨¯¥àª®¬¯«¥ªá­®© äã­ªæ¨¥© �¥à£¬ ­ .

1. �«¥¬¥­âë £¨¯¥à£®«®¬®àä­®£® ª¢ â¥à­¨®­­®£®  ­ «¨§ 

�ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï (á¬. [1], [14],   â ª¦¥ [6], [7], [10]).
�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ H â¥«® ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ª¢ â¥à­¨®­®¢. �ãáâì  := f 0;  1;  2;  3g ¥áâì ®àâ®-

­®à¬¨à®¢ ­­ ï (¢ ®¡ëç­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ á¬ëá«¥) á¨áâ¥¬  ª¢ â¥à­¨®­®¢. �  ¬­®¦¥áâ¢¥ C1(
; H )
®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®àë  D ¨ D à ¢¥­áâ¢ ¬¨

 D[f ] :=
3X
k=0

 k
@f

@xk
=:

3X
k=0

 k@k[f ]; D [f ] :=
3X
k=0

@f

@xk
 k =:

3X
k=0

@k[f ] k:

�®£¤  ­  C2(
; H ) 4-¬¥à­ë© ®¯¥à â®à � ¯« á  � ä ªâ®à¨§ã¥âáï ¢ ¢¨¤¥

� =  D D =  D D = D D = D D ;

£¤¥ \ç¥àâ " ®¡®§­ ç ¥â ª¢ â¥à­¨®­­®¥ á®¯àï¦¥­¨¥.
�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ®¡« áâ¨ 
 � R4 ¢¢¥¤¥¬ ¬­®¦¥áâ¢ 

 
M(
) := ker  D = ff 2 C1(
; H ) j  D[f ] = O
g;

M
 (
) := kerD = ff 2 C1(
; H ) j D [f ] = O
g:

�å í«¥¬¥­âë ­ §ë¢ îâáï «¥¢®-(¯à ¢®-) -£¨¯¥à£®«®¬®àä­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨. �­¨ ï¢«ïîâáï â®ç-
­ë¬¨ áâàãªâãà­ë¬¨  ­ «®£ ¬¨ £®«®¬®àä­ëå äã­ªæ¨© ®¤­®£® ª®¬¯«¥ªá­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£®.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ dx̂k ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ãîä®à¬ã dx0^dx1^dx2^dx3 á ®¯ãé¥­­ë¬¬­®¦¨â¥«¥¬
dxk. �®£¤ 

� ;x :=
3X
k=0

(�1)k kdx̂k

¥áâì  ­ «®£ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «  ­¥§ ¢¨á¨¬®© ¯¥à¥¬¥­­®© dz.
�á«¨ �4 | äã­¤ ¬¥­â «ì­®¥ à¥è¥­¨¥ ®¯¥à â®à  � ¯« á , â.¥.

�4(x) := �
1
4�2

1
jxj2

;

â®

K (x) :=
 D[�4](x) =

1
2�2jxj4

3X
k=0

 k � xk

¥áâì äã­¤ ¬¥­â «ì­®¥ à¥è¥­¨¥ ®¯¥à â®à   D, ¨£à îé¥¥ à®«ì ï¤à  �®è¨ ¢ £¨¯¥à£®«®¬®àä­®©
â¥®à¨¨.
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2. �®­ïâ¨¥ ª¢ â¥à­¨®­­®£® ï¤à  �¥à£¬ ­ 

�ãáâì 
 ¥áâì ®£à ­¨ç¥­­ ï ¬­®£®á¢ï§­ ï ®¡« áâì ¢ R
4 á £« ¤ª®© £à ­¨æ¥© @
 = �. �¡®§­ -

ç¨¬ ç¥à¥§ g £ à¬®­¨ç¥áªãî (¨«¨ ª« áá¨ç¥áªãî) äã­ªæ¨î �à¨­  ®¡« áâ¨ 
. (�®¤à®¡­®áâ¨ á¬.
­ ¯à., [12], á. 261.)

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® áâàãªâãà­®£® ­ ¡®à   ¢¢¥¤¥¬ äã­ªæ¨î

 B(x; �) := D 
� �

 Dx[g](x; �) =  Dx �
 D�[g](x; �); (x; �) 2 
� 
 n diag :

�ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¥¥ ª¢ â¥à­¨®­­ë¬ ï¤à®¬ �¥à£¬ ­ .

�¥®à¥¬  1. �¢ â¥à­¨®­­®¥ ï¤à® �¥à£¬ ­  ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

1. ¤«ï «î¡®£® � 2 


 B( �; �) 2  
M(
);

2. ¤«ï «î¡®£® x 2 


 B(x; � ) 2M (
);

3.  B(x; �) =  B(�; x).

�¥®à¥¬  2 (¢®á¯à®¨§¢®¤ïé¥¥ á¢®©áâ¢® ª¢ â¥à­¨®­­®£® ï¤à  �¥à£¬ ­ ). �ãáâì � = @
 |

£« ¤ª ï ¯®¢¥àå­®áâì ¨ f 2  
M(
) \ C(
). �®£¤ 

 B[f ](x) :=
Z



 B(x; �)f(�)d� = f(x); x 2 
:

�áâ¥áâ¢¥­­®¥ ­ §¢ ­¨¥ ¤«ï  B | ª¢ â¥à­¨®­­ë© ®¯¥à â®à �¥à£¬ ­ .

3. �­â¥£à «ì­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ª¢ â¥à­¨®­­®£® ï¤à  �¥à£¬ ­ 

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå áâàãªâãà­ëå ­ ¡®à®¢  ¨ ' ¢¢¥¤¥¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ 
� 
 n diag äã­ªæ¨î

'; L := 'D� �
 Dx[g](x; �) = D 

x �
'Dx[g](x; �);

¤«ï ª®â®à®© á¯à ¢¥¤«¨¢® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥

 ; L :=  B ¨«¨  B(x; �) =  ; L(�; x):

�®«¥§­® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥

'; L(x; �) = '; �(x; �) + '; `(x; �);

£¤¥

'; �(x; �) =
'D� �

 Dx[�4(� � x)] = D 
x �

'D�[�4(� � x)] =

=
4 � (� � x)' � (� � x) � j� � xj2 �

3P
k=0

'k �  k

2�2 � j� � xj6
;

'; `(x; �) = 'D� �
 Dx[h](x; �) = D 

x �
'D�[h](x; �):

�¥¬¬  1. �ãáâì g0 : 
! R | ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª ï äã­ªæ¨ï, ¤«ï ª®â®à®© � ¥áâì ¯®¢¥àå-

­®áâì ãà®¢­ï. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® áâàãªâãà­®£® ­ ¡®à   ¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ � 2 �

� �
 D[g0] = "0 � j grad g0(�)j

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, «¥¢ ï ç áâì ­¥ § ¢¨á¨â ®â  . �¤¥áì "0 = �1, ~� = (�0; �1; �2; �3) ¥áâì ¥¤¨­¨ç-

­ë© ¢¥ªâ®à ¢­¥è­¥© ­®à¬ «¨ ª � ¢ â®çª¥ � 2 �,

� :=
3X
k=0

�k �  
k:
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�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ã­ªæ¨¨  B ¨ '; L á¢ï§ ­ë ä®à¬ã«®©

� (�) �  B(�; x) = �' � '; L(x; �); (x; �) 2 
� �:

�¥®à¥¬  3 (¨­â¥£à «ì­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ª¢ â¥à­¨®­­®£® ï¤à  �¥à£¬ ­ ). �ãáâì  ¨ ' |

¤¢  áâàãªâãà­ëå ­ ¡®à  á ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ âà¥¡®¢ ­¨¥¬

h'; iH4 =
3X
k=0

'k �  k = 0; (3.1)

â®£¤  ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

 B(x; �) =
Z
�

K (� � x) � �';� � '; �(� � �) +
Z



'; `(x; �) � '; `(�; �)d�

¤«ï ¢á¥å (x; �) 2 
� 
.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2.

 B(x; �) =
Z
�

'; �(� � x) � �';� � K (� � �) +
Z



'; `(x; �) � '; `(�; �)d�:

� ¬¥ç ­¨¥. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ®¡ëç­®© ¤ã «ì­®áâ¨ ª®¬¯«¥ªá­®£®  ­ «¨§  \£®«®-
¬®àä­®áâì{ ­â¨£®«®¬®àä­®áâì", ¢ ª¢ â¥à­¨®­­®¬  ­ «¨§¥ áãé¥áâ¢ã¥â æ¥«®¥ á¥¬¥©áâ¢® ª« áá®¢
£¨¯¥à£®«®¬®àä­ëå äã­ªæ¨© (á¬. ¯® íâ®¬ã ¯®¢®¤ã [1], [14], [16]). �ª § «®áì, çâ® ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ -
­¨ï ï¤à  ¨ ®¯¥à â®à  �¥à£¬ ­ ,  áá®æ¨¨à®¢ ­­®£® á ª®­ªà¥â­ë¬ ª« áá®¬ £¨¯¥à£®«®¬®àä­ëå
äã­ªæ¨©, ­¥®¡å®¤¨¬® ¯à¨¢«¥ª âì â¥®à¨î ¤àã£®£® â ª®£® ª« áá , á¢ï§ ­­®£® á ¨áå®¤­ë¬ á®®â-
­®è¥­¨¥¬ (3.1). � ª®¬¯«¥ªá­®© ®¤­®¬¥à­®© á¨âã æ¨¨ íâ® ãá«®¢¨¥ ¯à®áâ® ¢ëà®¦¤ ¥âáï, ¨ ®¡ 
ª« áá  ®ª §ë¢ îâáï á®¢¯ ¤ îé¨¬¨ (®¡ëç­ë© ª« áá £®«®¬®àä­ëå äã­ªæ¨©).

4. �¨¯¥à£®«®¬®àä­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  �¥à£¬ ­ 

¨ £¨¯¥à£®«®¬®àä­ë© ¯à®¥ªâ®à �¥à£¬ ­ 

�¢¥¤¥¬ ¨­â¥£à «ë

 T [f ](x) := �

Z



K (� � x) � f(�)d� = �
1
2�2

Z



3P
k=0

 k(�k � xk)

j� � xj4
f(�)d�

¨

'; S[f ](x) :=
2
�2

Z



(� � x) � (� � x)'
j� � xj6

f(�)d�:

�å ï¤à  ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® íâ¨ ¨­â¥£à «ë ®¯à¥¤¥«ïîâ «¨­¥©­ë¥ ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ ¯à -
¢ëå H -¬®¤ã«ïå Lp(
; H ), p > 1, ¨ C0;�(
; H ).

�¥®à¥¬  4. � ¯à®áâà ­áâ¢ å Lp(
; H ), p > 1, ¨ C0;� ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­ ®¯¥à â®à  D � T ,
¨ ¢ íâ¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å

 D �  T = I:

�ãáâì ' ¨  | ¤¢  áâàãªâãà­ëå ­ ¡®à  á® á¢®©áâ¢®¬ (3.1). �®£¤  ®¯¥à â®à 'D �  T ª®à-

à¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å Lp(
; H ), p > 1, C0;�(
; H ), ¨

'D �  T = '; S:

�¥®à¥¬  5. �¨¯¥à£®«®¬®àä­ë© ®¯¥à â®à �¥à£¬ ­  ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ®£à ­¨ç¥­­ë¬ ®¯¥-

à â®à®¬ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢ Lp(
; H ), p > 1, ¨ C0;�(
; H ), 0 < � < 1. �à¨ íâ®¬

 B = I �  ;'S � '; S + '; C;

£¤¥ ',  | ¤¢  áâàãªâãà­ëå ­ ¡®à  á® á¢®©áâ¢®¬ (3.1), '; C | ª®¬¯ ªâ­ë© ®¯¥à â®à.
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �«ï ®¡« áâ¨ 
 ¨ áâàãªâãà­®£® ­ ¡®à   ç¥à¥§  Ap(
; H ) ®¡®§­ ç¨¬ ¯®¤¯à®-
áâà ­áâ¢® Lp(
; H ), p > 1, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å «¥¢®- -£¨¯¥à£®«®¬®àä­ëå äã­ªæ¨©,

 A
p(
; H ) := Lp(
; H ) \  

M(
; H ):

�¥®à¥¬  6. �¨¯¥à£®«®¬®àä­ë© ®¯¥à â®à �¥à£¬ ­   B ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà ­-

áâ¢  Lp(
; H ), p > 1, ­   A
p(
; H ).

� á«ãç ¥ ¯à®áâà ­áâ¢  L2(
; H ) ¯à®¥ªâ®à  B ï¢«ï¥âáï á ¬®á®¯àï¦¥­­ë¬.
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