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Е.Н.СОСОВ

ОБ ОСНОВНЫХ МЕТРИЧЕСКИХ ИНВАРИАНТАХ КОНЕЧНЫХ
МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

Аннотация. Получены новые основные метрические инварианты конечных метрических про-
странств. Эти инварианты можно будет использовать для классификации конечных метри-
ческих пространств и их распознавания.
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Введение

Рассмотрим некоторое множество K конечных метрических пространств одной и той же
мощности N > 1.

Определение 1. Будем говорить, что функция F : K → R+, принимающая значения в
множестве всех неотрицательных вещественных чисел R+, является основным метриче-
ским инвариантом (на K), если выполняются условия

(i) F (X) = F (Y ) для любых изометричных метрических пространств X, Y ∈ K;
(ii) для любого метрического пространства (X, ρ) ∈ K

F (X) ⊂ {ρ(x, y) : x, y ∈ X, x �= y};
(iii) для любых метрических пространств (X, ρ), (Y, d) ∈ K

|F (X) − F (Y )| ≤ 2ds(X,Y ),

где

ds(X,Y ) =
1
2

min{dis f : f : X → Y — биекция},

dis f = max{|ρ(x, y) − d(f(x), f(y))| : x, y ∈ X}.

Расстояние ds между метрическими пространствами было введено в [1], оно не меньше,
чем расстояние dGH Громова–Хаусдорфа между теми же метрическими пространствами
(различные определения которого можно найти в ([2], сс. 303, 306)), и, как правило, проще
вычисляется.
Приведем известные примеры основных метрических инвариантов конечного метриче-

ского пространства (X, ρ) ∈ K.
1. Диаметр пространства X: D(X) = max{ρ(x, y) : x, y ∈ X} ([1]; [2], с. 305).
2. K-радиусы, где 1 ≤ K ≤ N − 1, пространства X имеют вид

RK(X) = min{β(X,S) : S ⊂ X, 1 ≤ card(S) ≤ K}, (1)

Поступила 09.12.2013
45



46 Е.Н. СОСОВ

здесь β(X,S) = max{ρ(x, S) : x ∈ X}, card(S) — мощность множества S ([1], где применя-
лось обозначение RKX(X) = RK(X)).
В [1] высказана идея об использовании, в частности, основных метрических инвариантов

для распознавания конечных метрических пространств. При N ∈ {1, 2, 3} вопрос решается
просто, поскольку для любых X, Y ∈ K имеет место тождество ([1], замечание 2)

max{|D(X) − D(Y )|, |R1(X) − R1(Y )|, |R2(X) − R2(Y )|} = 2ds(X,Y )(= 2dGH(X,Y )).

Для распознавания конечных метрических пространств мощности N > 3 важны оценки
снизу для расстояний ds между ними, выраженные с помощью основных метрических ин-
вариантов. Таким образом, для получения более точных таких оценок и для развития тео-
рии метрических инвариантов необходимо найти новые основные метрические инварианты.
С другой стороны, новые метрические инварианты позволят выделить новые классы про-
странств и провести более подробную классификацию конечных метрических пространств.
Приведем простой пример. Равенство D(X) = R1(X) характеризует в K множество про-
странств X, у которых каждая точка является чебышевским центром, т. е. центром шара
минимального радиуса, содержащего все пространство X [3]–[5].

Основные результаты и доказательства

Определение 2. Пусть 2 ≤ K < N . Определим на множестве K функции

DK(X) = min{D(S) : S ⊂ X, card(S) = K};

marLK(X) = max{RL(S) : S ⊂ X, card(S) = K},
где 1 ≤ L ≤ K − 1;

mirLK(X) = min{RL(S) : S ⊂ X, card(S) = K},

где 1 ≤ L ≤ K − 1.

Несложно заметить, что при N > 2 для любого X ∈ K имеют место равенства

D(X) = mar12(X), D2(X) = mir(L−2)(L−1)(X) = RN−1(X),

где L — натуральное число, 2 < L ≤ N .
Оказывается, что все функции из определения 2 являются основными метрическими

инвариантами.

Теорема. Пусть 2 ≤ K < N . Тогда функции DK , marLK , mirLK , где 1 ≤ L ≤ K − 1,
являются основными метрическими инвариантами.

Доказательство. Из определения 2 сразу следует, что функции DK , marLK , mirLK удо-
влетворяют условиям (i), (ii) из определения 1. Докажем, что эти функции удовлетворяют
условию (iii). Пусть для определенности

DK(X) ≥ DK(Y ), marLK(X) ≥ marLK(Y ), mirLK(X) ≥ mirLK(Y ).

Выберем произвольно метрические пространства (X, ρ), (Y, d) ∈ K. Тогда найдется такая
биекция f : X → Y , что dis f = 2ds(X,Y ). Пусть a = 2ds(X,Y ). Тогда

ρ(x, x′) ≤ d(f(x), f(x′)) + a (2)

для любых x, x′ ∈ X. Используя это неравенство и определение 2, получим неравенство
DK(X) ≤ D(S) ≤ D(f(S)) + a для любого S ⊂ X такого, что card(S) = K. Возьмем
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минимум в правой части последнего неравенства по всем S ⊂ X таким, что card(S) = K.
Тогда получим требуемое неравенство

DK(X) ≤ DK(Y ) + a.

Используя неравенство (2) и формулу (1), получим неравенство

RL(S) = min{max{min{ρ(x, z) : z ∈ S1} : x ∈ X} : S1 ⊂ S, 1 ≤ card(S1) ≤ L} ≤
≤ RL(f(S)) + a (3)

для любого S ⊂ X такого, что card(S) = K. Если возьмем максимум по всем S ⊂ X
таким, что card(S) = K в правой части этого неравенства, а затем в левой его части, то
получим требуемое неравенство marLK(X) ≤ marLK(Y ) + a. Если же возьмем минимум по
всем S ⊂ X таким, что card(S) = K в левой части неравенства (3), а затем в правой его
части, то получим требуемое неравенство mirLK(X) ≤ mirLK(Y ) + a. �
Учитывая приведенные примеры известных основных метрических инвариантов и дока-

занную теорему, при N = 4 получим неравенство

max{|D(X)−D(Y )|, |R1(X)−R1(Y )|, |R2(X)−R2(Y )|, |R3(X)−R3(Y )|, |D3(X)−D3(Y )|,
|mar13(X) − mar13(Y )|, |mir13(X) − mir13(Y )|, |mar23(X) − mar23(Y )|} ≤ 2ds(X,Y ). (4)

В общем случае равенства в (4) нет. Действительно, рассмотрим подпространства

X = {x1 = (0; 0; 0), x2 = (12; 0; 0), x3 = (10; 6; 0), x4 = (8; 5; 3)},
Y = {y1 = (0; 0; 0), y2 = (12; 0; 0), y3 = (10; 5; 3), y4 = (8; 6; 0)}

метрического пространства (R3, ρ) с метрикой

ρ((a1; a2; a3), (b1; b2; b3)) = max{|a1 − b1|, |a2 − b2|, |a3 − b3|}.
Тогда нетрудно вычислить, что

D(X) = D(Y ) = 12, R1(X) = R1(Y ) = 8, R2(X) = R2(Y ) = mir13(X) = mir13(Y ) = 5,

R3(X)=R3(Y ) = 3, D3(X)=D3(Y )= mar23(X)= mar23(Y )=6, mar13(X)= mar13(Y )=10.
Следовательно, левая часть неравенства (4) равна нулю. Теперь найдем, что биекция f :
X → Y , для которой dis f = 2ds(X,Y ) имеет вид f(xi) = yi для всех i ∈ {1, 2, 3, 4}. Тогда
2ds(X,Y ) = 1.
Таким образом, вышеприведенных основных метрических инвариантов недостаточно для

того, чтобы (4) являлось тождеством.
Задача о нахождении новых основных метрических инвариантов конечных метрических

пространств представляется автору важной для приложений и интересной.
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