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�¢¥¤¥­¨¥

�®áâ ­®¢ª  ¢¥ªâ®à­®© § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥â § ¤ ­¨¥ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ (¤®¯ãáâ¨-
¬ëå) à¥è¥­¨© X ¢¥ªâ®à­®£® ªà¨â¥à¨ï

y = (y1; y2; : : : ; yn) : X ! Rn; n � 2;

ª®¬¯®­¥­âë ª®â®à®£® (ç áâ­ë¥ ªà¨â¥à¨¨), ­¥ ¨áª«îç ï ®¡é­®áâ¨, ¬®¦­® áç¨â âì ¬¨­¨¬¨§¨àã-
¥¬ë¬¨:

yi(x)! min
X

8i 2 Nn = f1; 2; : : : ; ng:

�¡ëç­® ¯®¤ ¢¥ªâ®à­®© § ¤ ç¥© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¯®­¨¬ îâ § ¤ çã ­ å®¦¤¥­¨ï ®¤­®£®, ­¥áª®«ìª¨å
(®¯à¥¤¥«¥­­ëå) ¨«¨ ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  � à¥â®

P (Y ) = fy 2 Y : �(y) = ;g;

£¤¥

�(y) = fy0 2 Y : y � y0; y 6= y0g;

Y = y(X) = fy 2 Rn : y = y(x); x 2 Xg

{ ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à­ëå ®æ¥­®ª § ¤ ç¨, â. ¥. ®¡à § ¬­®¦¥áâ¢  X ¢ ªà¨â¥à¨ «ì­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥
Rn. � ªãî § ¤ çã ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ (Y; n).

�«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  P (Y ) ­ §ë¢ îâáï íää¥ªâ¨¢­ë¬¨ ®æ¥­ª ¬¨ § ¤ ç¨ (Y; n) ¨«¨ ®æ¥­ª -
¬¨, ®¯â¨¬ «ì­ë¬¨ ¯® � à¥â®.

�¤¨­ ¨§ âà ¤¨æ¨®­­ëå ¯®¤å®¤®¢ ª ­ å®¦¤¥­¨î ­¥ª®â®àëå íää¥ªâ¨¢­ëå ®æ¥­®ª ®á­®¢ ­ ­ 
¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ «¨­¥©­®© á¢¥àâª¨ ç áâ­ëå ªà¨â¥à¨¥¢ y1(x); y2(x); : : : ; yn(x), áãé­®áâì ª®â®à®£®
§ ª«îç ¥âáï ¢ áª «ïà¨§ æ¨¨ § ¤ ç¨ (Y; n) ¨ ¢ëà ¦ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¢ª«îç¥­¨ï (á¬. [1]{[4])

�(Y ) � P (Y );

£¤¥

�(Y ) =
[

�2�n

�(Y; �);

�n =
n
� 2 Rn :

nX
i=1

�i = 1; �i > 0 8i 2 Nn

o
;

�(Y; �) = argminfh�; yi : y 2 Y g; h�; yi =
nX
i=1

�iyi

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ �¥«®àãááª®£® à¥á¯ã¡«¨ª ­áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®-
¢ ­¨© (£à ­âë ò�95-70 ¨ ��96-35).
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| áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ � ¨ y, argminf g | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®¯â¨¬ «ì­ëå  à£ã¬¥­-
â®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© § ¤ ç¨ ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨.

�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¤«ï ¢áïª®£® ¢¥ªâ®à  � 2 �n ®¯â¨¬ «ì­®¥ à¥è¥­¨¥ ®¤­®ªà¨â¥à¨ «ì­®©
§ ¤ ç¨

minfh�; yi : y 2 Y g (1)

ï¢«ï¥âáï íää¥ªâ¨¢­®© ®æ¥­ª®© § ¤ ç¨ (Y; n). �¤­ ª® ã¦¥ ¢ à ­­¨å à ¡®â å (­ ¯à., [5]) ¡ë«¨
¯®áâà®¥­ë ¯à¨¬¥àë ¢¥ªâ®à­ëå § ¤ ç ®¯â¨¬¨§ æ¨¨, ¢ ª®â®àëå áãé¥áâ¢ãîâ íää¥ªâ¨¢­ë¥ ®æ¥­ª¨,
­¥ ï¢«ïîé¨¥áï ®¯â¨¬ «ì­ë¬¨ à¥è¥­¨ï¬¨ § ¤ ç¨ (1) ­¨ ¯à¨ ª ª®¬ � 2 �n. �®§¦¥ ¢ à ¡®â å
[6]{[10] ¡ë« ¢ëï¢«¥­ ¤®áâ â®ç­® è¨à®ª¨© ª« áá ¢¥ªâ®à­ëå § ¤ ç ¤¨áªà¥â­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨, ­¥
à §à¥è¨¬ëå á ¯®¬®éìî «¨­¥©­®© á¢¥àâª¨ ªà¨â¥à¨¥¢ (���), â. ¥. ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«­ï¥âáï
­¥à ¢¥­áâ¢® �(Y ) 6= P (Y ). �á¯®«ì§ãï ���, ¢ [11] ã¤ «®áì ¯®ª § âì, çâ® «î¡ ï íää¥ªâ¨¢­ ï
®æ¥­ª  ¢¥ªâ®à­®© § ¤ ç¨ ­  á¨áâ¥¬¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ á ®¤­¨¬ «¨­¥©­ë¬ ªà¨â¥à¨¥¬ ¨ ­¥áª®«ìª¨¬¨
ªà¨â¥à¨ï¬¨ \ã§ª®£® ¬¥áâ " ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¤¥«¥­  ª ª ®¯â¨¬ã¬ ¢ ®¤­®ªà¨â¥à¨ «ì­®© § ¤ ç¥ á
 £à¥£¨à®¢ ­­ë¬ ªà¨â¥à¨¥¬, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¬ á®¡®© «¨­¥©­ãî äã­ªæ¨î.

� [12]{[15] ­ ©¤¥­ë ¤®áâ â®ç­ë¥,   â ª¦¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï à §à¥è¨¬®áâ¨ ¯à®¡«¥¬ë
¯®¨áª  «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¢¥ªâ®à­®© § ¤ ç¨ (Y; n), ï¢«ïîé¥£®áï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬
¬­®¦¥áâ¢  � à¥â®, á ¯®¬®éìî ���.

� à ¡®â å [16]{[18] ¨áá«¥¤ã¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ¯à¨¬¥­¥­¨ï ��� ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ¢á¥å í«¥¬¥­-
â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  � à¥â® ¢ ¢¥ªâ®à­®© § ¤ ç¥ (Y; n) á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ Y ¢¥ªâ®à­ëå ®æ¥­®ª.
� ©¤¥­ë à §«¨ç­ë¥ ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ª®â®àëå â ª ï § ¤ ç  à §à¥è¨¬ 
á ¯®¬®éìî ���. �¤­® ¨§ ­¨å ¯®§¢®«¨«® ¯®«ãç¨âì ªà¨â¥à¨© íää¥ªâ¨¢­®áâ¨ ¢¥ªâ®à­®© § ¤ ç¨
(Y; n), jY j <1, ®¡®¡é îé¨© à¥§ã«ìâ â [19]. �à¥¤«®¦¥­ â ª¦¥  «£®à¨â¬, ¯®§¢®«ïîé¨© á¢®¤¨âì
«î¡ãî ¢¥ªâ®à­ãî § ¤ çã ­  á¨áâ¥¬ å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ á ®¤­¨¬ ªà¨â¥à¨¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®© ¯à¨à®¤ë
¨ ­¥áª®«ìª¨¬¨ ªà¨â¥à¨ï¬¨ ¢¨¤  MINMAX (ªà¨â¥à¨© \ã§ª®£® ¬¥áâ ") ¨ MINMIN (¬¨­¨¬¨­-
­ë© ªà¨â¥à¨©) ª íª¢¨¢ «¥­â­®© § ¤ ç¥ (á â¥¬ ¦¥ ¬­®¦¥áâ¢®¬ � à¥â®), à §à¥è¨¬®© á ¯®¬®éìî
���. � àï¤¥ ¢ ¦­ëå á«ãç ¥¢ ¤ ­­ë©  «£®à¨â¬ ¨¬¥¥â ¯®«¨­®¬¨ «ì­ãî ®æ¥­ªã á«®¦­®áâ¨ ®â-
­®á¨â¥«ì­® à §¬¥à­®áâ¨ § ¤ ç¨.

� [20] ¯®«ãç¥­ àï¤ ­¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¤®áâ â®ç­ëå ãá«®¢¨© à §à¥è¨¬®áâ¨ ¢¥ª-
â®à­®© ¤¨áªà¥â­®© § ¤ ç¨ (Y; n) á ¯®¬®éìî «¨­¥©­®© á¢¥àâª¨ ¢¨¤®¨§¬¥­¥­­ëå ªà¨â¥à¨¥¢.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ­ ©¤¥­ë ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï à §à¥è¨¬®áâ¨ á ¯®¬®éìî
��� ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­®© § ¤ ç¨ (Y; 2) ¡¥§ ª ª¨å-«¨¡® ®£à ­¨ç¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® ¬­®¦¥áâ¢  ¤®-
¯ãáâ¨¬ëå à¥è¥­¨© X ¨ ¢¨¤  ¢¥ªâ®à­®£® ªà¨â¥à¨ï y = (y1; y2). �®«ãç¥­­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤ îâ â¥-
®à¥â¨ç¥áªãî ®á­®¢ã ¯à®¢¥¤¥­¨ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â®¢ ¯® ¨áá«¥¤®¢ ­¨î  «£®à¨â¬®¢
��� ¨ ¯®§¢®«ïîâ ¡®«¥¥ ¯®«­® ®¯¨á âì áâàãªâãàã ¬­®¦¥áâ¢  íää¥ªâ¨¢­ëå ®æ¥­®ª, ­ å®¤¨¬ëå
íâ¨¬¨  «£®à¨â¬ ¬¨.

1. �á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ à¥§ã«ìâ âë

�¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® (¬­®¦¥áâ¢® «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨ íää¥ªâ¨¢­ëå ®æ¥­®ª) L(Y )
¢¥ªâ®à­®© § ¤ ç¨ (Y; n) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ([2], c. 52{53; [3], c. 267; [12], c. 15).

�ãáâì Sn | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å n ! ¯¥à¥áâ ­®¢®ª ç¨á¥« 1; 2; : : : ; n. �«ï ¢áïª®© ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨
s = (s1; s2; : : : ; sn) 2 Sn ¢ ªà¨â¥à¨ «ì­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn ¢¢¥¤¥¬ ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ «¥ªá¨ª®-
£à ä¨ç¥áª®£® ¯®àï¤ª . �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® â®çª  y = (y1; y2; : : : ; yn) «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨ ¬¥­ìè¥
â®çª¨ y0 = (y01; y

0

2; : : : ; y
0

n), ¨ ¯¨á âì

y �s y
0

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«­ï¥âáï ®¤­® ¨§ ¤¢ãå ãá«®¢¨©:

1. y = y0,
2. 9j 2 Nn 8i 2 Nj�1 (ysj < y0sj & ysi = y0si).
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�¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® N0 = ; (¯à¨ j = 1).
�«ï ¢áïª®© ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ s 2 Sn ¢¢¥¤¥¬ ¬­®¦¥áâ¢®

L(Y; s) = fy 2 Y : y �s y
0 8y0 2 Y g:

�®£¤  «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® § ¤ ç¨ (Y; n) § ¤ ¥âáï à ¢¥­áâ¢®¬

L(Y ) =
[
s2Sn

L(Y; s):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®æ¥­ª  yo 2 Y ï¢«ï¥âáï «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨ íää¥ªâ¨¢­®© ®æ¥­ª®© § ¤ ç¨
(Y; n) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯¥à¥áâ ­®¢ª  s 2 Sn, çâ® ¢¥ªâ®à yo ï¢«ï¥âáï
¬¨­¨¬ «ì­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ «¨­¥©­® ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  (Y;�s).

�ç¥¢¨¤­®, L(Y ) � P (Y ). � ¤ «ì­¥©è¥¬, £®¢®àï ® § ¤ ç¥ (Y; n), ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ®
­¥¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨©X ¨ ¢¥ªâ®à­ë© ªà¨â¥à¨© y(x) ¨¬¥îâ å®âï ¨ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ¯à¨à®¤ã,
­® ãáâà®¥­ë â ª, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® � à¥â® P (Y ) ­¥¯ãáâ®. � ç áâ­®áâ¨, ­ ¯à¨¬¥à, P (Y ) ­¥¯ãáâ®,
¥á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à­ëå ®æ¥­®ª Y ®£à ­¨ç¥­® ¨ § ¬ª­ãâ®.

�ää¥ªâ¨¢­ ï ®æ¥­ª  y� 2 P (Y ) ­ §ë¢ ¥âáï á®¡áâ¢¥­­® íää¥ªâ¨¢­®© ¨«¨ ®¯â¨¬ «ì­®© ¯®
�¦®ääà¨®­ã, ¥á«¨ á¯à ¢¥¤«¨¢® ãá«®¢¨¥

9� > 0 8y 2 Y 8i 2 Nn 9j 2 Nn (y�i > yi =) y�i � yi � �(yj � y�j )):

�á«¨ ¯®á«¥¤­ïï ¨¬¯«¨ª æ¨ï ¢ë¯®«­ï¥âáï, â®, ®ç¥¢¨¤­®, ¢¥«¨ç¨­  yj � y�j ¤®«¦­  ¡ëâì ¯®«®-
¦¨â¥«ì­®©. �¤­ ª®, ¯®áª®«ìªã y� 2 P (Y ), â® ¢¥à­  ä®à¬ã« 

8y 2 Y 8i 2 Nn 9j 2 Nn (y�i > yi =) yj > y�j );

â. ¥. â ª®© ¨­¤¥ªá j ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â. �®íâ®¬ã á¬ëá« ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á®¡áâ¢¥­­® íää¥ªâ¨¢­®©
®æ¥­ª¨ § ª«îç ¥âáï ¢ âà¥¡®¢ ­¨¨ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¯®«®¦¨â¥«ì­®£® ç¨á«  �, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£®
¯à¨¢¥¤¥­­®¬ã ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ­¥à ¢¥­áâ¢ã ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãª § ­­ëå ãá«®¢¨©.

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å á®¡áâ¢¥­­® íää¥ªâ¨¢­ëå ®æ¥­®ª § ¤ ç¨ (Y; n) ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ G(Y ).
�® ®¯à¥¤¥«¥­¨î á®¡áâ¢¥­­® íää¥ªâ¨¢­®© ®æ¥­ª¨ G(Y ) � P (Y ).

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢¥ªâ®à­ãî § ¤ çã (Y; 2) á ¤¢ã¬ï ç áâ­ë¬¨ ªà¨â¥à¨ï¬¨
y1(x), y2(x), ª®â®àãî ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­®©. �¨­¥©­ãî á¢¥àâªã ªà¨â¥à¨¥¢ y1(x),
y2(x) ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì

l(�; y) = �y1 + (1� �)y2;

£¤¥ � 2 (0; 1).

�¥¬¬  1. �«ï ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­®© § ¤ ç¨ (Y; 2) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥­¨¥

L(Y )
\
G(Y ) � �(Y ):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì y� 2 L(Y )
T
G(Y ). �¥ ­ àãè ï ®¡é­®áâ¨, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ®

y� �(1;2) y 8y 2 Y;

¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¬¥­ï¥¬ ¯®àï¤®ª ªà¨â¥à¨¥¢. �®£¤  ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á®¡áâ¢¥­­® íää¥ªâ¨¢­®©
®æ¥­ª¨ ¤«ï ¢¥ªâ®à  y� ¯à¨¬¥â ¢¨¤

9� > 0 8y 2 Y (y�2 > y2 =) y�2 � y2 � �(y1 � y�1)):

�âáî¤  ¢ë¢®¤¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢ 

l(�; y�) � l(�; y) 8y 2 Y 0 = fy0 2 Y : y01 > y�1 ; y
0

2 < y�2g; (2)

£¤¥ � = �=(1 + �). �¥à ¢¥­áâ¢ 

l(�; y�) � l(�; y) 8y 2 Y n Y 0 (3)

65



¢ëâ¥ª îâ ¢ á¨«ã ®ç¥¢¨¤­®£® á¢®©áâ¢ 

y � y� 8y 2 Y n Y 0:

�¡ê¥¤¨­ïï (2) ¨ (3), § ª«îç ¥¬, çâ® y� 2 �(Y ).

�á¯®«ì§ãï â¥®à¥¬ã �¦®ääà¨®­  [5] ® â®¬, çâ® �(Y ) � G(Y ) ¤«ï «î¡®© ¢¥ªâ®à­®© § ¤ ç¨
(Y; n), ¨§ «¥¬¬ë 1 ¯®«ãç ¥¬ ¤®ª § ­­ë© à ­¥¥ à¥§ã«ìâ â [15].

�¥¬¬  2. �«ï ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­®© § ¤ ç¨ (Y; 2) á¯à ¢¥¤«¨¢  ¨¬¯«¨ª æ¨ï

L(Y ) � G(Y ) () L(Y ) � �(Y ):

�¥¬¬  3. �«ï «î¡®© ®æ¥­ª¨ y� 2 P (Y )nL(Y ) ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­®© § ¤ ç¨ (Y; 2) íª¢¨¢ «¥­â­ë
á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:

(i) 9� 2 (0; 1) 8y 2 Y (l(�; y�) � l(�; y));

(ii) 8y; y0 2 Y
�
((y1 < y�1 < y01)& (y02 < y�2 < y2)) =)

����y
�

1 � y1 y�2 � y2
y01 � y1 y02 � y2

���� � 0
�
.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ ¢­ ç «¥ ¨¬¯«¨ª æ¨î (i)=) (ii). �§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï (i) ¢ëâ¥ª îâ
ä®à¬ã«ë

9� 2 (0; 1) 8y 2 Y (((y1 < y�1)& (y�2 < y2)) =) l(�; y�) � l(�; y));

9� 2 (0; 1) 8y0 2 Y (((y�1 < y01)& (y02 < y�2)) =) l(�; y�) � l(�; y0));

¨§ ª®â®àëå ¢ë¢®¤¨¬

8y; y0 2 Y

�
((y1 < y�1 < y01)& (y02 < y�2 < y2)) =)

y�2 � y02
y01 � y�1

�
y2 � y�2
y�1 � y1

�
:

�¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¯®á«¥¤­ïï ä®à¬ã«  à ¢­®á¨«ì­  ãâ¢¥à¦¤¥­¨î (ii).
�¥¯¥àì ãáâ ­®¢¨¬ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (ii)=) (i). �®á«¥ ­¥á«®¦­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©

¨§ ä®à¬ã«ë (ii) ¯®«ãç ¥¬

M = sup
�
y�2 � y02
y01 � y�1

: y0 2 Y; y01 > y�1 ; y
0

2 < y�2

�
� m = inf

�
y2 � y�2
y�1 � y1

: y 2 Y; y1 < y�1 ; y2 > y�2

�
:

�¢¥¤ï ç¨á«® � ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢ M � �=(1� �) � m, § ª«îç ¥¬, çâ®

l(�; y�) � l(�; y) 8y 2 Y n fy0 2 Y : y0 � y�g:

�¥à ¢¥­áâ¢  l(�; y�) � l(�; y) 8y 2 fy0 2 Y : y0 � y�g ®ç¥¢¨¤­ë. �¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ­  ¨¬¯«¨ª æ¨ï
(ii)=) (i).

�§ «¥¬¬ 1 ¨ 3 ¨ â¥®à¥¬ë �¦®ääà¨®­  [5] ¢ëâ¥ª ¥â â ª¦¥ ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ¨ ¤®áâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥
â®£®, çâ®¡ë å®âï ¡ë ®¤­  íää¥ªâ¨¢­ ï ®æ¥­ª  § ¤ ç¨ (Y; 2) ¬®£«  ¡ëâì \¢ë«®¢«¥­ " á ¯®¬®éìî
���. �­ ç¥ £®¢®àï, á¯à ¢¥¤«¨¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥: ¤«ï ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­®© § ¤ ç¨ (Y; 2) ¬­®¦¥áâ¢®
�(Y ) 6= ; â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«­ï¥âáï å®âï ¡ë ®¤­® ¨§ ãá«®¢¨©:

(i) L(Y )
T
G(Y ) 6= ;,

(ii) 9y� 2 P (Y ) n L(Y ) 8y; y0 2 Y
�
((y1 < y�1 < y01)& (y02 < y�2 < y2)) =)

����y
�

1 � y1 y�2 � y2
y01 � y1 y02 � y2

���� � 0
�
.
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2. �à¨§­ ª¨ à §à¥è¨¬®áâ¨

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­ ï § ¤ ç  (Y; 2) à §à¥è¨¬  á ¯®¬®éìî ���, ¥á«¨ ¢ë-
¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥

8y� 2 P (Y ) 9� 2 (0; 1) (l(�; y�) = minfl(�; y) : y 2 Y g):

� ãç¥â®¬ ¢ª«îç¥­¨ï G(Y ) � P (Y ) ¨ â¥®à¥¬ë �¦®ääà¨®­  [5] § ¤ ç  à §à¥è¨¬  á ¯®¬®éìî
���, ¥á«¨ P (Y ) = �(Y ).

�¥®à¥¬  1. �¨ªà¨â¥à¨ «ì­ ï § ¤ ç  (Y; 2) à §à¥è¨¬  á ¯®¬®éìî ��� â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë ãá«®¢¨ï

(i) L(Y ) � G(Y );

(ii) 8y� 2 P (Y ) 8y; y0 2 Y
�
((y1 < y�1 < y01)& (y02 < y�2 < y2)) =)

����y
�

1 � y1 y�2 � y2
y01 � y1 y02 � y2

���� � 0
�
.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ 2 ¨ 3.
�«ï ®æ¥­ª¨ y 2 Y ®¯à¥¤¥«¨¬ ª®­ãá

K"(y) =
�
y0 2 R2 :

�
" 1� "

1� " "

�
(y0 � y)T � (0; 0)T

�
; " 2 R;

  ¤«ï ®æ¥­®ª y; y0 2 Y | ¯®«ã¯«®áª®áâì

H(y; y0) =
�
y00 2 R2 :

����y
00

1 � y1 y002 � y2
y01 � y1 y02 � y2

���� � 0
�
:

�  ®á­®¢ ­¨¨ â¥®à¥¬ë 15 ¨§ ([2], £«. 2)  ­ «®£®¬ â¥®à¥¬ë 1 ï¢«ï¥âáï

�¥®à¥¬  10. �¨ªà¨â¥à¨ «ì­ ï § ¤ ç  (Y; 2) à §à¥è¨¬  á ¯®¬®éìî ��� â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë ãá«®¢¨ï

(i) 8y� 2 L(Y ) 9" 2 (0; 1
2
] (K"(y�)

T
Y = fy�g);

(ii) 8y� 2 P (Y ) 8y; y0 2 Y (((y1 < y�1 < y01)& (y02 < y�2 < y2)) =) y� =2 H(y; y0)).

� á«ãç ¥, ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à­ëå ®æ¥­®ª Y ª®­¥ç­®, G(Y ) = P (Y ) (­ ¯à., [2], [3]).
�®íâ®¬ã á ãç¥â®¬ ¢ª«îç¥­¨ï L(Y ) � P (Y ) ¨§ â¥®à¥¬ë 1 ¯®«ãç ¥¬

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �«ï â®£® çâ®¡ë ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­ ï § ¤ ç  (Y; 2) á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢¥ª-
â®à­ëå ®æ¥­®ª Y ¡ë«  à §à¥è¨¬  á ¯®¬®éìî ���, ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë ¢ë¯®«­ï-
«®áì ãá«®¢¨¥ (ii) â¥®à¥¬ë 1.

�â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®© ¢¥ªâ®à­®© § ¤ ç¨, ã ª®â®à®© 0 < jY j <1, ¬­®¦¥áâ¢® �(Y ) ­¥¯ãáâ®,
¯®áª®«ìªã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ L(Y ) 6= ; ¨ L(Y ) � �(Y ) (­ ¯à., [12]{[15]).

�á¯®«ì§ãï á«¥¤áâ¢¨¥ 1, ­ ©¤¥¬ ¤®áâ â®ç­ë¥,   â ª¦¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï à §à¥è¨¬®áâ¨
á ¯®¬®éìî ��� ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­®© § ¤ ç¨ (Y; 2) á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢¥ªâ®à­ëå ®æ¥­®ª,
¯à®¢¥àª  ª®â®àëå ¬¥­¥¥ âàã¤®¥¬ª , ç¥¬ ¯à®¢¥àª  ãá«®¢¨© á«¥¤áâ¢¨ï 1.

�à¥¤¢ à¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¨¬ ¤¢  ¬­®¦¥áâ¢ :

Y1 = y1(X) = fu 2 R : u = y1(x); x 2 Xg;

Y2 = y2(X) = fv 2 R : v = y2(x); x 2 Xg:

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì jY j < 1. �®£¤  ¤«ï â®£® çâ®¡ë ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­ ï § ¤ ç  (Y; 2) ¡ë« 
à §à¥è¨¬  á ¯®¬®éìî ���, ¤®áâ â®ç­® ãá«®¢¨ï

8u; u0; u00 2 Y1 8v; v
0; v00 2 Y2 (((u < u0 < u00)& (v < v0 < v00)) =)

=) ((2u0 � u+ u00)& (2v0 � v + v00))): (4)

67



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ y� 2 P (Y ) ¨ y; y0 2 Y , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ­¥à ¢¥­-
áâ¢ ¬ y1 < y�1 < y01 ¨ y

0

2 < y�2 < y2, ­  ®á­®¢ ­¨¨ ãá«®¢¨ï (4) á¯à ¢¥¤«¨¢ë ­¥à ¢¥­áâ¢ 

y01 � y�1 � y�1 � y1; y2 � y�2 � y�2 � y02:

�âáî¤  ¢ë¢®¤¨¬

0 � (y01 � y�1)(y2 � y�2)� (y�1 � y1)(y�2 � y02) = (y01 � y�1)(y2 � y�2) + (y�1 � y1)(y2 � y�2)�

� (y�1 � y1)(y
�

2 � y02)� (y�1 � y1)(y2 � y�2) = ((y01 � y�1) + (y�1 � y1))(y2 � y�2)�

� (y�1 � y1)((y
�

2 � y02) + (y2 � y�2)) = (y01 � y1)(y2 � y�2)� (y�1 � y1)(y2 � y02) =
����y

�

1 � y1 y�2 � y2
y01 � y1 y02 � y2

���� ;
â. ¥. ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (ii) â¥®à¥¬ë 1. �«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤áâ¢¨ï 2 ®áâ «®áì
¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ 1.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �ãáâì jY j < 1. �®£¤  ¤«ï â®£® çâ®¡ë ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­ ï § ¤ ç  (Y; 2) ¡ë« 
à §à¥è¨¬  á ¯®¬®éìî ���, ¤®áâ â®ç­® ãá«®¢¨ï

8u; u0 2 Y1

�
u < u0 =) u0 � u

maxfv � v0 : v; v0 2 Y2g

minfv � v0 > 0 : v; v0 2 Y2g

�
: (5)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (5). �®£¤  ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ y� 2 P (Y ) ¨
y; y0 2 Y , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬ y1 < y�1 < y01 ¨ y

0

2 < y�2 < y2, á¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â­®è¥­¨ï

0 � (y01 � y�1)minfv � v0 > 0 : v; v0 2 Y2g � (y�1 � y1)maxfv � v0 : v; v0 2 Y2g �

� (y01 � y1)(y2 � y�2)� (y�1 � y1)(y2 � y02) =
����y

�

1 � y1 y�2 � y2
y01 � y1 y02 � y2

���� ;

â. ¥. ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (ii) â¥®à¥¬ë 1,   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­  ®á­®¢ ­¨¨ á«¥¤áâ¢¨ï 1 § ¤ ç  (Y; 2)
à §à¥è¨¬  á ¯®¬®éìî ���.

� [16]{[18] ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë à §«¨ç­ë¥ ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï à §à¥è¨¬®áâ¨ á ¯®¬®éìî ���
¤«ï ¢¥ªâ®à­ëå § ¤ ç (Y; n), jY j <1, á ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ç¨á«®¬ ªà¨â¥à¨¥¢. �® áà ¢­¥­¨î á ­¥ª®-
â®àë¬¨ ¨§ ­¨å (­ ¯à., á â¥®à¥¬®© 2 [18]) ¯à¨ n = 2 á«¥¤áâ¢¨ï 2 ¨ 3 ï¢«ïîâáï ¡®«¥¥ á¨«ì­ë¬¨
ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬¨.

� à ¡®â å [10], [21] ¯à¨¢®¤¨«¨áì à¥§ã«ìâ âë ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®£® íªá¯¥à¨¬¥­â  ® ¯à®æ¥­â­®¬
á®¤¥à¦ ­¨¨ ª®«¨ç¥áâ¢  íää¥ªâ¨¢­ëå ®æ¥­®ª, ­ å®¤¨¬ëå ���, ¢ ç¨á«¥ ¢á¥å íää¥ªâ¨¢­ëå
®æ¥­®ª ¤«ï ª« áá¨ç¥áª¨å ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­ëå § ¤ ç ¤¨áªà¥â­®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï á MINSUM{
MINMAX{ªà¨â¥à¨ï¬¨ ¨ MINMAX{MINMAX{ªà¨â¥à¨ï¬¨. � ¬¥â¨¬, çâ® ­  ®á­®¢ ­¨¨ á«¥¤-
áâ¢¨ï 2 ¨«¨ 3 â ª®£® ª« áá  § ¤ ç¨ ¬®¦­® á¢¥áâ¨ §  ¯®«¨­®¬¨ «ì­®¥ ¢à¥¬ï ª íª¢¨¢ «¥­â­ë¬
§ ¤ ç ¬ á â¥¬¨ ¦¥ ªà¨â¥à¨ï¬¨ ¨ à §à¥è¨¬ë¬ á ¯®¬®éìî ��� (¯®¤®¡­ë©  «£®à¨â¬ á¢¥¤¥­¨ï
á¬. ¢ [16]{[18]).

�à¨¢¥¤¥¬ ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ à §à¥è¨¬®áâ¨ á ¯®¬®éìî ��� ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­®© § ¤ ç¨ á
ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢¥ªâ®à­ëå ®æ¥­®ª.

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �ãáâì jY j < 1. �«ï â®£® çâ®¡ë ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­ ï § ¤ ç  (Y; 2) ¡ë«  à §à¥-
è¨¬  á ¯®¬®éìî ���, ­¥®¡å®¤¨¬®, çâ®¡ë ¢ë¯®«­ï«¨áì ­¥à ¢¥­áâ¢ 

y�2 � yoo2
yoo1 � y�1

�
yo2 � y�2
y�1 � yo1

8y� 2 P (Y ) n L(Y ); (6)

£¤¥ yo 2 L(Y; (1; 2)), yoo 2 L(Y; (2; 1)).

68



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­ ï § ¤ ç  (Y; 2) à §à¥è¨¬  á ¯®¬®éìî ���. �®£¤ 
¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 1 ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (ii) â¥®à¥¬ë 1, ¨§ ª®â®à®£® ¢ë¢®¤¨¬ ä®à¬ã«ã

8y� 2 P (Y ) 8y; y0 2 Y

�
((y1 < y�1 < y01)& (y02 < y�2 < y2)) =)

y�2 � y02
y01 � y�1

�
y2 � y�2
y�1 � y1

�
:

�âáî¤  á ®ç¥¢¨¤­®áâìî ¢ëâ¥ª îâ ­¥à ¢¥­áâ¢  (6).

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �ë¯®«­¥­¨¥ ­¥à ¢¥­áâ¢ (6) ¤«ï ­¥ª®â®à®© ®æ¥­ª¨ y� 2 P (Y ) nL(Y ) ï¢«ï¥âáï
­¥®¡å®¤¨¬ë¬ ¨ ¤®áâ â®ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ­ å®¦¤¥­¨ï á ¯®¬®éìî ��� ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­®©
íää¥ªâ¨¢­®© ®æ¥­ª¨ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  P (Y ) n L(Y ) ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­®© § ¤ ç¨ (Y; 2), jY j <1. �¥®¡-
å®¤¨¬®áâì ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 4,   ¤®áâ â®ç­®áâì «¥£ª® ¤®ª § âì ¬¥â®¤®¬ ®â ¯à®â¨¢­®£®.

�  ®á­®¢ ­¨¨ § ¬¥ç ­¨ï 1 ��� á ¢¥à®ïâ­®áâìî 1=2 ­ å®¤¨â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­ã íää¥ªâ¨¢-
­ãî ®æ¥­ªã ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  P (Y ) n L(Y ) ¡¨ªà¨â¥à¨ «ì­®© § ¤ ç¨ (Y; 2) á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬
¢¥ªâ®à­ëå ®æ¥­®ª Y .

� ¬¥ç ­¨¥ 2. �á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â áâ âì¨ (â¥®à¥¬  1) ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì à á¯à®áâà ­¥­ ­ 
á«ãç © ¢¥ªâ®à­®© § ¤ ç¨ (Y; n) ¯à¨ n � 3, ¯®áª®«ìªã, ª ª ¯®ª § ­® ¢ [15], ¤ ¦¥ ¢ª«îç¥­¨¥
L(Y ) � G(Y ) ­¥ ï¢«ï¥âáï ¤®áâ â®ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  L(Y ) á ¯®¬®éìî
���.
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