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Краткое сообщение

Н.ТЕМИРГАЛИЕВ, Ш.К.АБИКЕНОВА, А.Ж.ЖУБАНЫШЕВА, Г.Е.ТАУГЫНБАЕВА

ЗАДАЧИ ДИСКРЕТИЗАЦИИ РЕШЕНИЙ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ,
ЧИСЛЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ И ВОССТАНОВЛЕНИЯ

ФУНКЦИЙ В КОНТЕКСТЕ КОМПЬЮТЕРНОГО (ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО)
ПОПЕРЕЧНИКА

Аннотация. В статье исследованы три конкретизации компьютерного (вычислительного) по-
перечника — дискретизация решений волнового уравнения, численное дифференцирование и
восстановление функций.

Ключевые слова: компьютерный (вычислительный) поперечник, дискретизация решений урав-
нений в частных производных, дискретизация оператора, восстановление функций, инфор-
мативная мощность данного набора функционалов, предельная погрешность.

УДК: 519.6

Данная статья относится к теме “Поперечники множеств”, восходящей к А.Н.Колмогоро-
ву [1], первоначальная идея в которой заключалась в нахождении подпространства данной
конечной размерности, наилучшим образом приближающего данное множество в данной
метрике среди всех других подпространств той же размерности. Различные реализации
этой идеи привели к разным видам поперечников.

В русле такого же подхода здесь определен поперечник, где в качестве приближающего
объекта в оптимизационной задаче выступают вычислительные агрегаты (все определения
даны ниже). Основания к этому следующие. Исследования явлений действительного ми-
ра математическими методами проводятся по схеме: от наблюдений и экспериментов к по-
строению математической модели с последующим изучением математическими средствами,
которые завершаются выводами в рамках модели и их сравнением с реальными фактами.
Компьютер дает возможность запомнить и оперировать с большими конечными массива-
ми чисел и производит над ними четыре арифметические операции. При этом вычисление
функционалов — основных носителей числовой информации, как правило, не может быть
математически точным, поэтому самое лучшее, на что можно рассчитывать, — это точ-
ность, с которой заданы сами используемые значения функционалов. К тому же излишняя
точность вычислений при реализации алгоритма приводит к неоправданному увеличению
объема памяти и количества арифметических операций, поскольку не улучшает заложен-
ного в алгоритме порядка точности.

Математическим эквивалентом изложенных положений является компьютерный (вычис-
лительный) поперечник (сокращенно К(В)П), к определению которого перейдем [2]–[3].

Задача восстановления по неточной информации имеет различные постановки [2]–[6].
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Исходным в каждой из них является определение

δN (ε(N))Y = inf
(l(N),ϕN )∈DN

sup
{∥∥u(·; f) − ϕN (z1, . . . , zN ; ·)

∥∥
Y

: f ∈ F и

∣∣l(j)N (f) − zj

∣∣ ≤ ε
(j)
N (j = 1, . . . , N)

}
≡ inf

(l(N),ϕN )∈DN

sup
{∥∥u(·; f) − ϕN

(
l
(1)
N (f)+

+ γ
(1)
N ε

(1)
N , . . . , l

(N)
N (f) + γ

(N)
N ε

(N)
N ; ·

)∥∥
Y

: f ∈ F,
∣∣γ(j)

N

∣∣ ≤ 1 (j = 1, . . . , N)
}
, (1)

где ε(N) ≡
{
ε
(j)
N

}N

j=1
— неотрицательная последовательность. В случае ε

(j)
N ≡ 0 (j = 1, 2, ..., N)

речь будет идти о задаче восстановления по точной информации.
Здесь l

(1)
N , . . . , l

(N)
N — набор функционалов l(N), заданных на линейной оболочке функци-

онального класса F , определенная на CN ×ΩY числовая функция ϕN (z1, . . . , zN ; y) — алго-
ритм переработки приближенной информации об f , полученной от функционалов
l
(1)
N (f), . . . , l(N)

N (f) с точностью ε(N), после чего как функция от y приобретает статус вы-
числительного агрегата для приближенного вычисления оператора (Tf) (y) = u(y; f), DN

— данный набор комплексов
(
l
(1)
N , . . . , l

(N)
N ;ϕN

)
≡

(
l(N), ϕN

)
.

В рамках приведенных обозначений и определений задача К(В)П в собирательном смыс-
ле заключается в последовательном решении трех задач (записи A << B и A �≺ B соот-
ветственно означают |A| ≤ cB и одновременное выполнение A << B и B << A):

К(В)П-10 : находится �≺ δN (0)Y , (2)

К(В)П-20 : находится {ε̃N} такое, что δN (0)Y �≺ δN (ε̃N )Y , (3)

с одновременным выполнением

К(В)П-30 : ∀ηN ↑ +∞ : lim
N→+∞

δN (ηN ε̃N )Y
δN (0)Y

= +∞. (4)

По существу речь будет идти о нахождении �≺ δN (0) и ε̃N .
Название “компьютерный (вычислительный) поперечник” объясняется следующим.
Поперечник (с уточнением “вычислительный”) — оптимизация проводится по наборам

вычислительных агрегатов.
Компьютерный — вычислительные агрегаты строятся по приближенным значениям функ-

ционалов l
(1)
N , . . . , l

(N)
N как носителей числовой информации с последующей переработкой по

алгоритму ϕN в полном соответствии с описанием компьютера как технического устрой-
ства.

На алгоритм переработки информации ϕN (z1, . . . , zN ; y) не налагаются какие-либо огра-
ничения, кроме принадлежности пространству Y как функции y ∈ ΩY при любых фиксиро-
ванных z1, . . . , zN . Оценка сверху предполагает конкретизацию ϕN , без каких-либо предва-
рительных условий, с сопутствующей алгоритмической сложностью (содержащую, в част-
ности, количество арифметических операций для своей реализации), обусловленную лишь
требованиями самой задачи по информации, полученной от N функционалов обеспечить
порядок оценки снизу.

К(В)П-10 содержит (см. [2]–[3]) в качестве конкретизаций известные поперечники Колмо-
горова, Корнейчука, Тихомирова, Темлякова и т. п., в аппроксимационных задачах — ряды
Фурье по всевозможным системам, всевозможные базисы, включая вейвлет-системы и жад-
ные алгоритмы. Однако, например, поперечник “кодирования” не включается в схему К(В)П.

Данное сообщение посвящено трем конкретизациям сформулированной общей задачи
восстановления.
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1. Задача дискретизации решений задачи Коши для волнового уравнения
(s = 1, 2, . . . )

∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
1

+ · · · + ∂2u

∂x2
s

(u = u (x, t) , 0 ≤ t < ∞, x ≡ (x1, . . . , xs) ∈ Rs) ,

с начальными условиями

u(x, 0) = f1(x) ∈ W r1
2 (0, 1)s,

∂u

∂t
(x, 0) = f2 (x) ∈ W r2

2 (0, 1)s (x ∈ Rs) ,

где W r
p (0, 1)s — классы Соболева (см., например, в [7]–[8]), f̂ (m) =

∫
[0,1]s

f (x) e−2πi(m,x)dx —

тригонометрические коэффициенты Фурье, Z+ = {1, 2, ...}, ‖g(x, t)‖L2,∞ = sup
t≥0

‖g(·, t)‖L2(0,1)s .

Теорема 1. Пусть заданы целое положительное число s, числа r1 и r2 такие, что
r1 > 2 + s/2, r2 > 1 + s/2. Тогда имеют место соотношения
К(В)П-10:

δN (0N )L2,∞ ≡ min
N1∈Z+, N2∈Z+:

N1+N2=N

inf
m(1),...,m(N1)

n(1),...,n(N2), ϕN

sup
f1∈W

r1
2 (0,1)s

f2∈W
r2
2 (0,1)s

E1 �≺ N−min{r1,r2+1}
s ,

где E1 =
∥∥u(x, t; f1, f2) − ϕN (

∧
f1(m(1)), . . . ,

∧
f1(m(N1)),

∧
f2(n(1)), . . . ,

∧
f2(n(N2));x, t)

∥∥
L2,∞ .

К(В)П-20:

δN (0N )L2,∞ �≺ δN

(
ε̃
N

(0)
1 ,N

(0)
2

= (ε̃
N

(0)
1

, ε̃
N

(0)
2

)
)
L2,∞ ≡

≡ min
N1∈Z+, N2∈Z+:

N1+N2=N

inf
m(1),...,m(N1)

n(1),...,n(N2), ϕN

sup
f1∈W

r1
2 (0,1)s

f2∈W
r2
2 (0,1)s

E2 �≺ N−min{r1,r2+1}
s ,

где

E2 =
{∥∥u(x, t; f1, f2) − ϕN (

∧
f1(m(1)) + γ

(1)
N1

ε̃
(1)
N1

, . . . ,
∧
f1(m(N1)) + γ

(N1)
N1

ε̃
(N1)
N1

,

∧
f2(n(1)) + γ

(1)
N2

ε̃
(1)
N2

, . . . ,
∧
f2(n(N2)) + γ

(N2)
N2

ε̃
(N2)
N2

;x, t)
∥∥

L2,∞ :

f1 ∈ W r1
2 (0, 1)s, f2 ∈ W r2

2 (0, 1)s,
∣∣γ(j1)

N

∣∣ ≤ 1

(j1 = 1, . . . , N1),
∣∣γ(j2)

N

∣∣ ≤ 1 (j2 = 1, . . . , N2)
}
,

и где для N1 и N2 (N1 + N2 = N)

ε̃N1,N2
≡

(
ε̃N1

, ε̃N2
) = (ε̃(1)

N1
, ε̃

(2)
N1

, . . . , ε̃
(N1)
N1

, ε̃
(1)
N2

, ε̃
(2)
N2

, . . . , ε̃
(N2)
N2

)
есть N -мерный вектор с компонентами

ε̃
(j1)
N1

= N
−r1/s−1/2
1 (j1 = 1, 2, . . . , N1),

ε̃
(j2)
N2

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

N
− r2+1

s
2 , s = 1;

N
− r2+1

s
2 (ln N2)

− 1
2 , s = 2;

N
− r2+1

s
−( 1

2
− 1

s)
2 = N

− r2
s
− 1

2
2 , s > 2 (j2 = 1, 2, . . . , N2),
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N
(0)
1 и N

(0)
2 (N (0)

1 + N
(0)
2 = N) — одна из пар, реализующих минимум погрешности дис-

кретизации, 0N — нулевой N -мерный вектор, причем для всякой возрастающей к +∞
положительной последовательности {ηN}∞N=1 имеет место равенство

К(В)П-30: lim
N→∞

δN (ηN ε̃
N

(0)
1

, N
(0)
2

)L2,∞

δN (0N )L2,∞
= ∞.

Замечание. Правильные порядки дискретизации по точной информации в теореме 1 уста-
новлены в [7].

2. Точные порядки компьютерного (вычислительного) поперечника при дис-
кретизации операторов дифференцирования функций. Основным методом прибли-
женного вычисления производных является замена их на соответствующие конечные раз-
ности: f ′ (x) ≈ f(x+h)−f(x)

h .
Вместе с тем, как это утверждается в ([8], с. 389), “ . . . разностный метод аппроксимации

элементов компакта X требует катастрофически большого числа узлов по сравнению с
оптимальным количеством вещественных параметров Nопт (ε)”, причем “вывод о край-
ней неэффективности разностного метода по количеству потребных для аппроксимации
вещественных параметров имеет общий характер и справедлив для любой разностной
схемы”. Поэтому задача отыскания новых методов является актуальной.

Теорема 2. Пусть даны целое положительное число s (s = 1, 2, . . . ) и неотрицательные
числа r, αj (j = 1, 2, . . . , s) такие, что r > α1 + · · · + αs (производные (α1, . . . , αs) пони-
маются в смысле Вейля). Тогда для ε̃N = N−r/s−1/2 (N = ns, n = 1, 2, . . . ) справедливы
соотношения
К(В)П-10:

δN (0)L2 ≡ inf
m(1),...,m(N)∈Zs;ϕN

sup
f∈W r

2 (0,1)s

∥∥f (α1,...,αs) (x)−

− ϕN

(
f̂
(
m(1)

)
, . . . , f̂

(
m(N)

)
;x

)∥∥
L2(0,1)s

�≺ N− r
s
+

α1+···+αs
s ;

К(В)П-20:

δN (0)L2 �≺ δN (ε̃N = N− r
s
− 1

2 )L2 ≡ inf
m(1),...,m(N)∈Zs;ϕN

sup
{∥∥f (α1,...,αs) (x)−

− ϕN

(
f̂
(
m(1)

)
+ γ

(1)
N ε̃N , . . . , f̂

(
m(N)

)
+ γ

(N)
N ε̃N ;x

)∥∥
L2(0,1)s :

f ∈ W r
2 (0, 1)s ,

∣∣∣γ(j)
N

∣∣∣ ≤ 1 (j = 1, . . . , N)
}

�≺ N− r
s
+

α1+···+αs
s ,

причем для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности {ηN}∞N=1
имеет место равенство

К(В)П-30: lim
N→∞

δN (ηN ε̃N=ηN N− r
s− 1

2 )L2

δN (0)L2
= +∞.

Прокомментируем теорему 2. Таким образом, в случае, когда гладкость функции опре-
деляется принадлежностью к многомерным классическим пространствам Соболева, а ин-
формация снимается с тригонометрических коэффициентов Фурье — одного из основных
функционалов, задача приближенного дифференцирования решена в полном объеме. Имен-
но, выписаны точные порядки δN (0)L2 �≺ N− r

s
+

α1+···+αs
s восстановления производных в

идеальном случае, когда используются точные значения функционалов. Величины δN (0)L2

называем информативной мощностью данного класса функционалов, в изучаемом в теоре-
ме 2 случае — тригонометрических коэффициентов Фурье. После чего вычислена величина
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погрешности тригонометрических коэффициентов Фурье ε̃N = N− r
s
− 1

2 , сохраняющая поря-
док идеального восстановления, но с определяющим ее дополнительным условием — сколь
угодно медленное бесконечное увеличение этой погрешности ведет к потере порядка вос-
становления по точной информации.

Интересным и неожиданным фактом в теореме 2 является и то обстоятельство, что пре-
дельная погрешность ε̃N = N− r

s
− 1

2 не зависит от порядка дифференцирования функций
α ≡ (α1, . . . , αs).

3. Как правильно использовать в вычислительной практике многочлены Ла-
гранжа? Пусть D

(∗)
N = {(l1(f), . . . , lN (f)) : lj(f) — любые линейные функционалы на линей-

ной оболочке F = W r
p (0, 1) такие, что |lj(1)| ≤ 10 (j = 1, . . . , N) } × {ϕN}.

Теорема 3. Пусть даны числа 1≤p<q≤∞ и r (r = 1, 2, . . . ) такие, что r− (1/p−1/q) > 0.
Тогда при ε̃N = N−(r−(1/p−1/q)) выполнены соотношения
К(В)П-10: δN (0)Lq ≡

≡ inf
(l(N),ϕN)∈D

(∗)
N

sup
f∈W r

p (0,1)
‖f (x) − ϕN (l1(f), . . . , lN (f);x)‖Lq(0,1) �≺ N−

(
r−

(
1
p
− 1

q

))
, (5)

К(В)П-20: δN (0)Lq �≺ δN (ε̃N )Lq ≡ inf
(l(N),ϕN)∈D

(∗)
N

sup
f∈W r

p (0,1)

|γ(j)
N |≤1 (j=1,...,N)

∥∥f (x)−

−ϕN (l1(f) + γ
(1)
N ε̃N , . . . , lN (f) + γ

(N)
N ε̃N ;x)

∥∥
Lq(0,1)

�≺ N
−
(
r−

(
1
p
− 1

q

))
, (6)

причем для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности {ηN}∞N=1
имеет место равенство
К(В)П-30:

lim
N→∞

δN

(
ηN ε̃N = ηNN−

(
r−

(
1
p
− 1

q

)))
Lq

δN (0)Lq

= +∞. (7)

То же самое справедливо для класса Никольского Hr
p(0, 1) и Y = L∞ ≡ C.

Верхняя оценка в (5), (6) реализуется на интерполяционных сплайнах Лагранжа L
(i)
N,r(x; f).

При r ≥ 2 функция L
(i)
N,r(x; f) определена на отрезке i(r − 1)/N ≤ x ≤ (i + 1)(r − 1)/N в

виде алгебраического многочлена

L
(i)
N,r(x; f) =

r−1∑
j=0

f

(
i(r − 1) + j

N

) r−1∏
t=0
t	=j

N

j − t

(
x − i(r − 1) + t

N

)
(i = 0, . . . , k − 1)

порядка (r − 1), где N = (r − 1)k (r = 2, 3, . . . ; k = 2, 3, . . . ).
При r = 1 под L

(i)
N,1(x; f) (i = 0, . . . , N − 1) понимаем линейную на

[
i
N , i+1

N

]
функцию,

совпадающую с f в точках i
N и i+1

N .

И, наконец, LN (x; f) =
N∑

j=0
f
( j

N

) N∏
t=0
t	=j

N
j−t

(
x − t

N

)
— собственно многочлен Лагранжа.

Как это следует из соотношений (5), (6), при повышении гладкости r восстановлива-
емых функций повышается скорость интерполяции �≺ N−(r−(1/p−1/q)), но одновременно
усложняется базовый интерполяционный сплайн — многочлен Лагранжа степени r − 1 с
равноотстоящими узлами.
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Отметим, что это согласуется с результатами статьи [5], где количество узлов N = n
многочлена Лагранжа — оптимального приближающего агрегата, совпадает с показателем
гладкости r = n класса Соболева.

Далее, вычислительные агрегаты, построенные по всей возможной линейной информа-
ции с переработкой произвольными алгоритмами ϕN , содержат в себе, можно сказать, все
мыслимые вычислительные средства. В частности, понятия и методы численного анализа и
вычислительной математики: линейный поперечник, поперечник Фурье (ортопоперечник),
частичные суммы рядов Фурье по всевозможным ортонормированным системам (включая
системы, состоящие из всплесков) и разложений по базисам, линейные методы суммирова-
ния рядов Фурье, не могут улучшить порядок приближения (детали отмечены в [2]–[3]).

Из теоремы 3 можно сделать определенные выводы общего характера. В ([9], с. 192) дает-
ся следующая рекомендация: не следует использовать в вычислительной практике алгеб-
раические интерполяционные многочлены с равноотстоящими узлами при значительном
числе узлов.

На основе соотношений (5)–(7) приходим к выводу, что многочлен Лагранжа необходимо
использовать не глобально на всем отрезке, а локально в сплайн-форме. Тогда восстанов-
ление (более того — интерполяция) будет наилучшим в смысле двух “абсолютов”: (2) и
(5) — информативной мощности всех возможных линейных функционалов и предельной
погрешности (3)–(4) и (6)–(7) соответственно.

Приведем результаты численных экспериментов, где в качестве показателя точности вос-
становления примем величины (M > N)

∆лагр.(f ;N ;M) = max
x=x0,x1,...,xM

|f(x) − LN (x; f)| и

∆спл.(f ; r; k;N ;M) = max
i=0,...,k−1

max
{∣∣f(x) − L

(i)
N,r(x; f)

∣∣ : x = xj ∈
[ (r−1)i

N , (r−1)(i+1)
N

]
,

j = 0, . . . ,M
}
.

Тогда
Функция f(x) = 1

x2+0.25
([10], с. 28)

Порядок равномерного разбиения Погрешности ∆ в M узлах
N = (r − 1)k = 100 M = 1000, xj = j/M (j = 0, 1, . . . ,M)

r − 1 k ∆спл. ∆лагр.
2 50 3.11Е-14 1.48Е-04
4 25 1.56Е-14
5 20 1.23Е-14
10 10 5.44Е-15
20 5 3.55Е-15
25 4 1.78Е-15
50 2 4.00Е-15

Здесь погрешности ∆ вычислены двумя способами — на Visual Basic и на Maple, с од-
ними и теми же результатами при заложенной точности ε = 10−16 (вычисления проведены
совместно с СНС лаборатории научных вычислений ИТМ и НВ Н.Наурызбаевым).

Прокомментируем динамику лагранжевой сплайн-интерполяции: лагранжева сплайн-ин-
терполяция во всех случаях в 1010–1011 раз лучше интерполяции полиномом Лагранжа,
причем точность убывает по мере продвижения от левого конца отрезка [0, 1] к правому.
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Abstract. We study three concretizations for a computer (computing) diameter, namely, the
discretization of solutions to the Klein–Gordon equation, numerical differentiation, and the function
reconstruction.
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