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1. �¢¥¤¥­¨¥

� ª ¨§¢¥áâ­®, ¢ ¯®á«¥¤­¨¥ ¤¢  ¤¥áïâ¨«¥â¨ï áä®à¬¨à®¢ « áì â®çª  §à¥­¨ï, á®£« á­® ª®â®à®©
 ¤¥ª¢ â­ë¬¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬¨ ¬®¤¥«ï¬¨ £à ­¨æ à¥ «ì­ëå â¥«, âà ¥ªâ®à¨©, âà¥é¨­ ¨ â.¯. ï¢«ï-
îâáï ­¥ £« ¤ª¨¥ ¨«¨ ªãá®ç­®-£« ¤ª¨¥ «¨­¨¨ ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨,   äà ªâ «ë | ®¡ê¥ªâë ¤à®¡­®©
¬¥âà¨ç¥áª®© à §¬¥à­®áâ¨. �à¨ íâ®¬ ¢ ¯à¨ª« ¤­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨ïå ®á®¡®¥ §­ ç¥­¨¥ ¯à¨¤ ¥âáï
á¢®©áâ¢ã á ¬®¯®¤®¡¨ï äà ªâ «®¢, ¬®¤¥«¨àãîé¥¬ã ä¨§¨ç¥áªãî ®¤­®à®¤­®áâì ¨å à¥ «ì­ëå ¯à®-
®¡à §®¢ (­ ¯à., [1], [2]).

� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢áâ ¥â ¯à®¡«¥¬  à¥è¥­¨ï à §«¨ç­ëå ªà ¥¢ëå § ¤ ç ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨
¢ ®¡« áâïå á äà ªâ «ì­ë¬¨ £à ­¨æ ¬¨. � ª« áá¨ç¥áª®¬ (â. ¥. £« ¤ª®¬ ¨«¨ ªãá®ç­®-£« ¤ª®¬)
á«ãç ¥ ¬­®£¨¥ ¨§ ­¨å à¥è îâáï á ¯®¬®éìî ª®­âãà­ëå ¨ ¯®¢¥àå­®áâ­ëå ¨­â¥£à «®¢. �®íâ®¬ã
§¤¥áì ¢®§­¨ª ¥â, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¨­â¥£à « Z

�

f(z)dz; (1)

£¤¥ � | äà ªâ «ì­ ï ªà¨¢ ï ­  ¯«®áª®áâ¨ ª®¬¯«¥ªá­®© ¯¥à¥¬¥­­®© z,   f(z) | § ¤ ­­ ï ­ 
íâ®© ªà¨¢®© äã­ªæ¨ï. �« áá¨ç¥áª ï â¥®à¨ï â ª®£® ¨­â¥£à «  ®¯¨à ¥âáï ­  ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ®
á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨ ªà¨¢®©. �® äà ªâ «ì­ ï ªà¨¢ ï � ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì á¯àï¬«ï¥¬®©. �®-¢¨¤¨¬®¬ã,
¨¬¥­­® ¯®íâ®¬ã ®¯ã¡«¨ª®¢ ­­ë¥ ª ­ áâ®ïé¥¬ã ¢à¥¬¥­¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï íâ®£® ¨­â¥£à «  ¯®á¢ï-
é¥­ë £« ¢­ë¬ ®¡à §®¬ à §«¨ç­ë¬ ¯à®æ¥¤ãà ¬, ¯®§¢®«ïîé¨¬ ®¯à¥¤¥«¨âì ¨­â¥£à « ¯® äà ª-
â «ì­®© ªà¨¢®© (1) ª ª ­¥ª®â®àë© ­®¢ë© ®¡ê¥ªâ.

�¥©ç á ¨§¢¥áâ­® ­¥áª®«ìª® â ª¨å ®¯à¥¤¥«¥­¨©. �¤­® ¨§ ­¨å ®á­®¢ ­® ­  ä®à¬ã«¥ �â®ªá 
Z
�

f(z)dz = �

Z Z
D+

@f

@z
dz dz; (2)

á¯à ¢¥¤«¨¢®© ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  § ¬ª­ãâ ï á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï � ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ®¡« áâì D+,  
äã­ªæ¨ï f(z) ­¥¯à¥àë¢­  ¢ D

+
¨ ¨¬¥¥â ¢ D+ ¨­â¥£à¨àã¥¬ë¥ ç áâ­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¯¥à¢®£®

¯®àï¤ª . �®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¥é¥ �¨â­¨ ®â¬¥ç «, çâ® ¯à ¢ ï ç áâì à ¢¥­áâ¢  (2) ¬®¦¥â á«ã¦¨âì
®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ «¥¢®©, ¥á«¨ ªà¨¢ ï � ­¥á¯àï¬«ï¥¬ . �â®¡ë á¤¥« âì íâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®àà¥ªâ-
­ë¬, ¬ë ¤®«¦­ë ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¯à ¢ ï ç áâì (2) ­¥ ¬¥­ï¥âáï ¯à¨ § ¬¥­¥ ¢ ­¥© äã­ªæ¨¨ f
¤àã£®© äã­ªæ¨¥© á â¥¬¨ ¦¥ §­ ç¥­¨ï¬¨ ­  �. �â®â ¢®¯à®á ®¡áã¦¤ «áï ¢ [3], [4] ¤«ï äã­ªæ¨¨ f ,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ­  � ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á ¯®ª § â¥«¥¬ �, â. ¥. ãá«®¢¨î

sup
�
jf(t0)� f(t00)j
jt0 � t00j�

: t0; t00 2 �; t0 6= t00
�
= h�(f;�) <1:

�ëïá­¨«®áì, çâ® à ¢¥­áâ¢® (2) ¯à¨¢®¤¨â ª ª®àà¥ªâ­®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨­â¥£à «  ¯® ­¥á¯àï¬«ï-
¥¬®© ªà¨¢®© ¯à¨ ãá«®¢¨¨

� > d� 1; (3)
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£¤¥ d| ¢¥àå­ïï ¬¥âà¨ç¥áª ï à §¬¥à­®áâì ªà¨¢®© � (á¬. ¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢ [1]{[3],   â ª¦¥ ­¨¦¥).
� ¤ «ì­¥©è¥¬ H�(�) ®¡®§­ ç ¥â ¯à®áâà ­áâ¢® ��¥«ì¤¥à , á®áâ®ïé¥¥ ¨§ § ¤ ­­ëå ­  � äã­ª-

æ¨©, ¤«ï ª®â®àëå ª®­¥ç­  ¢¥«¨ç¨­  h�(f;�). � ª ç¥áâ¢¥ ­®à¬ë ¢ ­¥¬ ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì áã¬¬ã
supfjf(z)j : z 2 �g+ h�(f;�).

�®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¬¨­¨¬ «ì­®¥ âà¥¡®¢ ­¨¥, ¯®§¢®«ïîé¥¥ ¨á¯®«ì§®¢ âì ä®à¬ã«ã (2) ¢ ª ç¥áâ¢¥
®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨­â¥£à «  (1), á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë äã­ªæ¨ï f ¡ë«  á«¥¤®¬ ­  � § ¤ ­­®© ¢
D

+
äã­ªæ¨¨ ¨§ á®¡®«¥¢áª®£® ª« áá  W 1

1 . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®áâà ­áâ¢® ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå ¯® �
¢ á¬ëá«¥ (2) äã­ªæ¨© ¤®«¦­® ¡ëâì ª ª®©-â® ¢¥àá¨¥© ¯à®áâà ­áâ¢ �.�. �¥á®¢ . � [5], [6] ¯à¨
­¥ª®â®àëå ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ®£à ­¨ç¥­¨ïå ­  £¥®¬¥âà¨î � ¯®ª § ­®, çâ® íâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® â ª.

�â®à®© ¯®¤å®¤ ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨­â¥£à «  (1) ¬®¦­® ­ §¢ âì £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥©.
�á«¨ äã­ªæ¨ï f(z) § ¤ ­  ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ �, â® íâã ªà¨¢ãî ¬®¦­®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì «®¬ ­ë¬¨
�n, áå®¤ïé¨¬¨áï ª ­¥© ¢ ª ª®¬-«¨¡® á¬ëá«¥, ¨ ¯®«®¦¨âì

R
�

f(z)dz = lim
R
�n

f(z)dz: � ª ï áå¥¬ 

¨áá«¥¤ã¥âáï ¢ [4], [7], [8]. �ª § «®áì, çâ® ®­  ¯à®å®¤¨â ¤«ï f 2 H�(�) ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (3). � [9] â®â
¦¥ à¥§ã«ìâ â ¯®«ãç¥­ áà¥¤áâ¢ ¬¨ ­¥áâ ­¤ àâ­®£®  ­ «¨§ : ªà¨¢ ï � § ¬¥­ï¥âáï ¡¥áª®­¥ç­®
¡«¨§ª®© ª ­¥© «®¬ ­®© á ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè¨¬ ç¨á«®¬ §¢¥­ì¥¢.

�¢®©áâ¢¥­­®¥ ¯® ®â­®è¥­¨î ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨­â¥£à «  (1)
¯à¥¤«®¦¥­® ¢ [10]. �¤¥áì  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï ­¥ ªà¨¢ ï,   äã­ªæ¨ï. �á«¨ � ¥áâì ¯à®áâ ï ¤ã£  á
­ ç «®¬ a ¨ ª®­æ®¬ b,   ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¬­®£®ç«¥­®¢ fpn(z)g áå®¤¨âáï ­  � ª f(z), â® ¬®¦­®
¯®«®¦¨âì

R
�

f(z)dz = lim(Pn(b)�Pn(a)), £¤¥ Pn | ¯¥à¢®®¡à §­ ï pn; n = 1; 2; : : : � [10] ¯®ª § ­®,

çâ® íâ®â ¯à¥¤¥« áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fpng áå®¤¨âáï ª f ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H�(�),
¯®ª § â¥«ì � ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (3),   ¤ã£  � ­¥ áªàãç¨¢ ¥âáï ­  ª®­æ å ¢ á¯¨à «¨.

� «¥¥, ¢ [11], [12] ¨­â¥£à « (1) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ®¡®¡é¥­­ ï äã­ªæ¨ï á ­®á¨â¥«¥¬ �, ã¤®-
¢«¥â¢®àïîé ï àï¤ã  ªá¨®¬. �ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ â ª®© ®¡®¡é¥­­®© äã­ªæ¨¨ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï ¯à¨
â®¬ ¦¥ ãá«®¢¨¨ (3).

�á¥ íâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­®áïâ ª®á¢¥­­ë© å à ªâ¥à. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¬ë ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì å®â¨¬
®¡à â¨âì ¢­¨¬ ­¨¥ ­  ¢®§¬®¦­®áâì ¯àï¬®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï â ª®£® ¨­â¥£à « .

2. �®­âãà­ë© ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á . �¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ¨­¢ à¨ ­â­®áâì

�ãáâì � | ¯à®áâ ï ¤ã£  ­  ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâ¨ á ­ ç «®¬ a ¨ ª®­æ®¬ b,   f(z) | § ¤ ­-
­ ï ­  íâ®© ¤ã£¥ äã­ªæ¨ï. �®£« á­® ª« áá¨ç¥áª®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î ª®­âãà­®£® ¨­â¥£à « 

R
�

f(z)dz

á«¥¤ã¥â à §¡¨âì � ­  ¤ã£¨ f
jg
j=n
j=1 â®çª ¬¨ a = z0; z1; z2; : : : ; zn = b, § ­ã¬¥à®¢ ­­ë¬¨ ¢ ¯®àï¤ª¥

®¡å®¤  �, ¢ë¡à âì ­  ª ¦¤®© ¨§ ¤ã£ 
j ¯® â®çª¥ wj 2 
j ¨ à áá¬®âà¥âì à¨¬ ­®¢ë ¨­â¥£à «ì-

­ë¥ áã¬¬ë
nP
j=1

f(wj)(zj � zj�1). �ç¥¢¨¤­®, íâ¨ áã¬¬ë á®¢¯ ¤ îâ á ¨­â¥£à «ì­ë¬¨ áã¬¬ ¬¨,

¢®§­¨ª îé¨¬¨ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¨­â¥£à «  �â¨«ìâì¥á 
1R
0

f(z(x))dz(x); £¤¥ z = z(x) ¥áâì ­¥¯à¥-

àë¢­®¥ ¨ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ á¥£¬¥­â  I = [0; 1] ­  ¤ã£ã �, z(0) = a, z(1) = b:
�®íâ®¬ã íâ¨ ¨­â¥£à «ë áãé¥áâ¢ãîâ ¨«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ãîâ ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨ §­ ç¥­¨ï ¨å á®¢¯ ¤ -
îâ. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ª®­âãà­®£® ¨­â¥£à «  ¯® ­¥á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®©

¥áâì ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ­¥ª®â®à®£® ¨­â¥£à «  �â¨«ìâì¥á 
1R
0

f(x)dg(x) ¤«ï á«ãç ï, ª®£¤ 

¢ à¨ æ¨ï äã­ªæ¨¨ g(x) ­  ®âà¥§ª¥ I ­¥®£à ­¨ç¥­ . �á«®¢¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï â ª¨å ¨­â¥£à «®¢
¨§¢¥áâ­ë, ­® ¯à¥¦¤¥, ç¥¬ ®¯¨áë¢ âì ¨å, ¢¢¥¤¥¬ ¥é¥ ®¤­ã à §­®¢¨¤­®áâì ª®­âãà­®£® ¨­â¥£à « .

� §ë¢ ï â®çªã a ­ ç «®¬ ªà¨¢®© �,   â®çªã b ¥¥ ª®­æ®¬, ä¨ªá¨àã¥¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ®¡å®¤  � ¨
§ ¤ ¤¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ®â­®è¥­¨ï ¯®àï¤ª  â®ç¥ª íâ®© ªà¨¢®©: z1 < z2, ¥á«¨ z1 ¨ z2 ¯à¨­ ¤«¥¦ â
� ¨ z1 ¯à¥¤è¥áâ¢ã¥â z2, ¨ z1 � z2, ¥á«¨ z1 < z2 ¨«¨ z1 = z2. �á«¨ ªà¨¢ ï � § ¬ª­ãâ , â®
¯®«®¦¨¬ a = b,   ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ®¡å®¤  ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ¢ë¡¥à¥¬ â ª, çâ®¡ë ®£à ­¨ç¨¢ ¥¬ ï
íâ®© ªà¨¢®© ®¡« áâì ®áâ ¢ « áì á«¥¢  ®â ­¥¥; ä¨ªá æ¨ï â®çª¨ a = b ­¥ ¯à¨¢®¤¨â ª áª®«ìª®-
­¨¡ã¤ì áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ­¥ã¤®¡áâ¢ ¬. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª fzjg

j=n
j=0 ­ §®¢¥¬ à §¡¨¥­¨¥¬ �,
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¥á«¨ a = z0 < z1 < z2 < � � � < zn = b, ¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã, çâ® íâ¨ â®çª¨ à §¡¨¢ îâ � ­  ¤ã£¨

j â ª, çâ® ­ ç «®¬ 
j ï¢«ï¥âáï â®çª  zj�1,   ª®­æ®¬ | â®çª  zj ; j = 1; 2; : : : ; n. �á«¨ ªà®¬¥
íâ®£® § ¤ ­ë â®çª¨ fwjg

j=n
j=1 â ª¨¥, çâ® zj�1 � wj � zj ; j = 1; 2; : : : ; n, â® à §¡¨¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï

¯ã­ªâ¨à®¢ ­­ë¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �ãáâì � ¥áâì ¯à®áâ ï ¤ã£  á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ ®¡å®¤ , ­ 
ª®â®à®© § ¤ ­ë äã­ªæ¨¨ f(z) ¨ g(z). �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ª®­âãà­ë© ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á R
�

f dg áãé¥áâ¢ã¥â ¨ à ¢¥­ J , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® " > 0 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ � > 0, çâ®

����
nX
j=1

f(wj)(g(zj)� g(zj�1))� J

���� < "

¤«ï «î¡®£® ¯ã­ªâ¨à®¢ ­­®£® à §¡¨¥­¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨î jzj � zj�1j < �, j =
1; 2; : : : ; n.

� ¤ «ì­¥©è¥¬, ¦¥« ï ¯®¤ç¥àª­ãâì â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® ¨­â¥£à « (1) áãé¥áâ¢ã¥â ¯® ¤ ­-
­®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î c g(z) = z,   ­¥ ª ª à¥§ã«ìâ â ¯à¨¬¥­¥­¨ï ª ª®©-«¨¡® áå¥¬ë ®¡®¡é¥­­®£®
¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï (á¬. ¢¢¥¤¥­¨¥), ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®­ áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á®¡áâ¢¥­­®¬ á¬ëá«¥. �¥-
âàã¤­® ¯à¨á¯®á®¡¨âì íâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ¤«ï § ¬ª­ãâ®© ªà¨¢®©.

�ç¥¢¨¤­®,
R
�

f dg =
1R
0

f(z(x))dg(z(x)), £¤¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ áâ®¨â ®¡ëç­ë© ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á 

¯® ®âà¥§ªã I = [0; 1],   z = z(x) | «î¡®¥ ­¥¯à¥àë¢­®¥ ¨ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ íâ®£®
®âà¥§ª  ­  ªà¨¢ãî �, á®åà ­ïîé¥¥ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ®¡å®¤ . �¥«¨ç¨­  ¨­â¥£à «  (¨ ¥£® áãé¥áâ¢®-
¢ ­¨¥) ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  íâ®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï. �á«¨ RS(�) ®§­ ç ¥â ª« áá ¢á¥å ¯ à äã­ª-
æ¨© ff; gg, ¤«ï ª®â®àëå ¢ëè¥®¯¨á ­­ë© ¨­â¥£à « áãé¥áâ¢ã¥â, â® «î¡®¥ ¨§ â ª¨å ®â®¡à ¦¥­¨©
z = z(x) ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¨­¤ãæ¨àã¥â ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ RS(I) ­  RS(�).
�ãáâì �(x) ¥áâì ­¥¯à¥àë¢­ ï ¢®§à áâ îé ï äã­ªæ¨ï â ª ï, çâ® �(0) = 0, �(1) = 1; â ª¨¥ äã­ª-
æ¨¨ ¡ã¤¥¬ ®â­®á¨âì ª ª« ááã E(I). �­ «®£¨ç­®, ¯ãáâì E(�) ¥áâì ª« áá ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ëå
­¥¯à¥àë¢­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ªà¨¢®© � ­  á¥¡ï, ®áâ ¢«ïîé¨å ¥¥ ª®­æë ­¥¯®¤¢¨¦­ë¬¨. �ç¥¢¨¤-
­®, ¢¬¥áâ¥ á ª ¦¤®© ¯ à®© äã­ªæ¨© ff; gg ª« áá RS(�) á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ¯ àë ¢¨¤  ff � �; g � �g,
� 2 E(�). �â® á¢®©áâ¢® ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ¨­¢ à¨ ­â­®áâìî. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
ª« áá A ¯ à § ¤ ­­ëå ­  � äã­ªæ¨© ­ §ë¢ ¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¨­¢ à¨ ­â­ë¬ (£. ¨.), ¥á«¨ ¢ª«î-
ç¥­¨ï ff; gg 2 A, � 2 E(�) ¢«¥ªãâ ff ��; g��g 2 A. � ¨¬¥­ìè¨© £. ¨. ª« áá, á®¤¥à¦ é¨© A, ¡ã¤¥¬
­ §ë¢ âì £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¨­¢ à¨ ­â­®© ®¡®«®çª®© A. �ç¥¢¨¤­®, ª« áá RS(�) ¢¬¥áâ¥ á ª ¦¤ë¬
á¢®¨¬ ¯®¤ª« áá®¬ á®¤¥à¦¨â ¥£® £. ¨. ®¡®«®çªã.

�¥¯¥àì ¢¥à­¥¬áï ª ãá«®¢¨ï¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨­â¥£à «  �â¨«ìâì¥á  ¯® ®âà¥§ªã
1R
0

f(x)dg(x)

¤«ï á«ãç ï, ª®£¤  ¢ à¨ æ¨ï äã­ªæ¨¨ g(x) ­  ®âà¥§ª¥ I = [0; 1] ­¥®£à ­¨ç¥­ . � 1936 £.
�.�.�®­¤ãà àì [13] ¯®ª § «, çâ® íâ®â ¨­â¥£à « áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ f 2 H�(I), g 2 H�(I) ¨ �+� > 1.
�à¨ � < 1 ¢ à¨ æ¨ï äã­ªæ¨¨ g §¤¥áì ¬®¦¥â ¡ëâì ­¥®£à ­¨ç¥­­®©. �« áá �®­¤ãà àï fH�;H�g
­¥ ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¨­¢ à¨ ­â­ë¬. �®íâ®¬ã ¯à¨ ¥£® ¯¥à¥­®á¥ ­  ªà¨¢ãî � ¯®«ãç ¥âáï
á«¥¤ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨­â¥£à «  ¯® íâ®© ªà¨¢®©, § ¢¨áïé¥¥ ®â ¢ë¡®à  ¥¥ ¯ à ¬¥-
âà¨§ æ¨¨ z = z(x).

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �®­âãà­ë© ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á 
R
�

f dg áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â

â ª®¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ z(x) ®âà¥§ª  I ­  �, çâ® f(z(x)) 2 H�(I),
g(z(x)) 2 H�(I) ¨ �+ � > 1.

�â íâ®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¬®¦­® ¨§¡ ¢¨âìáï, ¯¥à¥©¤ï ª £.¨. ®¡®«®çª¥ ª« áá  �.�.�®­¤ãà àï,
ª®â®àãî á¥©ç á ®¯¨è¥¬. � áá¬®âà¨¬ ª« ááë äã­ªæ¨© ®£à ­¨ç¥­­®© ®¡®¡é¥­­®© ¢ à¨ æ¨¨.
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �ãáâì �(x) | § ¤ ­­ ï ¯à¨ x � 0 ­¥¯à¥àë¢­ ï ¢®§à áâ îé ï äã­ªæ¨ï ¨
�(0) = 0,   äã­ªæ¨ï f(z) § ¤ ­  ­  ªà¨¢®© �. �¥«¨ç¨­ 

sup
�

nX
j=1

�(jf(zj)� f(zj�1)j) = v�(f ; �)

­ §ë¢ ¥âáï �-¢ à¨ æ¨¥© äã­ªæ¨¨ f ; §¤¥áì â®ç­ ï ¢¥àå­ïï £à ­ì ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ à §¡¨¥­¨ï¬
� = fzjg

j=n
j=0 , a = z0 < z1 < � � � < zn = b. �« áá äã­ªæ¨© ®£à ­¨ç¥­­®© �-¢ à¨ æ¨¨ ®¡®§­ ç ¥âáï

ç¥à¥§ V�(�) ¨ á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å äã­ªæ¨©, �-¢ à¨ æ¨¨ ª®â®àëå ª®­¥ç­ë. CV�(�) ¥áâì ¥£® ¯®¤ª« áá,
á®áâ®ïé¨© ¨§ ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨©.

�á«¨ �(x) = xp, p � 1; â® íâ¨ ª« ááë ®¡®§­ ç îâáï ç¥à¥§ Vp(�) ¨ CVp(�) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
�¡ëç­® íâ¨ ª« ááë à áá¬ âà¨¢ îâ ­  ®âà¥§ª¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ®á¨ I. �ç¥¢¨¤­®, V1(I) ¥áâì ®¡ëç­ë©
ª« áá äã­ªæ¨© ®£à ­¨ç¥­­®© ¢ à¨ æ¨¨. �« áá V2(I) ¡ë« ¢¢¥¤¥­ ¢ [14]. � ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ ª« ááë Vp(I)
¨ V�(I) ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥­ë ¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ¨­â¥£à «  �â¨«ìâì¥á  ¢ à ¡®â å [15] ¨ [16]
á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �ç¥¢¨¤­®, ¢á¥ íâ¨ ª« ááë £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¨­¢ à¨ ­â­ë ¨ H1=p(I) � Vp(I):

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¨­¢ à¨ ­â­ ï ®¡®«®çª  ª« áá  fH�;H�g ¨¬¥¥â ¢¨¤

fCVp; CVqg, £¤¥ p� = q� = 1.

�â® ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ ­¥¬¥¤«¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ â ª®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï: ¤«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®£® ­ ¡®à 
äã­ªæ¨© fj(z) 2 CVpj(�), j = 1; : : : ; n, ¬®¦­® ­ ©â¨ â ªãî äã­ªæ¨î �(z) 2 E(�); çâ® fj � � 2
H1=pj (�) ¯à¨ j = 1; : : : ; n: �®-¢¨¤¨¬®¬ã, íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¨§¢¥áâ­® ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¯à¨ � = I,
n = 1 (á¬., ­ ¯à., [17]). � ­ è¥¬ á«ãç ¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á®¢¥àè¥­­®  ­ «®£¨ç­®.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, £. ¨. ®¡®«®çª®© ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1 (â¥®à¥¬ë �®­¤ãà àï) ï¢«ï¥âáï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥
® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ª®­âãà­®£® ¨­â¥£à «  �â¨«ìâì¥á 

R
�

f dg ¯à¨ ãá«®¢¨ïå f 2 �Vp(�), g 2 CVq(�),

1=p+ 1=q > 1. �® ¨§ â¥®à¥¬ �­£  ¡¥§ âàã¤  ¯®«ãç îâáï ¨ ¡®«¥¥ á¨«ì­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3 (áà. [15]). �®­âãà­ë© ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á 
R
�

f dg áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¨ ãá«®-

¢¨ïå f 2 Vp(�), g 2 Vq(�), 1=p+ 1=q > 1, ¥á«¨ äã­ªæ¨¨ f ¨ g ­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å â®ç¥ª à §àë¢ .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4 (áà. [16]). �®­âãà­ë© ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á 
R
�

f dg áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¨ ãá«®-

¢¨ïå f 2 V�(�), g 2 V	(�); ¥á«¨ äã­ªæ¨¨ f ¨ g ­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å â®ç¥ª à §àë¢  ¨ áå®¤¨âáï àï¤

�­£ 

1X
n=1

�(1=n) (1=n) <1: (4)

�¤¥áì � ¨  | äã­ªæ¨¨, ®¡à â­ë¥ ª � ¨ 	 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. � ¬¥­¨¢ ¢ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨ 4 ª« ááë V ¨å ­¥¯à¥àë¢­ë¬¨ ç áâï¬¨ CV , ¬ë ¯®-
«ãç¨¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¨­¢ à¨ ­â­ãî ®¡®«®çªã â¥®à¥¬ë �¥àª¨«ï [18]. � ­ è¨å â¥à¬¨­ å íâã
â¥®à¥¬ã ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª. �ãáâì �(x) ¥áâì § ¤ ­­ ï ¯à¨ x � 0 ¢®§à áâ îé ï ­¥¯à¥-
àë¢­ ï äã­ªæ¨ï ¨ �(0) = 0: �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ H�(�) ª« áá ¢á¥å § ¤ ­­ëå ­  � äã­ªæ¨© f(z),
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î jf(z1) � f(z2)j � �(cjz1 � z2j), £¤¥ z1 ¨ z2 ¯à¨­ ¤«¥¦ â �,   c = c(f)
¥áâì ­¥ § ¢¨áïé ï ®â ­¨å ¯®áâ®ï­­ ï. �®£¤  ª®­âãà­ë© ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á 

R
�

f dg áãé¥áâ¢ã¥â

¯à¨ f 2 H�(�), g 2 H (�), ¥á«¨ áå®¤¨âáï ¨­â¥£à «
R
0

�(x) (x)dx
x2
. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® fCV�; CV	g

¥áâì £. ¨. ®¡®«®çª  ª« áá  fH�;H g,   áå®¤¨¬®áâì ¨­â¥£à «  �¥àª¨«ï à ¢­®á¨«ì­  áå®¤¨¬®áâ¨
àï¤  �­£ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  �¥àª¨«ï ­ å®¤¨âáï ¢ â ª®© ¦¥ á¢ï§¨ á â¥®à¥¬®© �­£  ¨§
[16], ¢ ª ª®© â¥®à¥¬  �®­¤ãà àï ­ å®¤¨âáï á â¥®à¥¬®© �­£  ¨§ [15].
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� ¬¥ç ­¨¥ 2. �.�.�ìïçª®¢ [17] ¯®«ãç¨« ­®¢®¥ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨­â¥£à «  �â¨«ì-
âì¥á  ¯® ®âà¥§ªã ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ¯àï¬®©, ¨ ¥£® ¬®¦­® ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ âì ª ª ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®-
¢ ­¨ï ª®­âãà­®£® ¨­â¥£à «  �â¨«ìâì¥á . �¤¥áì íâ® ­¥ ¤¥« ¥âáï, ¯®áª®«ìªã ¤«ï ¯®á«¥¤ãîé¨å
¯®áâà®¥­¨© ¤®áâ â®ç­® ã¦¥ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ãá«®¢¨© áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï íâ®£® ¨­â¥£à « .

�¥¯¥àì ¢ëïá­¨¬, ª ª ª¨¬ ãá«®¢¨ï¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨­â¥£à «  (1) ¯à¨¢®¤ïâ íâ¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï.
�ç¥¢¨¤­®, ®­¨ á¢®¤ïâáï ª ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ á«¥¤  äã­ªæ¨¨ g(z) = z ­  � â¥¬ ¨«¨ ¨­ë¬ ª« áá ¬
äã­ªæ¨© ®£à ­¨ç¥­­®© ®¡®¡é¥­­®© ¢ à¨ æ¨¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �ãáâì �(x) ¥áâì â ª ï ¦¥ äã­ªæ¨ï, çâ® ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ 2. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì,
çâ® ªà¨¢ ï � ï¢«ï¥âáï �-á¯àï¬«ï¥¬®© ¨ ¯¨á âì � 2 V�, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥

sup
�

nX
j=1

�(jzj � zj�1j) = ��(�) <1;

§¤¥áì â®ç­ ï ¢¥àå­ïï £à ­ì ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ à §¡¨¥­¨ï¬ � = fzjg
j=n
j=0 , a = z0 < z1 < � � � < zn = b.

�á«¨ �(x) = xp, â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ® p-á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨, ¯¨á âì � 2 Vp ¨ ®¡®§­ ç âì ¢¥«¨ç¨­ã
��(�) ç¥à¥§ �p(�).

�ç¥¢¨¤­®, ãá«®¢¨ï z 2 V�(�) ¨ � 2 V� à ¢­®á¨«ì­ë.

�¥®à¥¬  1. �®­âãà­ë© ¨­â¥£à « (1) áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ � 2 V�, f 2 V	(�) ¨ áå®¤¨âáï àï¤

�­£  (4). � ç áâ­®áâ¨, ®­ áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ ªà¨¢ ï � ï¢«ï¥âáï p-á¯àï¬«ï¥¬®©, f 2 Vq(�) ¨
1=p+ 1=q > 1:

�â  â¥®à¥¬  ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 4. �® ¬­®£¨å á«ãç ïå ®­  ¯à¨¢®¤¨â ª ¡®«¥¥
á« ¡ë¬ ®£à ­¨ç¥­¨ï¬ ­  ¨­â¥£à ­¤, ç¥¬ á¢ï§ ­­®¥ á ä®à¬ã«®© �â®ªá  ãá«®¢¨¥ (3). �¤­ ª®
¡®«¥¥ ¢ ¦­®¥ ¥¥ ®â«¨ç¨¥ ®â à¥§ã«ìâ â®¢, ®¯¨á ­­ëå ¢® ¢¢¥¤¥­¨¨, á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® §¤¥áì à¥çì
¨¤¥â ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¨­â¥£à «  ­¥ ¢ ª ª®¬-«¨¡® ®¡®¡é¥­­®¬ á¬ëá«¥,   ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î. �­  ¡¥§
âàã¤  ¯¥à¥­®á¨âáï ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ë¥ ªà¨¢ë¥, ­® ¢ ¤ ­­®© áâ âì¥ ¬ë ®£à ­¨ç¨¬áï ¯«®áª¨¬
á«ãç ¥¬.

�®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á 
bR
a

f dg áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ äã­ªæ¨ï g ­¥¯à¥àë¢­  ­ 

®âà¥§ª¥ [a; b],   äã­ªæ¨ï f ¨¬¥¥â â ¬ ®£à ­¨ç¥­­ãî ¢ à¨ æ¨î. �®íâ®¬ã á¯à ¢¥¤«¨¢® á«¥¤ãîé¥¥
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ¯¥à¢ ï ç áâì ª®â®à®£® ¥áâì ¯à¥¤¥«ì­ë© á«ãç © â¥®à¥¬ë 1 ¯à¨ p =1:

�¥®à¥¬  2. �  ¯à®¨§¢®«ì­®© ¦®à¤ ­®¢®© ªà¨¢®© � ª®­âãà­ë© ¨­â¥£à « (1) áãé¥áâ¢ã¥â,

¥á«¨ f 2 V1(�). �á«¨ ¯à¨ íâ®¬
��� R
�

f dz
��� � C supfjf(z)j : z 2 �g, £¤¥ f | «î¡ ï äã­ªæ¨ï ª« áá 

CV1(�),   ¯®áâ®ï­­ ï C ­¥ § ¢¨á¨â ®â f , â® ªà¨¢ ï � á¯àï¬«ï¥¬ .

�â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë �.�¨áá  ® äã­ªæ¨®­ « å ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ ­¥¯à¥-
àë¢­ëå äã­ªæ¨©.

3. �à ªâ «ë ¨ ®¡®¡é¥­­ ï á¯àï¬«ï¥¬®áâì. � âãà «ì­ë© ¯ à ¬¥âà

�¤¥áì ®¡áã¤¨¬ á¢®©áâ¢  �-á¯àï¬«ï¥¬ëå ¨ p-á¯àï¬«ï¥¬ëå ªà¨¢ëå.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5. �à¨¢ ï � ï¢«ï¥âáï p-á¯àï¬«ï¥¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­  ¤®-

¯ãáª ¥â ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨î ª« áá  H1=p(I); â. ¥. ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®-

¡à ¦¥­¨¥ z(x) ®âà¥§ª  I ­  �; ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥ ª« ááã H1=p(I): � «¥¥, ªà¨¢ ï � ï¢«ï¥âáï �-
á¯àï¬«ï¥¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­  ¤®¯ãáª ¥â ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨î ª« áá  H��1(I).

�¥à¢®¥ ¨§ íâ¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨© á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2, ¢â®à®¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­®.
�¥âàã¤­® ¢¨¤®¨§¬¥­¨âì íâ® ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ â ª, çâ®¡ë ®­® ¡ë«® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«ï § ¬ª­ãâëå
ªà¨¢ëå.
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�ãáâì ­  p-á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© � § ¤ ­  äã­ªæ¨ï f 2 H�(�),   z(x) 2 H1=p(I) | ¢§ ¨¬­®
®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ I ­  �, áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ª®â®à®£® ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï ¢ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨ 5. �®£¤ 
f(z(x)) 2 H�=p(I) � Vp=� , ¨ ¨§ â¥®à¥¬ë 1 (á¬. â ª¦¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 1) ¢ëâ¥ª ¥â

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �®­âãà­ë© ¨­â¥£à « (1) ¯® p-á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© � áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ f 2
H�(�) ¨ ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥

� > p� 1: (5)

� ¬¥ç ­¨¥ 3. �à¨ p � 2 ãá«®¢¨¥ (5) ®§­ ç ¥â, çâ® äã­ªæ¨ï f ¯®áâ®ï­­ . � íâ®© á¨âã æ¨¨
á«¥¤áâ¢¨¥ 1 áâ ­®¢¨âáï âà¨¢¨ «ì­ë¬.

�á«®¢¨¥ (5) ®ç¥­ì ¡«¨§ª® ¯® ä®à¬¥ ª ãá«®¢¨î (3) (­ ¯®¬­¨¬ ¥é¥ à §, çâ® ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 1 à¥çì
¨¤¥â ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¨­â¥£à «  (1) ¢ á®¡áâ¢¥­­®¬,   ­¥ ¢ ®¡®¡é¥­­®¬ á¬ëá«¥, ª ª íâ® ¡ë«®
¢ á«ãç ¥ ãá«®¢¨ï (3)). �â® á®¢¯ ¤¥­¨¥ ãª §ë¢ ¥â ­  ¢®§¬®¦­ë¥ á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¢¥«¨ç¨­®© p ¨
¢¥àå­¥© ¬¥âà¨ç¥áª®© à §¬¥à­®áâìî d. � ¯®¬­¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ íâ®© à §¬¥à­®áâ¨ [1], [2].

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. �ãáâì � | ª®¬¯ ªâ­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ­  ¯«®áª®áâ¨. � §®¡ì¥¬ ¯«®áª®áâì ­ 
ª¢ ¤à âë á® áâ®à®­®© " > 0 ¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ N"(�) ç¨á«® â¥å ª¢ ¤à â®¢, ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨¥
â®çª¨ á �. �®£¤  ¢¥«¨ç¨­ 

d = lim sup
"!0

logN"(�)
log "�1

­ §ë¢ ¥âáï ¢¥àå­¥© ¬¥âà¨ç¥áª®© à §¬¥à­®áâìî ¬­®¦¥áâ¢  �.

�¥à¥¤ª® ¬®¦­® ¢áâà¥â¨âì ¨ ¤àã£¨¥ ­ §¢ ­¨ï: äà ªâ «ì­ ï à §¬¥à­®áâì, ª«¥â®ç­ ï à §¬¥à-
­®áâì, á¥â®ç­ ï à §¬¥à­®áâì, à §¬¥à­®áâì �¥§¨ª®¢¨ç  ¨ â. ¯. �â¬¥â¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®ç¥¢¨¤­ë¥
á¢®©áâ¢  ¢¥«¨ç¨­ë d:

| à §¬¥à­®áâì á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© à ¢­  ¥¤¨­¨æ¥;
| à §¬¥à­®áâì «î¡®£® ª®¬¯ ªâ  ­  ¯«®áª®áâ¨ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¤¢ãå.
�®áª®«ìªã ¢áïª ï 1-á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï ï¢«ï¥âáï á¯àï¬«ï¥¬®© ¨ ­ ®¡®à®â, ¯®áâ®«ìªã ¯¥à-

¢®¥ ¨§ íâ¨å á¢®©áâ¢ ¥é¥ à § ãª §ë¢ ¥â ­  ¢®§¬®¦­®áâì à ¢¥­áâ¢  ¢¥«¨ç¨­ p ¨ d. �® ¢â®à®¥
á¢®©áâ¢® ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® â ª®¥ à ¢¥­áâ¢® ­ ¡«î¤ ¥âáï ­¥ ¢á¥£¤ : ¤«ï «î¡®£® ­ ¯¥à¥¤ § ¤ ­­®£®
p > 2 ­¥âàã¤­® ¯®áâà®¨âì p-á¯àï¬«ï¥¬ãî ¯«®áªãî ªà¨¢ãî, ª®â®à ï ­¥ ï¢«ï¥âáï p0-á¯àï¬«ï¥¬®©
­¨ ¯à¨ ª ª®¬ p0 < p; ¨ ¤«ï â ª®© ªà¨¢®© d < p: �®ª ¦¥¬, çâ® ®¡à â­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ­¥¢®§¬®¦­®.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 6. �á«¨ ªà¨¢ ï � ï¢«ï¥âáï p-á¯àï¬«ï¥¬®©, â® ¥¥ ¢¥àå­ïï ¬¥âà¨ç¥áª ï à §-
¬¥à­®áâì d ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â p:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâà®¨¬ á¯¥æ¨ «ì­®¥ à §¡¨¥­¨¥ �. �«ï íâ®£® ä¨ªá¨àã¥¬ ¯®«®¦¨â¥«ì-
­®¥ §­ ç¥­¨¥ " ¨ ¯®«®¦¨¬ z0 = a. �á«¨ � «¥¦¨â ¢ ªàã£¥ K0 = fz : jz � z0j � "g; â® ¯®« £ ¥¬
z1 = b ¨ § ¢¥àè ¥¬ ¯®áâà®¥­¨¥. �á«¨ ¦¥ íâ® ­¥ â ª, â® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ � \K0 á®¤¥à¦¨â ¤ã£ã 
1 á
­ ç «®¬ ¢ â®çª¥ z0 ¨ ª®­æ®¬ ­  £à ­¨æ¥ ªàã£  K0; íâ®â ª®­¥æ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ z1. �¥¯¥àì ¯®-
¢â®à¨¬ â¥ ¦¥ à ááã¦¤¥­¨ï ¯® ®â­®è¥­¨î ª ªà¨¢®© �1 = � n 
1 ¨ ªàã£ã K1 = fz : jz � z1j � "g: �
à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ â®çªã z2, ª®â®à ï «¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á b, «¨¡® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®î ª®­¥æ ¤ã£¨

2 � �1 \K1, «¥¦ é¨© ­  £à ­¨æ¥ ªàã£  K1. �®¢â®àïï ¯à®æ¥¤ãàã, ¯®«ãç¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
â®ç¥ª z0; z1; : : : ; zm; : : : ªà¨¢®© �, ¯à¨ «î¡®¬ j > 0 ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î jzj � zj�1j = ":
� ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¡¥áª®­¥ç­®©. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥
¨§ ãá«®¢¨ï � 2 Vp á«¥¤®¢ «® ¡ë áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ª®­¥ç­®© ¯®áâ®ï­­®© �p(�), ¯à¥¢®áå®¤ïé¥©

áã¬¬ë
mP
j=1

jzj � zj�1j
p = m"p ¯à¨ «î¡®¬ m, çâ® ­¥¢®§¬®¦­®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ ª ª®¬-â® ª®-

­¥ç­®¬ n ¯®«ãç¨¬ �n � Kn, ¨, á«¥¤ãï ­ è¥¬ã ¯à ¢¨«ã, ¤®«¦­ë ¡ã¤¥¬ ¯®«®¦¨âì zn+1 = b ¨
§ ¢¥àè¨âì íâ¨¬ à §¡¨¥­¨¥. � ¨â®£¥ � ®ª ¦¥âáï à §¡¨â®© ­  n+ 1 ¤ã£ 
1; : : : ; 
n;�n, ª ¦¤ ï ¨§
ª®â®àëå «¥¦¨â ¢ ªàã£¥ à ¤¨ãá  ". � ª®© ªàã£ ¯¥à¥á¥ª ¥â ­¥ ¡®«¥¥ 12 ª¢ ¤à â®¢ á® áâ®à®­®©
", â ª çâ® N"(�) � 12(n + 1): �® ¨§ ãá«®¢¨ï p-á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨ á«¥¤ã¥â n"p � �p(�): �®íâ®¬ã
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N"(�) � 12(�p"�p + 1): �¥¯¥àì ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢¥àå­¥© ¬¥âà¨ç¥áª®© à §¬¥à­®áâ¨ á«¥¤ã¥â ­¥à -
¢¥­áâ¢® d � p:

�¥âàã¤­® ®¡®¡é¨âì íâã ®æ¥­ªã ¨ ­  á«ãç © � 2 V�: �®¢â®à¥­¨¥ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¢ëè¥ à ááã¦¤¥-
­¨© ¯à¨¢®¤¨â ª ­¥à ¢¥­áâ¢ã d � lim sup

x!0

log �(x)

log x
. �¤­ ª® ¢¥à­¥¬áï ª p-á¯àï¬«ï¥¬ë¬ ªà¨¢ë¬. �ç¥-

¢¨¤­®, Vp0 � Vp ¯à¨ p0 < p. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯®ª § â¥«¥¬ á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨ ªà¨¢®© â®ç­ãî ­¨¦­îî
£à ­ì ¬­®¦¥áâ¢  â¥å §­ ç¥­¨© p, ¤«ï ª®â®àëå ¤ ­­ ï ªà¨¢ ï ï¢«ï¥âáï p-á¯àï¬«ï¥¬®©. � á¨-
«ã â®«ìª® çâ® ¤®ª § ­­®£® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ¢¥àå­ïï ¬¥âà¨ç¥áª ï à §¬¥à­®áâì «î¡®© ªà¨¢®© «¨¡®
¬¥­ìè¥ ¥¥ ¯®ª § â¥«ï á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨, «¨¡® à ¢­  ¥¬ã. � ¢¥­áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï á¯àï¬«ï¥¬ëå
ªà¨¢ëå, ­® ­¥ â®«ìª® ¤«ï ­¨å. �­ ç¨â¥«ì­ë© ¨­â¥à¥á ¢ íâ®© á¢ï§¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ª« áá¨ç¥áª¨¥
á ¬®¯®¤®¡­ë¥ äà ªâ «ì­ë¥ ªà¨¢ë¥, ­ ¯à¨¬¥à, á­¥¦¨­ª  �®å . � ¯®¬­¨¬ ¥¥ ¯®áâà®¥­¨¥.

�¥à¢®­ ç «ì­® § ¤ ¥âáï ®¡« áâì T1 ¢ ä®à¬¥ ¯à ¢¨«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª . �¡« áâì T2 ¯®«ãç -
¥âáï ¯à¨á®¥¤¨­¥­¨¥¬ ª T1 âà¥å ¢ âà¨ à §  ¬¥­ìè¨å ¯à ¢¨«ì­ëå âà¥ã£®«ì­¨ª®¢; ®­¨ "¯à¨ª«¥¨-
¢ îâáï" ¢¤®«ì áà¥¤­¥© âà¥â¨ ª ¦¤®© ¨§ áâ®à®­ T1. � â¥¬ ª áà¥¤­¥© âà¥â¨ ª ¦¤®© áâ®à®­ë T2
¯à¨á®¥¤¨­ï¥âáï ¥é¥ ¯® ®¤­®¬ã ¯à ¢¨«ì­®¬ã âà¥ã£®«ì­¨ªã, ã¦¥ ¢ 9 à § ¬¥­ìè¥¬ã ¨áå®¤­®£®, ¨
â.¤. � ¯à¥¤¥«¥ ¯®«ãç¨âáï ®¡« áâì T1, £à ­¨æã ª®â®à®© ¨ ­ §ë¢ îâ á­¥¦¨­ª®© ä®­ �®å .

� áá¬®âà¨¬ ¯®¤à®¡­¥¥ ¯à®áâãî ¤ã£ã, á®áâ ¢«ïîéãî âà¥âì á­¥¦¨­ª¨ �®å . �¥ ¯®áâà®¥­¨¥
¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á¥¡¥ â ª. �­ ç «¥ ¡¥à¥âáï «®¬ ­ ï F1, á®áâ®ïé ï ¨§ 4 ¯àï¬®«¨­¥©­ëå ®â-
à¥§ª®¢, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® á®¥¤¨­ïîé¨å â®çª¨ 0, 1

3
, 1
2
+ i

p
3
6
, 2
3
, 1. �«¥¤ãîé ï «®¬ ­ ï F2 á®áâ®¨â

¨§ 42 ®âà¥§ª®¢; ®­  ¯®«ãç ¥âáï ¨§ F1 § ¬¥­®© ª ¦¤®£® ¨§ ¯àï¬®«¨­¥©­ëå ®âà¥§ª®¢ 4-§¢¥­­®©
«®¬ ­®©, ¯®¤®¡­®© F1. �®¢â®àïï íâã ¯à®æ¥¤ãàã, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì «®¬ ­ëå fFjg,
ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå á®áâ®¨â ¨§ 4j ®âà¥§ª®¢ ¤«¨­ë 3�j ,   ¢ ¯à¥¤¥«¥ { ¯à®áâãî ­¥á¯àï¬«ï¥¬ãî
ªà¨¢ãî F1 á ­ ç «®¬ ¢ â®çª¥ 0 ¨ ª®­æ®¬ 1. �®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® íâ  ªà¨¢ ï, ª ª ¨ á­¥¦¨­ª 
�®å , ¨¬¥¥â ¢¥àå­îî ¬¥âà¨ç¥áªãî à §¬¥à­®áâì d = log 4

log 3
. �à®áâ®© ¯®¤áç¥â ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯®-

á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì áã¬¬ p-å áâ¥¯¥­¥© ¤«¨­ §¢¥­ì¥¢ «®¬ ­ëå Fj ®£à ­¨ç¥­  ¯à¨ p �
log 4
log 3

. �âáî¤ 
­¥âàã¤­® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® ¯®ª § â¥«ì á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨ á­¥¦¨­ª¨ �®å  á®¢¯ ¤ ¥â á ¥¥ à §¬¥à­®áâìî.

�âã ª®­áâàãªæ¨î ¬®¦­® ¢ àì¨à®¢ âì. � ¯à¨¬¥à, ¢ ª ç¥áâ¢¥ F1 ¬®¦­® ¢§ïâì «®¬ ­ãî, á®-
áâ®ïéãî ¨§ 4 ¯àï¬®«¨­¥©­ëå ®âà¥§ª®¢, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® á®¥¤¨­ïîé¨å â®çª¨ 0, M�1, 1

2
+ ih,

1�M�1, 1, £¤¥M > 2,   ¢¥«¨ç¨­  h ¢ë¡¨à ¥âáï â ª, çâ®¡ë ¤«¨­ë ¢á¥å ç¥âëà¥å ®âà¥§ª®¢ à ¢­ï-
«¨áì 1=M . �®£¤  «®¬ ­ ï Fj+1 á®áâ®¨â ¨§ 4 «®¬ ­ëå, ¯®«ãç¥­­ëå ¨§ Fj ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯®¤®¡¨ï á
ª®íää¨æ¨¥­â®¬ 1=M ,   ¯à¥¤¥«ì­ ï ªà¨¢ ï F1 ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâì ¨ ¯®ª § â¥«ì á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨,
à ¢­ë¥ log 4

logM
.

�®¦­® ®¯¨á âì ¥é¥ ¡®«¥¥ ®¡éãî ¯à®æ¥¤ãàã. �ãáâì «®¬ ­ ï F1 á®áâ®¨â ¨§ N §¢¥­ì¥¢ à ¢­®©
¤«¨­ë,   Fj+1 ¯®«ãç ¥âáï ¨§ Fj ¯ãâ¥¬ § ¬¥­ë ª ¦¤®£® §¢¥­  «®¬ ­®©, ¯®¤®¡­®© F1. � ¯à¥¤¥«¥
¯®«ãç ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®, ­ §ë¢ ¥¬®¥ á ¬®¯®¤®¡­ë¬. � ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáï äà ªâ «®¬ [1],
[2], ¥á«¨ ¥£® ¢¥àå­ïï ¬¥âà¨ç¥áª ï à §¬¥à­®áâì ¡®«ìè¥ ¥¤¨­¨æë.

� ¬¥ç ­¨¥ 4. �ãáâì ª®íää¨æ¨¥­â ¯®¤®¡¨ï ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â F1 ª F2 à ¢¥­ 1=M . �®£¤  ¬®¦­®
¯®ª § âì, çâ® ¯®ª § â¥«ì á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨ ¯à¥¤¥«ì­®© ªà¨¢®© à ¢¥­ logN

logM
. �â  ¢¥«¨ç¨­  ¬®¦¥â

®ª § âìáï ¡®«ìè¥ ¤¢ãå, â. ¥. ®­  ­¥ ¢á¥£¤  á®¢¯ ¤ ¥â á à §¬¥à­®áâìî ªà¨¢®©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯à®áâãî ªà¨¢ãî � ª« áá¨ç¥áª®© á ¬®¯®¤®¡­®© äà ªâ «ì-
­®© ªà¨¢®© (ª.á.ä.ª.), ¥á«¨ ®­  ¯®«ãç¥­  ¢ à¥§ã«ìâ â¥ â®«ìª® çâ® ®¯¨á ­­®£® ¯à®æ¥áá , ¨¬¥¥â
¢¥àå­îî ¬¥âà¨ç¥áªãî à §¬¥à­®áâì d > 1 ¨ ï¢«ï¥âáï d-á¯àï¬«ï¥¬®©. �à¨ íâ®¬ ªà¨¢ ï ¬®¦¥â
¡ëâì ª ª à §®¬ª­ãâ®©, â ª ¨ § ¬ª­ãâ®©.

�à¨¬¥à á­¥¦¨­ª¨ �®å  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ª« áá â ª¨å ªà¨¢ëå ­¥ ¯ãáâ. �­â¥£à « (1) ¯® ª.á.ä.ª.
¯à¨ ãá«®¢¨¨ (3) áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á®¡áâ¢¥­­®¬ á¬ëá«¥.

�  ª.á.ä.ª. ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ­®­¨ç¥áª¨© ¯ à ¬¥âà. �ãáâì a | ­ ç «® ¤ã£¨ F1,   z |
­¥ª®â®à ï â®çª  íâ®© ¤ã£¨, ï¢«ïîé ïáï ã£«®¢®© â®çª®© «®¬ ­ëå Fj ¯à¨ j � j0 = j0(z). �¡®-
§­ ç¨¬ ç¥à¥§ s(z) áã¬¬ã d-å áâ¥¯¥­¥© ¤«¨­ §¢¥­ì¥¢ ç áâ¨ Fj , á®¥¤¨­ïîé¥© a á z; ¢¥«¨ç¨­  íâ®©
áã¬¬ë ­¥ § ¢¨á¨â ®â j. �¥¬ á ¬ë¬ äã­ªæ¨ï s(z) ®¯à¥¤¥«¥­  ­  ¢áî¤ã ¯«®â­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ â®ç¥ª
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F1. �ç¥¢¨¤­®, ®­  ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¤®«¦¥­  ­  ¢áî ¤ã£ã F1 ¯® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨. � à¥§ã«ìâ â¥
¯®«ãç ¥¬ ®¯à¥¤¥«¥­­ãî ­  F1 äã­ªæ¨î s(z), ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­® ®â®¡à ¦ îéãî íâã ¤ã£ã ­ 
®âà¥§®ª I = [0; S] (¤«ï ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¢ëè¥ ¯®áâà®¥­¨ï á­¥¦¨­ª¨ �®å  ¨¬¥¥¬ S = 1). �­  â¥á­®
á¢ï§ ­  á ¢¥«¨ç¨­®© �p(�), ¢¢¥¤¥­­®© ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ 3. �ãáâì �z ¥áâì ç áâì �, § ª«îç¥­­ ï

¬¥¦¤ã â®çª ¬¨ a ¨ z 2 �. �®«®¦¨¬ �p(z) = �p(�z) ¨ ��p(z) = lim
�!0

sup
�(�)

nP
j=1

jzj � zj�1j
p, £¤¥ áã¯à¥-

¬ã¬ ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ à §¡¨¥­¨ï¬ ¤ã£¨ �z, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ãá«®¢¨î jzj � zj�1j � �. �á«¨ � |
ª.á.ä.ª., â® äã­ªæ¨¨ s(z), �p(z) ¨ ��p(z) á®¢¯ ¤ îâ ¬¥¦¤ã á®¡®î. �®­¥ç­®, äã­ªæ¨¨ �p(z) ¨ �

�
p(z)

®¯à¥¤¥«¥­ë ­  «î¡®© p-á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®©, ­® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®­¨ ­¥ ¢á¥£¤  ®âà ¦ îâ ¥¥
£¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¯à¨à®¤ã. � ª, ¥á«¨ ªà¨¢ ï á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ãç áâª®¢ á à §­ë¬¨ ¯®ª § â¥«ï¬¨
á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨, â® ­  ãç áâª¥ á ¬¥­ìè¨¬ ¯®ª § â¥«¥¬ íâ¨ äã­ªæ¨¨ ¯®áâ®ï­­ë. �  ª.á.ä.ª. íâ®
­¥¢®§¬®¦­®: ¢ á¨«ã á ¬®¯®¤®¡¨ï «î¡ ï ¤ã£  ¨¬¥¥â â®â ¦¥ ¯®ª § â¥«ì á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨, çâ® ¨
¢áï ªà¨¢ ï. �¡à â­ ï ª s(z) äã­ªæ¨ï Z(s) ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­® ®â®¡à ¦ ¥â I ­  �. �¥£ª® ¢¨-
¤¥âì, çâ® íâ® ¨ ¥áâì ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨ï ªà¨¢®© � ª« áá  H1=p, ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ª®â®à®© è«  à¥çì
¢ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨ 5. �âã ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨î ª.á.ä.ª. ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ­ âãà «ì­®©.

�  ¯à¥¤äà ªâ « å Fj â ª¦¥ ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì á¯¥æ¨ «ì­ë¥ ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨. �ãáâì «®-
¬ ­ ï Fj á®áâ®¨â ¨§ ¯àï¬®«¨­¥©­ëå ®âà¥§ª®¢ I1; I2; : : : ; Im,   â®çª  z ¯à¨­ ¤«¥¦¨â §¢¥­ã

Ik = [ak; bk]. �®«®¦¨¬ sj(z) =
k�1P
n=1

jInj
p + jz � akj

p, £¤¥ jInj ®§­ ç ¥â ¤«¨­ã In. �â  äã­ªæ¨ï

¨¬¥¥â â® ¦¥ ¬­®¦¥áâ¢® §­ ç¥­¨© I, çâ® ¨ äã­ªæ¨ï s(z), ¨ ®¡à â­ ï ª ­¥© äã­ªæ¨ï Zj(s) ®â®-
¡à ¦ ¥â I ­  Fj . �à¨ íâ®¬ §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨© Zj ¨ Z á®¢¯ ¤ îâ ¢ â®çª å, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å
ã£«®¢ë¬ â®çª ¬ Fj . �«ï á­¥¦¨­ª¨ �®å  íâ® â®çª¨ s = m

4j
, m = 0; 1; : : : ; 4j . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®-

á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨© fZj(s)g áå®¤¨âáï ª Z(s) ­  ¯«®â­®¬ ¢ I ¬­®¦¥áâ¢¥ â®ç¥ª (¢ á«ãç ¥
á­¥¦¨­ª¨ �®å  à¥çì ¨¤¥â ® ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å à æ¨®­ «ì­ëå ¤à®¡¥© á ª®­¥ç­®© § ¯¨áìî ¢ ç¥â¢¥à-
â¨ç­®© á¨áâ¥¬¥ ¨áç¨á«¥­¨ï). �à®¬¥ â®£®, p-¢ à¨ æ¨¨ íâ¨å äã­ªæ¨© ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ ®£à ­¨ç¥­ë.
�á«¨ f(z) 2 Vq(F1) ¨ 1=p+1=q > 1, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨­â¥£à «®¢

R
I

f(Z(s))dZj(s) áå®¤¨âáï

ª ¨­â¥£à «ã
R
I

f(Z(s))dZ(s) =
R
F1

fdz ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë �­£  ® ¯®ç«¥­­®¬ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¨ [15],

[16]. �®
R
I

f(Z(s))dZj(s) =
R
Fj

fjdz, £¤¥ fj(z) = f(Z(sj(z))). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨­â¥£à « ¯® ª.á.ä.ª.

¯à¨ ãá«®¢¨¨ 1=p + 1=q > 1 ¥áâì ¯à¥¤¥« ¨­â¥£à «®¢ ¯®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬ íâ®â äà ªâ « «®¬ -
­ë¬. �­ ç¥ £®¢®àï, â¥®à¥¬ë �­£  ® ¯®ç«¥­­®¬ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¨ ¯®§¢®«ïîâ § ª«îç¨âì, çâ® (¯®
ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¤«ï ª.á.ä.ª.) £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¯à¨¢®¤¨â ª ãá¯¥åã ­¥ â®«ìª® ¤«ï
äã­ªæ¨© ª« áá  ��¥«ì¤¥à , ­® ¨ ¢ ¡®«¥¥ ®¡è¨à­ëå ª« áá å äã­ªæ¨© ®£à ­¨ç¥­­®© ®¡®¡é¥­­®©
¢ à¨ æ¨¨, ¯à¨ç¥¬ ¢ ¯à¥¤¥«¥ ¯®«ãç ¥âáï ¨­â¥£à «, áãé¥áâ¢ãîé¨© ¢ á®¡áâ¢¥­­®¬ á¬ëá«¥.

� ã£«®¢ëå â®çª å «®¬ ­®© Fj , ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å ª.á.ä.ª. F1, äã­ªæ¨¨ fj(z) ¨ f(z) ¯à¨­¨¬ îâ
®¤¨­ ª®¢ë¥ §­ ç¥­¨ï. �®íâ®¬ã äã­ªæ¨¨ fj ¬®£ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª áã¦¥­¨ï ­  «®¬ ­ë¥ Fj
­¥ª®â®à®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï äã­ªæ¨¨ f , ¨«¨ ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¡«¨§ª¨ ª â ª¨¬ áã¦¥­¨ï¬. �ãáâì, ­ -
¯à¨¬¥à, f 2 H�(F1), ¨ fw ¥áâì ¥¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ �¨â­¨ ­  ¢áî ª®¬¯«¥ªá­ãî ¯«®áª®áâì. �â¬¥â¨¬
á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  íâ®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï [19]: (i) äã­ªæ¨ï fw(z) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à 
á ¯®ª § â¥«¥¬ � ¢® ¢á¥© ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâ¨; (ii) ¢­¥ F1 íâ  äã­ªæ¨ï ¨¬¥¥â ç áâ­ë¥ ¯à®-
¨§¢®¤­ë¥ ¢á¥å ¯®àï¤ª®¢; (iii) ¥¥ ¯¥à¢ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¢ â®çª¥ z ®æ¥­¨¢ îâáï á¢¥àåã ¢¥«¨ç¨­®©
���1(z), £¤¥ �(z) ®§­ ç ¥â à ááâ®ï­¨¥ ®â z ¤® F1.

� §­®áâì fw � fj ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì ¢ ã£«®¢ëå â®çª å «®¬ ­®© Fj . �®£« á­® á¢®©áâ¢ã (i)
¨¬¥¥¬ fw 2 H�(Fj). �¥âàã¤­® ¯®ª § âì, çâ® äã­ªæ¨ï fj ¯à¨­ ¤«¥¦¨â â®¬ã ¦¥ ª« ááã. �®íâ®-
¬ã ¨­â¥£à « ®â íâ®© à §­®áâ¨ ¯® «î¡®¬ã à¥¡àã «®¬ ­®© Fj ¬ ¦®à¨àã¥âáï (� + 1)-© áâ¥¯¥­ìî
¤«¨­ë íâ®£® §¢¥­ ,   ¯® ¢á¥© íâ®© «®¬ ­®© | áã¬¬®© â ª¨å áâ¥¯¥­¥©. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨
ãá«®¢¨¨ (5) á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® lim

R
Fj

fw(z)dz =
R
F1

fdz. � «¥¥, ¥á«¨ ª.á.ä.ª. F1 § ¬ª­ãâ ï

¨ ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ®¡« áâì D+, â® ¤ ¦¥ ¯à¨ ¡®«¥¥ á« ¡®¬ ãá«®¢¨¨ (3) ¯¥à¢ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ fw

¨­â¥£à¨àã¥¬ë ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ [20]. �®íâ®¬ã ¢ ®¡« áâïå, ®£à ­¨ç¥­­ëå «®¬ ­ë¬¨ Fj , ¤«ï íâ®©
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äã­ªæ¨¨ á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã«  �â®ªá . �¥à¥å®¤ï ª ¯à¥¤¥«ã, ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ® ä®à¬ã«  �â®ªá 
(2) á®åà ­ï¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¨ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  � = F1 ¥áâì § ¬ª­ãâ ï ª.á.ä.ª., f 2 H�(�) ¨
¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ (5). �¡  íâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï | ® ¢®§¬®¦­®áâ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨
¨ ® á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ä®à¬ã«ë �â®ªá  | á¯à ¢¥¤«¨¢ë ­¥ â®«ìª® ¤«ï ª.á.ä.ª., ­® ¨ ¤«ï «î¡®©
p-á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®©.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 7. �á«¨ ªà¨¢ ï � ï¢«ï¥âáï p-á¯àï¬«ï¥¬®©, äã­ªæ¨ï f § ¤ ­  ¢ ­¥ª®â®à®©

á®¤¥à¦ é¥© � ®¡« áâ¨ ¯«®áª®áâ¨ B, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á ¯®ª -

§ â¥«¥¬ � ¨ ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ (5), â® ¬®¦­® ãª § âì â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì áå®¤ïé¨åáï

ª � «®¬ ­ëå �j, çâ® lim
R
�j

f(z)dz =
R
�

f dz.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 8. �á«¨ ¯à¨ ãá«®¢¨ïå ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ªà¨¢ ï � ï¢«ï¥âáï § ¬ª­ã-

â®© ¨ ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ®¡« áâì D+ � B,   äã­ªæ¨ï f ¨¬¥¥â ¢ B n � ¨­â¥£à¨àã¥¬ë¥ ¯¥à¢ë¥

¯à®¨§¢®¤­ë¥, â® ¤«ï íâ¨å ªà¨¢®© ¨ äã­ªæ¨¨ á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã«  �â®ªá  (2).

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 7 ¤®áâ â®ç­® ¢§ïâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢¯¨á ­­ëå ¢ �
«®¬ ­ëå â ª, çâ®¡ë ã£«®¢ë¥ â®çª¨ «î¡®© ¨§ ­¨å ¡ë«¨ ã£«®¢ë¬¨ ¨ ¤«ï ¢á¥å ¯®á«¥¤ãîé¨å,  
¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ã£«®¢ëå â®ç¥ª ¢á¥å íâ¨å «®¬ ­ëå ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ ¡ë«® ¢áî¤ã ¯«®â­ë¬ ­  �.
�à¥¤«®¦¥­¨¥ 8 á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (5) ­  p-á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© ª®­âãà­®¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ¯à¨-
¢®¤¨â ª â®¬ã ¦¥ à¥§ã«ìâ âã, çâ® £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¨ ä®à¬ã«  �â®ªá . �®íâ®¬ã
®á­®¢ ­­ë¥ ­  ­¨å ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨­â¥£à «  (á¬. ¢¢¥¤¥­¨¥) ¨¬¥¥â á¬ëá« à áá¬ âà¨¢ âì «¨èì ¯à¨
d � 1 < � � p � 1. �® ¤«ï ª« áá¨ç¥áª¨å á ¬®¯®¤®¡­ëå äà ªâ «®¢ (­ ¯à., ¤«ï á­¥¦¨­ª¨ �®å )
íâ®â ¯à®¬¥¦ãâ®ª ¯ãáâ, ¨ ¤«ï ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ¯® ­¨¬ â ª¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­¥ ­ã¦­ë.

4. �­â¥£à « â¨¯  �®è¨

�ãáâì � 2 V� ¥áâì § ¬ª­ãâ ï ªà¨¢ ï, à §¡¨¢ îé ï ª®¬¯«¥ªá­ãî ¯«®áª®áâì ­  ®¡« áâ¨ D+

¨ D�, ¯à¨ç¥¬ 1 2 D�,   § ¤ ­­ ï ­  íâ®© ªà¨¢®© äã­ªæ¨ï f(z) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã V	(�).
�®£¤  ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (4) ¨­â¥£à «

Kf (z) =
1
2�i

Z
�

f(t)dt
t� z

(6)

áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ â®çª  z ­¥ «¥¦¨â ­  ªà¨¢®© �, ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â £®«®¬®àä­ãî ¢­¥ � äã­ªæ¨î,
¨áç¥§ îéãî ¢ â®çª¥1. �ëà ¦¥­¨¥ (6) ­ §ë¢ îâ ¨­â¥£à «®¬ â¨¯  �®è¨. �­ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯à¨
à¥è¥­¨¨ àï¤  ªà ¥¢ëå § ¤ ç (á¬. [21], [22]), ¯à¨ç¥¬ ®¤­¨¬ ¨§ ®á­®¢­ëå §¤¥áì ï¢«ï¥âáï ¢®¯à®á ®
­ «¨ç¨¨ ã äã­ªæ¨¨ Kf ¯à¥¤¥«ì­ëå §­ ç¥­¨© ­  ªà¨¢®© �.

�¥®à¥¬  3. �á«¨ ªà¨¢ ï � 2 Vp ¨¬¥¥â ¢¥àå­îî ¬¥âà¨ç¥áªãî à §¬¥à­®áâì d ¨ f 2 H�(�),
â® ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© (5) ¨

� > d=2 (7)

¨­â¥£à « (6) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â äã­ªæ¨î, ¤®¯ãáª îéãî ­¥¯à¥àë¢­ë¥ ¯à®¤®«¦¥­¨ï

­  § ¬ëª ­¨ï ®¡« áâ¥© D+ ¨ D�. � ª ¦¤®© â®çª¥ z 2 � áª ç®ª íâ®© äã­ªæ¨¨, â.¥. à §­®áâì

¥¥ ¯à¥¤¥«ì­ëå §­ ç¥­¨© ¯à¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ ª z ¨§ D+ ¨ D� á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, à ¢¥­ §­ ç¥­¨î f
¢ â®çª¥ z.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­ ç «  ä¨ªá¨àã¥¬ â®çªã z 2 D�. �®£¤  äã­ªæ¨ï g(t) = fw(t)(t � z)�1

ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 8 (¢ ª ç¥áâ¢¥ B §¤¥áì ¬®¦­® ¢§ïâì «î¡ãî ®¡« áâì, á®-
¤¥à¦ éãî D+, ­® ­¥ á®¤¥à¦ éãî z), ¨ ¤«ï íâ®© äã­ªæ¨¨ á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã«  �â®ªá 

Z
�

f(t)dt
t� z

= �

Z Z
D+

@fw

@t

dt dt

t� z
:
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�¥¯¥àì ä¨ªá¨àã¥¬ â®çªã z 2 D+. �à¨ ¤®áâ â®ç­® ¬ «®¬ r ªàã£Dr á æ¥­âà®¬ z ¨ à ¤¨ãá  r «¥¦¨â
¢­ãâà¨ D+. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ g(t) äã­ªæ¨î, à ¢­ãî fw(t)(t� z)�1 ¢­¥ Dr,   ¢­ãâà¨ íâ®£® ªàã£ 
¤®®¯à¥¤¥«¨¬ ¥¥ á á®åà ­¥­¨¥¬ ­¥¯à¥àë¢­®© ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨. � ¯¨á ¢ ¤«ï íâ®© äã­ªæ¨¨
ä®à¬ã«ã �â®ªá  ¢ ®¡« áâ¨ D+ ¨ ¯¥à¥©¤ï § â¥¬ ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ r ! 0, ¯®«ãç¨¬

Z
�

f(t)dt
t� z

= 2�ifw(z)�
Z Z

D+

@fw

@t

dt dt

t� z
:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®© â®çª¨ z, ­¥ «¥¦ é¥© ­  ªà¨¢®© �, á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

Kf (z) = �(z)fw(z)�
1
2�i

Z Z
D+

@fw

@t

dt dt

t� z
; (8)

£¤¥ äã­ªæ¨ï �(z) à ¢­  ¥¤¨­¨æ¥ ¢ D+ ¨ ­ã«î ¢ D�. � [20] ¤®ª § ­®, çâ® ¯¥à¢ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥
fw ¨­â¥£à¨àã¥¬ë ¢ D+ ¢ «î¡®© áâ¥¯¥­¨, ¬¥­ìè¥© 2�d

1�� , â. ¥. ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (7) ®­¨ ¨­â¥£à¨àã¥¬ë
¢ ­¥ª®â®à®© áâ¥¯¥­¨, ¡®«ìè¥© ¤¢ãå. �® â®£¤  [23] ¨­â¥£à « ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (8) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â
äã­ªæ¨î, ­¥¯à¥àë¢­ãî ¢® ¢á¥© ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâ¨, çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â â¥®à¥¬ã.

�á«¨ ªà¨¢ ï � á¯àï¬«ï¥¬ , â® p = d = 1. �á«®¢¨¥ (5) áâ ­®¢¨âáï âà¨¢¨ «ì­ë¬,   ãá«®¢¨¥ (7)
¯à¨®¡à¥â ¥â ¢¨¤ � > 1=2. �¥¯à¥àë¢­®áâì ¨­â¥£à «  â¨¯  �®è¨ ¯® ¯à®¨§¢®«ì­®© á¯àï¬«ï¥¬®©
ªà¨¢®© ¯à¨ â ª®¬ ãá«®¢¨¨ ãáâ ­®¢«¥­  �.�.�ë­ìª¨­ë¬ [24]. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  2 ¥áâì
®¡®¡é¥­¨¥ â¥®à¥¬ë �.�.�ë­ìª¨­  ­  p-á¯àï¬«ï¥¬ë¥ ªà¨¢ë¥.

�á«¨ ªà¨¢ ï � ­¥ â®«ìª® á¯àï¬«ï¥¬ ï, ­® ¨ ªãá®ç­®-£« ¤ª ï, â® ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ ­¥¯à¥-
àë¢­® ¯à®¤®«¦ ¥âáï ­  íâã ªà¨¢ãî á ®¡¥¨å áâ®à®­ ¯à¨ ¡®«¥¥ á« ¡®¬ ®£à ­¨ç¥­¨¨ f 2 H�(�),
� > 0: 1 �ª §ë¢ ¥âáï, á ¬®¯®¤®¡¨¥ ¬®¦¥â ¢ ¨§¢¥áâ­®¬ á¬ëá«¥ \§ ¬¥­¨âì" §¤¥áì £« ¤ª®áâì. �®-
ª § â¥«ìáâ¢® â®«ìª® çâ® ã¯®¬ï­ãâ®£® à¥§ã«ìâ â  ®á­®¢ ­® ­  â®¬, çâ® ¢ «î¡®© â®çª¥ t0 ªãá®ç­®-
£« ¤ª®© ªà¨¢®© ¯à¨ íâ®¬ ãá«®¢¨¨ áå®¤¨âáï ­¥á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à «

R
�

f(t)�f(t0)
t�t0 dt. �  ­¥£« ¤ª®©

á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© íâ® ã¦¥ ­¥ â ª. �à¨¬¥à®¬ ¬®¦¥â á«ã¦¨âì ªà¨¢ ï L = ft = reir
�n

: 0 �
r � 1g. �à¨ n < 1 ®­  á¯àï¬«ï¥¬ , ­® ¨­â¥£à «

R
L

jtj� dt
t
áå®¤¨âáï «¨èì ¯à¨ � > n. �® á ¬®¯®¤®-

¡¨¥ ªà¨¢®© ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â áå®¤¨¬®áâì â ª®£® ¨­â¥£à «  ¯à¨ ¯®çâ¨ â¥å ¦¥ ãá«®¢¨ïå, ¯à¨ ª®â®àëå
áå®¤¨âáï ¨­â¥£à « (1). �¬¥­­®, á¯à ¢¥¤«¨¢®

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 9. �ãáâì � | ¯à®áâ ï á ¬®¯®¤®¡­ ï ¤ã£  á ­ ç «®¬ ¢ â®çª¥ t0. � ¬®¯®-

¤®¡¨¥ §¤¥áì ®§­ ç ¥â ¢®§¬®¦­®áâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï � =
1
[
j=0

�j, £¤¥ ¯à®áâë¥ ¤ã£¨ �j ¯®¯ à­®

­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å ¢­ãâà¥­­¨å â®ç¥ª, ¨ ¤ã£  �j+1 ¯®«ãç ¥âáï ¨§ �j ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ®â®¡à ¦¥-

­¨ï z 7! t0 + k(z � t0), £¤¥ jkj < 1: �á«¨ � 2 Vp, f 2 H�(�) ¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (5), â®
­¥á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à «

R
�

f(t)�f(t0)
t�t0 dt áå®¤¨âáï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ­ £«ï¤­®áâ¨ à áá¬®âà¨¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ � ç áâì F1 á­¥¦¨­ª¨ �®å  á
­ ç «®¬ ¢ â®çª¥ 0 ¨ ª®­æ®¬ ¢ â®çª¥ 1, ¯®áâà®¥­­ãî ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥. �®«®¦¨¬ t0 = 0.
� ª ç¥áâ¢¥ ¤ã£¨ �0 §¤¥áì ¬®¦­® ¢§ïâì ç áâì � á ­ ç «®¬ ¢ â®çª¥ 1

3
¨ ª®­æ®¬ ¢ â®çª¥ 1, â®£¤ 

k = 1=3. �à®áâë¥ § ¬¥­ë ¯¥à¥¬¥­­®© ¯à¨¢®¤ïâ ª à ¢¥­áâ¢ã

mX
j=0

Z
�j

(f(t)� f(0))
dt

t
=
Z
�0

mX
j=0

(f(tkj)� f(0))
dt

t
; (9)

£¤¥ ª ¦¤ë© ¨§ ª®­âãà­ëå ¨­â¥£à «®¢ áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 1. �®£« á­® ãá«®¢¨î

��¥«ì¤¥à  àï¤
1P
j=0

(f(tkj) � f(0)) ¯®â®ç¥ç­® áå®¤¨âáï ­  �0; ®¡®§­ ç¨¬ ¥£® áã¬¬ã ç¥à¥§ f�(t). �§

ãá«®¢¨ï f 2 H�(�) á«¥¤ã¥â, çâ® äã­ªæ¨¨ f� ¨ f�(t)=t ¯à¨­ ¤«¥¦ âH�(�0); â. ¥. ¨­â¥£à «
R
�0

f�(t)dt
t

1� ª ®â¬¥ç ¥âáï, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [21], íâ®â à¥§ã«ìâ â ¡ë« ¨§¢¥áâ¥­ ¥é¥ �®å®æª®¬ã, �®à¥à  ¨ � à­ ªã.
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áãé¥áâ¢ã¥â. � á¨«ã (9) ®âáî¤  á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ­¥á®¡áâ¢¥­­®£® ¨­â¥£à « 
R
�

(f(t)�f(0))dt
t
:

�á­®, çâ® íâ® à ááã¦¤¥­¨¥ á®åà ­ï¥â á¨«ã ¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥.

�®ª § â¥«ìáâ¢® äà ªâ «ì­®© ¢¥àá¨¨ â¥®à¥¬ë �®à¥à {�®å®æª®£®{� à­ ª  ¬®¦­® â¥¯¥àì § -
¢¥àè¨âì, ¯®¢â®àïï à ááã¦¤¥­¨ï ¨§ ([21], á. 59{66). �ã¦­® «¨èì ¨§¬¥­¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬
®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­¥ª á â¥«ì­ëå ¯ãâ¥©, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¢ íâ¨å à ááã¦¤¥­¨ïå. �¤¥áì ¯ãâì P
¨§ D+ ¨«¨ ¨§ D� ª â®çª¥ t0 2 � áç¨â ¥âáï ­¥ª á â¥«ì­ë¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®áâ®ï­­ ï
c > 0; çâ® jz� tj > cjz� t0j ¤«ï «î¡®£® z 2 P ¨ «î¡®£® t 2 �. � ª¨¥ ¯ãâ¨ áãé¥áâ¢ãîâ ¤«ï «î¡®©
â®çª¨ t0 ª.á.ä.ª. �. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  4. �á«¨ ª.á.ä.ª. � ¨¬¥¥â ¢¥àå­îî ¬¥âà¨ç¥áªãî à §¬¥à­®áâì d ¨ f 2 H�(�), â®
¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨ï (3) ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ (6) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â äã­ªæ¨î,

¤®¯ãáª îéãî ­¥¯à¥àë¢­ë¥ ¯à®¤®«¦¥­¨ï ­  § ¬ëª ­¨ï ®¡« áâ¥© D+ ¨ D�. � ª ¦¤®© â®çª¥

z 2 � áª ç®ª íâ®© äã­ªæ¨¨ à ¢¥­ §­ ç¥­¨î f ¢ â®çª¥ z.

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® à¥§ã«ìâ â  ¤«ï ¨­â¥£à « , ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® áà¥¤áâ¢ ¬¨ ­¥áâ ­¤ àâ­®£®
 ­ «¨§ , ¡ë«®  ­®­á¨à®¢ ­® ¢ [9]. �ë ¢¨¤¨¬, çâ® ®­ á®åà ­ï¥â á¨«ã ¨ ¤«ï ¨­â¥£à «  â¨¯  �®è¨,
¯®­¨¬ ¥¬®£® ¢ á®¡áâ¢¥­­®¬ á¬ëá«¥.

�à ¢­¥­¨¥ â¥®à¥¬ 3 ¨ 4 á â¥®à¥¬ ¬¨ �ë­ìª¨­  ¨ �®à¥à {�®å®æª®£®{� à­ ª  ¥é¥ à § ¨«-
«îáâà¨àã¥â â® ã¤¨¢¨â¥«ì­®¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® ãá«®¢¨ï á ¬®¯®¤®¡¨ï ¨ £« ¤ª®áâ¨ ªà¨¢®© ¯à¨-
¢®¤ïâ ª à¥§ã«ìâ â ¬, ª®â®àë¥ ¢ ç¥¬-â®  ­ «®£¨ç­ë ¤àã£ ¤àã£ã.
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