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1. �®áâ ­®¢ª  § ¤ ç¨

�ãáâì V | § ¤ ­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨§ n-¬¥à­®£® ¥¢ª«¨¤®¢®£® ¯à®áâà ­áâ¢  En, äã­ªæ¨ï �(v; w)
®¯à¥¤¥«¥­  ­  ¯àï¬®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ V � V .

� ¤ ç  à ¢­®¢¥á­®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï ä®à¬ã«¨àã¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: âà¥¡ã¥âáï ­ ©-
â¨ â ªãî â®çªã v� 2 V , çâ®¡ë ¢ë¯®«­ï«®áì ­¥à ¢¥­áâ¢®

�(v�; v�) � �(v�; w) 8w 2 V: (1)

�­â¥à¥á ª à ¢­®¢¥á­ë¬ § ¤ ç ¬ ®¡ãá«®¢«¥­ â¥¬, çâ® ®­¨ ®¯¨áë¢ îâ ­  ¬®¤¥«ì­®¬ ãà®¢-
­¥ à §«¨ç­ë¥ ¨£à®¢ë¥ á¨âã æ¨¨, á¢ï§ ­­ë¥ á ¯®¨áª®¬ ª®¬¯à®¬¨áá  ¨ á®£« á®¢ ­¨ï ¨­â¥à¥á®¢
áâ®à®­. � íâ®© á¢ï§¨ ¤®áâ â®ç­® ã¯®¬ï­ãâì â ª¨¥ ¢ ¦­ë¥ ¨£à®¢ë¥ ¯®áâ ­®¢ª¨, ª ª á¥¤«®¢ë¥
§ ¤ ç¨, ¨£àë á à ¢­®¢¥á¨¥¬ ¯® �íèã, ®¡à â­ë¥ § ¤ ç¨ «¨­¥©­®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï [1].

� àï¤ã á (1) ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ­¥ª®â®àãî ¬®¤¨ä¨ª æ¨î à ¢­®¢¥á­®© § ¤ ç¨ | ­ ©â¨
â ªãî â®çªã bv 2 V , çâ®

�(w; bv) � �(w;w) 8w 2 V: (2)

� ¤ «ì­¥©è¥¬ § ¤ çã (2) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì á« ¡®© à ¢­®¢¥á­®© § ¤ ç¥©,   ¨áå®¤­ãî § ¤ -
çã (1) | á¨«ì­®©. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®¯à¥¤¥«¥­­®¬ á¬ëá«¥ § ¤ çã (2) ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª
¤¢®©áâ¢¥­­ãî ª ¨áå®¤­®© § ¤ ç¥ (1). �¥©áâ¢¨â¥«ì­® [2], ¥á«¨ ¢¢¥áâ¨ äã­ªæ¨î

 (v; w) = �(v; v) ��(v; w);

â® à¥è¥­¨ï § ¤ ç (1) ¨ (2) ¡ã¤ãâ á¢ï§ ­ë á®®â­®è¥­¨¥¬

 (v�; w) �  (v�; v�) � 0 �  (w; bv) 8w 2 V:

� â® ¦¥ ¢à¥¬ï, ª ª ¡ã¤¥â ¯®ª § ­® ¤ «¥¥, § ¤ ç  (2) ®¡« ¤ ¥â æ¥«ë¬ àï¤®¬ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢ ¯®
áà ¢­¥­¨î á ¨áå®¤­®© (1).

� ¤ ç¨ (1) ¨ (2) ¡ã¤¥¬ ¨áá«¥¤®¢ âì ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, çâ® æ¥«¥¢ ï äã­ªæ¨ï �(v; w) ª®á®á¨¬-
¬¥âà¨ç­ , â. ¥.

�(v; v) � �(v; w)� �(w; v) + �(w;w) � 0 8v; w 2 V: (3)

�®¤ç¥àª­¥¬, çâ® ¯®­ïâ¨¥ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ ¢¯¥à¢ë¥ ¡ë«® ¯à¥¤«®¦¥­® ¢ [2] ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¤®áâ -
â®ç­®£® ãá«®¢¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤®¢.

�ëïá­¨¬, ª ª á¢ï§ ­ë ¬¥¦¤ã á®¡®© ®¡¥ à ¢­®¢¥á­ë¥ § ¤ ç¨ (1) ¨ (2).

�¥¬¬  1. �ãáâì äã­ªæ¨ï �(v; w) ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­ . �®£¤  «î¡®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (1) ï¢«ï-
¥âáï à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (2). �á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® V ¢ë¯ãª«®,   �(v; w) ­¥¯à¥àë¢­  ¯® v ¯à¨ «î¡®©

ä¨ªá¨à®¢ ­­®© w ¨ ¢ë¯ãª«  ¯® w ¯à¨ «î¡®© v, â® à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (2) ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨

(1).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¢ë¯®«­¥­® (1). �âáî¤  á ãç¥â®¬ (3) á«¥¤ã¥â

0 � �(v�; w)� �(v�; v�) � �(w;w) � �(w; v�);

â. ¥. v� | à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (2).
�ãáâì â¥¯¥àì ¢ë¯®«­¥­ë ¢á¥ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë ¨ ¯ãáâì bv | à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (2). � ä¨ªá¨àã¥¬

¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã w 2 V . �®£¤  (2) ¡ã¤¥â á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«ï «î¡®© ¯à®¬¥¦ãâ®ç­®© â®çª¨
w(�) = �bv + (1� �)w, 0 < � < 1,

�(w(�); bv) � �(w(�); w(�)):

�âáî¤  ¢ á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ �(v; w) ¯® ¢â®à®© ¯¥à¥¬¥­­®© w ¨¬¥¥¬

�(w(�); bv) � �(w(�); w(�)) � ��(w(�); bv) + (1� �)�(w(�); w);

â. ¥. (1� �)�(w(�); bv) � (1� �)�(w(�); w), 0 < � < 1.
� §¤¥«¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  ­  1�� > 0, ¯¥à¥©¤¥¬ ¢ ¯®«ãç¥­­®¬ ­¥à ¢¥­áâ¢¥ ª ¯à¥¤¥«ã

¯® �! 1. �âáî¤  á ãç¥â®¬ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ �(v; w) ¯® v ¯à¨å®¤¨¬ ª âà¥¡ã¥¬®¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢ã

�(bv; bv) = lim
�!1

�(w(�); bv) � lim
�!1

�(w(�); w) = �(bv; w) 8w 2 V: �

�¥âàã¤­® ¯à¨¢¥áâ¨ ¯à®áâë¥ ¯à¨¬¥àë, ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® V � á¨«ì­ëå à¥è¥­¨© ¨¬¥¥â ¤®áâ -
â®ç­® á«®¦­ãî áâàãªâãàã (­ ¯à., ®­® ¬®¦¥â á®áâ®ïâì ¨§ «î¡®£® ç¨á«  ¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª).
� â® ¦¥ ¢à¥¬ï ¢¥à­ 

�¥¬¬  2. �ãáâì �(v; w) ¢ë¯ãª«  ¯® w ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®© v ¨ ¬­®¦¥áâ¢® bV á« ¡ëå à¥è¥-

­¨© (2) ­¥¯ãáâ®. �®£¤  ®­® ¢ë¯ãª«®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ â®çª¨ v�
1
; v�

2
2 bV ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî

¯à®¬¥¦ãâ®ç­ãî â®çªã v�(�) = �v�
1
+ (1 � �)v�

2
, 0 < � < 1. �®£¤  ¢ á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ �(v; w) ¯®

w ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï (2) ¨¬¥¥¬

�(w; v�(�)) � ��(w; v�
1
) + (1� �)�(w; v�

2
) � ��(w;w) + (1� �)�(w;w) = �(w;w);

â.¥. v�(�) 2 bV ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, bV ¢ë¯ãª«®.

�¤­  ¨§ £« ¢­ëå ¯à®¡«¥¬ ¢ â¥®à¨¨ à ¢­®¢¥á­®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï á®áâ®¨â ¢ ¢ëïá­¥­¨¨
ãá«®¢¨© áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à ¢­®¢¥á­®£® à¥è¥­¨ï. � ª á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 1, ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¬­®-
¦¥áâ¢® á« ¡ëå à¥è¥­¨© (2) ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï ¢á¥ á¨«ì­ë¥ à¥è¥­¨ï (1). �âáî¤  ¬®¦­® ¯à¥¤¯®-
«®¦¨âì, çâ® ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à¥è¥­¨© § ¤ ç¨ (2) âà¥¡ãîâáï ¡®«¥¥ á« ¡ë¥ ãá«®¢¨ï, ç¥¬ ¤«ï
áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á¨«ì­ëå à¥è¥­¨© (1).

2. �ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì à¥è¥­¨ï

¢ á¨«ì­® ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥

� ª á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë � ªãâ ­¨ [3], à ¢­®¢¥á­ ï § ¤ ç  (1) ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤­® à¥è¥-
­¨¥, ¥á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® V | ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ,   äã­ªæ¨ï �(v; w) ¢ë¯ãª«  ¯® ¯¥à¥¬¥­­®© w ¨
­¥¯à¥àë¢­  ¯® v.

�®§­¨ª ¥â ¢®¯à®á: ¬®¦­® «¨ ®á« ¡¨âì ãá«®¢¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à ¢­®¢¥á­®£® à¥è¥­¨ï, ­ -
¯à¨¬¥à, ®âª § âìáï ®â âà¥¡®¢ ­¨ï ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ ¤®¯ãáâ¨¬®£® ¬­®¦¥áâ¢  V . �ª §ë¢ ¥âáï, íâ®
¢®§¬®¦­®, ­® ¯à¨ íâ®¬ æ¥«¥¢ ï äã­ªæ¨ï �(v; w) ¤®«¦­  ã¤®¢«¥â¢®àïâì ®¤­®¬ã ¤®¯®«­¨â¥«ì­®-
¬ã ãá«®¢¨î. � ¨¬¥­­®, ¯®  ­ «®£¨¨ á á¨«ì­® ¢ë¯ãª«ë¬¨ § ¤ ç ¬¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¢¢¥¤¥¬ ¯®­ïâ¨¥
á¨«ì­®© ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ æ¥«¥¢®© äã­ªæ¨¨

�(v; v)� �(v; w) � �(w; v) + �(w;w) � �kv � wk2 8v; w 2 V; (4)

£¤¥ � > 0 | ª®­áâ ­â  á¨«ì­®© ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨.
�à¥¦¤¥ ¢á¥£® ¯®­ïâ­®, çâ® «î¡ ï á¨«ì­® ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­ ï äã­ªæ¨ï ï¢«ï¥âáï ¯à®áâ® ª®-

á®á¨¬¬¥âà¨ç­®© äã­ªæ¨¥©.
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�« áá á¨«ì­® ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­ëå äã­ªæ¨© ¤®áâ â®ç­® è¨à®ª. � ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à®¢ á¨«ì­®
ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­ëå äã­ªæ¨© ¬®¦­® ¯à¨¢¥áâ¨ äã­ªæ¨¨ â¨¯  áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï (á ª®­-
áâ ­â®© � = 1) 
(v; w) = hv�a;w�ai; äã­ªæ¨¨ ¢¨¤  �(v; w) = �w=v: � ª¦¥ ­¥âàã¤­® ¯®ª § âì,
çâ® ¥á«¨ äã­ªæ¨ï �(v; w) ï¢«ï¥âáï á¨«ì­® ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®© á ª®­áâ ­â®© � > 0, â® ¥¥ áã¬¬ 
á «î¡®© ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®© äã­ªæ¨¥© ¤ áâ c¨«ì­® ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­ãî äã­ªæ¨î á â®© ¦¥ ª®­-
áâ ­â®© �. �¬­®¦¥­¨¥ á¨«ì­®© ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®© äã­ªæ¨¨ ­  ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ç¨á«® ¯à¨¢®¤¨â
ª ã¬­®¦¥­¨î ª®­áâ ­âë � ­  â® ¦¥ ç¨á«®.

�­ ç «  ¤®ª ¦¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­®£® à¥è¥­¨ï ¢ á¨«ì­® ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥
¤«ï á« ¡®© à ¢­®¢¥á­®© § ¤ ç¨.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® V 2 Rn ¢ë¯ãª«® ¨ § ¬ª­ãâ®; äã­ªæ¨ï �(v; w) ¢ë¯ãª«  ¨

¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¯® w ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®© v ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î á¨«ì­®© ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç-

­®áâ¨ (4). �®£¤  § ¤ ç  (2) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ bv�, ¯à¨ç¥¬ ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

�(w; bv�) + �kbv� � wk2 � �(w;w) 8w 2 V: (5)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ ¢­ ç «¥, çâ® § ¤ ç  (2) ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤­® à¥è¥­¨¥. � ¬¥â¨¬,
çâ® ¨§ (5) á«¥¤ã¥â, çâ® â®çª  bv� ï¢«ï¥âáï â®çª®© á« ¡®£® à¥è¥­¨ï (2). �®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç­®
¤®ª § âì áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ â®çª¨ bv�, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© (5). �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ w 2 V ¯®áâ ¢¨¬ ¢
á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬­®¦¥áâ¢®

S(w) = fv 2 V : �(w; v) + �kv � wk2 � �(w;w)g:

�à¥¦¤¥ ¢á¥£® ®â¬¥â¨¬, çâ® S(w) ­¥¯ãáâ® (®­® á®¤¥à¦¨â, ­ ¯à., á ¬ã â®çªã w). � «¥¥, ¯à¨ ª -
¦¤®© ä¨ªá¨à®¢ ­­®© w ¬­®¦¥áâ¢® S(w) ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ �¥¡¥£  ¤«ï á¨«ì­® ¢ë¯ãª«®© ¯®
v äã­ªæ¨¨

�(w; v) + �kv � wk2:

�®íâ®¬ã ®­® ¢ë¯ãª«® ¨ ª®¬¯ ªâ­® [4].
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® (5) ­¥ ¢ë¯®«­¥­®. �â® §­ ç¨â, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ v 2 V

¢á¥£¤  ­ ©¤¥âáï â ª ï ew = ew(v) 2 V , çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¬­®¦¥áâ¢® S( ew) ­¥ á®¤¥à¦¨â ¤ ­­ãî
â®çªã v:

8v 2 V 9 ew = ew(v) : �( ew; v) + �kv � ewk2 > �( ew; ew):
�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¡¥áª®­¥ç­ ï á¨áâ¥¬  ¢ë¯ãª«ëå ª®¬¯ ªâ®¢ S(w) ­¥ ¨¬¥¥â ®¡é¥© â®çª¨, â. ¥.\

w2V

S(w) � ;:

�®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ �¥««¨ ([5], á. 68) ­ ©¤ãâáï â®çª¨ wi 2 V â ª¨¥, çâ®
n\
i=0

S(wi) � ;:

�® íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® ¬¨­¨¬ã¬ á¨«ì­® ¢ë¯ãª«®© äã­ªæ¨¨ ¬ ªá¨¬ã¬ 

�(v) = max
0�i�n

f�(wi; v) + �kwi � vk2 � �(wi; wi)g

áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«¥­, â. ¥. � = minv2V �(v) > 0. �®ª ¦¥¬, çâ® íâ® ­¥¢®§¬®¦­®.
�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ v� = argminfb�(v) j v 2 V g. �®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 4.3.1 ¨§ [6] ­ ©¤ãâáï ­¥®âà¨æ -

â¥«ì­ë¥ ¬­®¦¨â¥«¨ �i â ª¨¥, çâ®
nX
i=0

�i = 1; �(v�) =
nX
i=0

�if�(wi; v
�) + �kwi � v�k2 � �(wi; wi)g;

D nX
i=0

�ifr2�(wi; v
�) + 2�(v� � wi)g; w � v�

E
� 0 8w 2 V: (6)

�¤¥áì ç¥à¥§ r2�(w; v) ®¡®§­ ç¥­ £à ¤¨¥­â äã­ªæ¨¨ �(w; v) ¯® ¢â®à®© ¯¥à¥¬¥­­®©.
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�¡®§­ ç¨¬ w =
nP
i=0

wi. �â¬¥â¨¬, çâ® w 2 V ¢ á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  V . �®£¤  ¢ á¨«ã

¢ë¯ãª«®áâ¨ �(v; w) ¯® w ¨¬¥¥¬

0 < � =
nX
i=0

�if�(wi; v
�) + �kwi � v�k2 � �(wi; wi)g �

�
nX
i=0

�ifhr2�(wi; v
�); v� � wi+�(wi; w)� �(wi; wi) + �kwi � v�k2g:

�à®¤®«¦¨¬ ¤ «¥¥ æ¥¯®çªã ­¥à ¢¥­áâ¢ á ãç¥â®¬ (6) ¨ (4)

0 < � �
nX
i=0

�if2�hv
� � wi; w � v�i+ �kwi � v�k2 +�(wi; w)� �(wi; wi)g �

�
nX
i=0

�if2�hv
� � wi; w � v�i+ �kwi � v�k2 +�(w;w)� �(w;wi)� �kw � wik

2g:

�®áª®«ìªã �(v; w) ¢ë¯ãª«  ¯® w, â® �(w;w) �
nP
i=0

�i�(w;wi). �®¤áâ ¢«ïï íâ® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¥
­¥à ¢¥­áâ¢®, ¨¬¥¥¬

0 < � � �(w;w)�
nX
i=0

�i�(w;wi) +
nX
i=0

�if2�hv� � wi; w � v�i+ �kwi � v�k2 � �kw � wik
2g �

� �
nX
i=0

�if2hv� � wi; w � v�i+ kwi � v�k2 � kw � wik
2g:

�à¥®¡à §®¢ë¢ ï ¯®«ãç¥­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¯® ä®à¬ã«¥ à §­®áâ¨ ª¢ ¤à â®¢, ¯à¨å®¤¨¬ ª ¯à®â¨¢®-
à¥ç¨î

0 < � � �
nX
i=0

�if2hv
� � wi; w � v�i+ hwi � v� � w + wi; wi � v� +w � wiig =

= �
nX
i=0

�ih2v
� � 2wi + wi � v� � w + wi; w � v�i = ��kw � v�k2 � 0:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨áå®¤­®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¡ë«® ­¥¢¥à­ë¬ ¨ § ¤ ç  (2) ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥ bv�,
¯à¨ç¥¬ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢ã (5). �®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¤ ­­®¥ à¥è¥­¨¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­®.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ ¯à®â¨¢­®¥, â. ¥. ¯®¬¨¬® â®çª¨ bv�, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ­¥à ¢¥­áâ¢ã (5), áãé¥áâ¢ã-
¥â ¤àã£®¥ à¥è¥­¨¥ v § ¤ ç¨ (2).

� áá¬®âà¨¬ â®çªã w = (bv� + v)=2. � á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  V â®çª  w 2 V .
� ®¤­®© áâ®à®­ë, ¨á¯®«ì§ãï (5) ¨ ¢ë¯ãª«®áâì �(v; w) ¯® w, ¨¬¥¥¬

0 < �kw � bv�k2 � �(w;w)� �(w; bv�) � hr2�(w;w); w � bv�i =
= hr2�(w;w); w � 2w + vi = hr2�(w;w); v � wi:

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨§ ¢ë¯ãª«®áâ¨ �(v; w) ¯® w ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á« ¡®£® à¥è¥­¨ï (2) ¯®«ãç ¥¬

hr2�(w;w); v � wi � �(w; v)� �(w;w) � 0:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨å®¤¨¬ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î.

� ­¥¯à¥àë¢­®¬ á«ãç ¥, ª ª á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 1, ¤ ­­ ï â¥®à¥¬  ¤®ª §ë¢ ¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥
à¥è¥­¨ï ¤«ï ¨áå®¤­®© á¨«ì­®© § ¤ ç¨ (1). �®íâ®¬ã ¯à¨¢¥¤¥¬ ä®à¬ã«¨à®¢ªã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©
â¥®à¥¬ë ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .
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�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® V 2 Rn ¢ë¯ãª«® ¨ § ¬ª­ãâ®; äã­ªæ¨ï �(v; w) ¢ë¯ãª«  ¨

¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¯® w ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®© v, ­¥¯à¥àë¢­  ¯® v ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®© w ¨ ã¤®-

¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î á¨«ì­®© ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ (4). �®£¤  § ¤ ç  (1) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥

à¥è¥­¨¥.

�®¤ç¥àª­¥¬, çâ® ¢ á¨«ì­® ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥ à ¢­®¢¥á­®¥ à¥è¥­¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¡¥§
¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ®¡ ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ ¤®¯ãáâ¨¬®£® ¬­®¦¥áâ¢ , çâ® ­¥áª®«ìª® ã«ãçè ¥â à¥§ã«ìâ âë
â¥®à¥¬ë � ªãâ ­¨. � ¡®«¥¥ â®£®, íâ® à¥è¥­¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬.

3. �ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ à¥è¥­¨ï ¢ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥

� ¯à®áâ® ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥ á« ¡ ï § ¤ ç  (2) ¨¬¥¥â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­® à¥è¥­¨¥.
�®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï ¯® áå¥¬¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1 ¨ ¢® ¬­®£®¬
¥¥ ¯®¢â®àï¥â.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® V 2 Rn | ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ; äã­ªæ¨ï �(v; w) ¢ë¯ãª«  ¨
¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¯® w ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®© v ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨

(3). �®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® bV à¥è¥­¨© § ¤ ç¨ (2) ­¥¯ãáâ® ¨ ¢ë¯ãª«®.

� ª á«¥¤ã¥â ¨§ ¤ ­­®© â¥®à¥¬ë, ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á« ¡®£® à ¢­®¢¥á­®£® à¥è¥­¨ï (2) ­¥
âà¥¡ã¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®áâì �(v; w) ¯® v, çâ® ¯®§¢®«ï¥â ­¥áª®«ìª® ãâ®ç­¨âì à¥§ã«ìâ âë â¥®à¥¬ë
� ªãâ ­¨.

� ­¥¯à¥àë¢­®¬ á«ãç ¥  ­ «®£¨ç­ë© ä ªâ á¯à ¢¥¤«¨¢ ¨ ¤«ï ¨áå®¤­®© § ¤ ç¨ (1). �®íâ®¬ã
¯à¨¢¥¤¥¬ ä®à¬ã«¨à®¢ªã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â¥®à¥¬ë â ª¦¥ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .

�¥®à¥¬  4. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® V 2 Rn | ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ; äã­ªæ¨ï �(v; w) ¢ë¯ãª«  ¨
¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¯® w ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®© v, ­¥¯à¥àë¢­  ¯® v ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®© w ¨ ª®á®á¨¬-

¬¥âà¨ç­  (3). �®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® V � à¥è¥­¨© § ¤ ç¨ (1) ­¥¯ãáâ® ¨ ¢ë¯ãª«®.

� § ª«îç¥­¨¥  ¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¡®«ìèãî ¨ ¨áªà¥­­îî ¡« £®¤ à­®áâì á¢®¨¬ ­ ãç­ë¬ àãª®-
¢®¤¨â¥«ï¬ �.�.�­â¨¯¨­ã ¨ �.�.� á¨«ì¥¢ã §  ¯®¬®éì ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ à ¡®âë.
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