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КРИТЕРИЙ ВПОЛНЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ПРЕДЕЛЬНОЙ
ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ЗАДАЧИ СТИЛТЬЕСОВСКОГО ТИПА
В ТЕРМИНАХ ОРТОНОРМИРОВАННЫХ МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ

Аннотация. Основной целью данной статьи является изучение упорядоченных последова-
тельностей обобщенных интерполяционных задач и предельной интерполяционной задачи в
классе Стилтьеса с использованием ортонормированных матриц-функций. Получены явные
формулы для ортонормированных матриц-функций. Основным результатом статьи является
критерий вполне неопределенности предельной интерполяционной задачи в классе Стилтье-
са. Общие построения проиллюстрированы на примерах проблемы моментов Стилтьеса и
задачи Неванлинны–Пика в классе Стилтьеса.
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1. Введение

Критерии неопределенности интерполяционных задач с бесконечным числом узлов ин-
терполяции в терминах параметров Стилтьеса, ортонормированных многочленов, парамет-
ров Шура, вложенных кругов Вейля и других характеристик усеченных задач были получе-
ны в статьях [1]–[7]. Эти исследования были продолжены и обобщены в разных направлени-
ях в работах многих авторов. Отметим важный для нас цикл статей [8]–[11], выполненных
в рамках подхода В.П.Потапова к решению интерполяционных задач для неванлинновских
матриц-функций (МФ). Для стилтьесовских МФ аналогичные результаты были получены
в [12]–[15].
В этой статье проведено дальнейшее исследование упорядоченных последовательностей

обобщенных интерполяционных задач и предельных интерполяционных задач для стил-
тьесовских МФ [14], [15]. Показано, что с упорядоченной последовательностью обобщенных
интерполяционных задач для стилтьесовских МФ связаны две последовательности МФ, ор-
тонормированных относительно неотрицательных матричных мер на положительной полу-
оси. В зависимости от структуры усеченных задач ортонормированные МФ могут быть це-
лыми или мероморфными МФ и являются обобщениями ортонормированных многочленов
и рациональных функций. В терминах сходимости двух рядов из ортонормированных МФ
получен критерий вполне неопределенности предельной интерполяционной задачи. Этот ре-
зультат является аналогом критерия Гамбургера неопределенности проблемы моментов. В
качестве примеров получены критерии вполне неопределенности задачи Неванлинны–Пика
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для стилтьесовских МФ и матричной проблемы моментов Стилтьеса. Отметим, что при-
веденный в примере 2 критерий вполне неопределенности матричной проблемы моментов
Стилтьеса является новым даже для классической проблемы моментов Стилтьеса.

2. Основные определения и обозначения

Введем основные определения и сформулируем без доказательства необходимые для
дальнейшего сведения о предельной интерполяционной задаче (подробное изложение и до-
казательства — в [14]). Будем ставить и решать задачи на языке аналитических оператор-
функций (ОФ). Пусть R+ = {x ∈ R : x ≥ 0}, R− = {x ∈ R : x < 0}, C+ = {z ∈ C : Im z > 0},
C− = {z ∈ C : Im z < 0}, C± = C+ ∪ C−. Через G1, G2 обозначены сепарабельные и через H
— конечномерное гильбертовы пространства, {G1,G2} обозначает множество всех ограни-
ченных линейных операторов, действующих из G1 в G2, {G1} — множество {G1,G1}, а {G1}H

обозначает множество ограниченных эрмитовых операторов в G1. Оператор A ∈ {G1}H

называется неотрицательным, если (f,Af) ≥ 0 ∀f ∈ G1. Множество неотрицательных
операторов в G1 обозначим через {G1}≥. Неотрицательный оператор A ∈ {G1}≥ называется
положительным, если он обратим и A−1 ∈ {G1}. Множество положительных операторов в G1

обозначим через {G1}>. Пусть операторы A,B ∈ {G1}H . Неравенство A ≥ B (соответствен-
но A > B) означает, что A − B ∈ {G1}≥ (соответственно A − B ∈ {G1}>). Tождественный
и нулевой операторы, действующие в некотором гильбертовом пространстве G1, обозначим
через IG1 и OG1 . Нулевой оператор, действующий из гильбертова пространства G1 в гиль-
бертово пространство G2, обозначим через OG1G2 . Часто будем опускать нижние индексы у
нулевого и тождественного операторов, если из контекста ясно, о каких пространствах идет
речь. Если f(z) обозначает некоторую ОФ, то запись f∗(z) будет сокращением для записи
(f(z))∗.
Пусть заданы операторы K1 ∈ {G1}≥, K2 ∈ {G2}≥, L1, L2 ∈ {G2,G1}, v1 ∈ {H,G1}, u2 ∈

{H,G2}, и пусть эти операторы удовлетворяют основному тождеству (ОТ)
K1L1 − L2K2 = −v1u

∗
2. (1)

Рассмотрим операторы

T1 = L2L
∗
1, T2 = L∗

1L2, u1 = L2u2, v2 = L∗
1v1. (2)

Пусть операторы Tr таковы, что ОФ RTr(z) = (IGr − zTr)−1, r = 1, 2, мероморфны в C \R+.
Множество особых точек ОФ RT1 и RT2 в C \ R+ обозначим символом Z и пусть Z = {z ∈
C : z ∈ Z}.
Определение 1. Голоморфная ОФ s : C \ R+ → {H} называется стилтьесовской, если
{s(z) − s∗(z)}/{z − z} ≥ OH ∀z ∈ C± и s(x) ≥ OH ∀x ∈ R−.

Класс всех стилтьесовских ОФ обозначим через S.
Определение 2. Упорядоченный набор операторов

P =
{
K1, L1, v1,K2, L2, u2

}
, (3)

удовлетворяющих ОТ (1) и всем сформулированным выше условиям, называется обобщен-
ной интерполяционной задачей стилтьесовского типа, а пространства G1, G2, H называются
масштабными пространствами. При этом ОФ s ∈ S называется решением обобщенной ин-
терполяционной задачи (3), если она удовлетворяет следующей системе основных матрич-
ных неравенств (ОМН) В.П.Потапова (r = 1, 2, z ∈ C± \ Z):(

Kr RTr(z) { vrz
r−1s(z) − ur }

{ vrz
r−1s(z) − ur }∗R∗

Tr
(z) {zr−1s(z) − zr−1s∗(z)}/{z − z}

)
≥ OGr⊕H. (4)
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Множество всех решений обобщенной интерполяционной задачи (3) обозначим через F .

Определение 3. Обобщенная интерполяционная задача (3) называется вполне неопреде-
ленной, если

K1 ∈ {G1}>, K2 ∈ {G2}>, vrh = 0 ∈ Gr ∀h ∈ H ⇔ h = 0 ∈ H,

urh = 0 ∈ Gr ∀h ∈ H ⇔ h = 0 ∈ H, r = 1, 2.
(5)

В этой статье будем рассматривать только вполне неопределенные обобщенные интерпо-
ляционные задачи. Во вполне неопределенном случае определены корректно ОФ

sF (z) = u∗
2(K2 − zL∗

1K1L1)−1u2, sK(z) = {v∗1(L2K2L
∗
2 − z−1K1)−1v1}−1,

которые являются решениями обобщенной интерполяционной задачи и называются реше-
ниями Фридрихса и Крейна задачи (3). Для всех x ∈ R− \ Z имеет место формула

{sK(x) − sF (x)}−1 = −xv∗1R
∗
T1

(x)K−1
1 RT1(x)v1 + x2v∗2R

∗
T2

(x)K−1
2 RT2(x)v2. (6)

Отсюда следуют неравенства sF (x) < sK(x), x ∈ R− \ Z.
Пусть A,B ∈ {H}> и выполнено условие A ≤ B. Операторным интервалом называется

[A,B] = {κ ∈ {H}> : A ≤ κ ≤ B}. Интервал [A,B] называется невырожденным, если
A < B.

Определение 4. Невырожденный операторный интервал

I(x) = [sF (x), sK(x)], x ∈ R− \ Z,

называется интервалом Вейля в точке x.

Можно доказать, что I(x) = {s(x) : s ∈ F}, x ∈ R− \ Z.
Пусть даны две бесконечные последовательности гильбертовых пространств

(h(j)
r )∞j=1, r = 1, 2.

Рассмотрим ортогональные суммы этих пространств

G(l)
r = h(1)

r ⊕ h(2)
r ⊕ · · · ⊕ h(l)

r , r = 1, 2.

При l > k каждое из пространств G(k)
r можно рассматривать и как подпространство в лю-

бом пространстве G(l)
r . Часто будем отождествлять векторы (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) из G(l)

r с
векторами (x1, . . . , xk) из G(k)

r . Пусть оператор A ∈ {G(l)
r }. Сужение оператора A на под-

пространство G(k)
r обозначим через A|G(k)

r
. Пусть P

(l,k)
r обозначает оператор ортогонального

проектирования пространства G(l)
r на подпространство G(k)

r . Оператор P
(l,k)
r A|G(k)

r
в подпро-

странстве G(k)
r ⊂ G(l)

r часто будем рассматривать как оператор в пространстве G(k)
r .

Пусть теперь для всех l ≥ 1 определены обобщенные вполне неопределенные интерполя-
ционные задачи

P(l) =
{
K

(l)
1 , L

(l)
1 , v

(l)
1 ,K

(l)
2 , L

(l)
2 , u

(l)
2

}
(7)

с масштабными пространствами G(l)
1 , G

(l)
2 , H.

Пусть 1 ≤ k < l. Рассмотрим ортогональное разложение масштабных пространств интер-
поляционной задачи (7)

G(l)
r = G(k)

r ⊕
(
G(l)

r 
 G(k)
r

)
. (8)
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Определение 5. Пусть дана последовательность интерполяционных задач (7) и для лю-
бых k, l (1 ≤ k < l) матричные представления операторов интерполяционной задачи P(l)

построены по разложению (8)

K
(l)
1 =

(
K̃

(k)
1 B

(l,k)
1

B
(l,k)∗

1 C
(l,k)
1

)
, L

(l)
1 =

(
L̃

(k)
1 D

(l,k)
1

OG(k)
2 G(l)

1 �G(k)
1

L̂
(l,k)
1

)
, v

(l)
1 =

(
ṽ
(k)
1

v̌
(l,k)
1

)
,

K
(l)
2 =

(
K̃

(k)
2 B

(l,k)
2

B
(l,k)∗

2 C
(l,k)
2

)
, L

(l)
2 =

(
L̃

(k)
2 OG(l)

2 �G(k)
2 G(k)

1

E
(l,k)
2 L̂

(l,k)
2

)
, u

(l)
2 =

(
ũ

(k)
2

ǔ
(l,k)
2

)
.

(9)

Последовательность интерполяционных задач (7) называется упорядоченной, если опера-
торы K̃

(k)
1 , L̃(k)

1 , ṽ(k)
1 , K̃(k)

2 , L̃(k)
2 , ũ(k)

2 , рассматриваемые как операторы в пространствах G(k)
1 ,

G(k)
2 , H, совпадают с операторами K

(k)
1 , L

(k)
1 , v

(k)
1 , K

(k)
2 , L

(k)
2 , u

(k)
2 интерполяционной зада-

чи P(k).

Для упрощения записи в формулах (9) будем обозначать K̃
(k)
1 через K

(k)
1 и т. д. Упоря-

доченную последовательность интерполяционных задач обозначим через {P(l)}l∈N. В этом
контексте обобщенные интерполяционные задачи P(l) называются усеченными интерпо-
ляционными задачами. Введем верхний индекс (l) в обозначения объектов, связанных с
усеченной задачей P(l).
Пусть через F (l) обозначено множество всех решений усеченной интерполяционной зада-

чи P(l) и через I(l)(x) обозначены соответствующие интервалы Вейля. Tогда для всех k < l

имеют место включения F (l) ⊂ F (k) и I(l)(x) ⊂ I(k)(x).

Определение 6. Пусть дана упорядоченная последовательность интерполяционных задач
{P(l)}l∈N и пусть F (l) обозначает множество всех решений интерполяционной задачи P(l).
ОФ s ∈ S называется решением предельной интерполяционной задачи, если s ∈ F (l) ∀l ∈ N.

В обозначения объектов, связанных с предельной интерполяционной задачей, будем вво-
дить верхний индекс (∞). Множество решений предельной интерполяционной задачи обо-
значим через F (∞), а саму предельную интерполяционную задачу — через P(∞).
Пусть l ∈ N. Напомним, что множество особых точек мероморфных ОФ R

T
(l)
1
и R

T
(l)
2
в

C \ R+ обозначено символом Z(l). Пусть Z(∞) = ∪
l∈N

Z(l). Будем интересоваться случаем,

когда предельная интерполяционная задача имеет бесконечно много решений. Для это-
го необходимо, чтобы все предельные точки Z(∞) принадлежали множеству R+ ∪ {∞}. В
дальнейшем будем считать это условие выполненным.
Пусть задана упорядоченная последовательность обобщенных интерполяционных задач

стилтьесовского типа {P(l)}l∈N и пусть F (l) обозначает множество решений задачи P(l),
а F (∞) — множество решений предельной интерполяционной задачи, и пусть s

(l)
F и s

(l)
K

являются решениями Фридрихса и Крейна задачи P(l). Tогда существуют равномерные на
компактах K ⊂ C \ R+ пределы

s
(∞)
K (z) = lim

l→∞
s
(l)
K (z) ∈ F (∞), s

(∞)
F (z) = lim

l→∞
s
(l)
F (z) ∈ F (∞).

Более того, для всех s ∈ F (∞) выполняются неравенства

OH < s
(∞)
F (x) ≤ s(x) ≤ s

(∞)
K (x) ∀x ∈ R−.

Отсюда следует, в частности, F (∞) �= ∅.
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Определение 7. Операторный интервал

I(∞)(x) =
[
s
(∞)
F (x), s(∞)

K (x)
]
, x ∈ R− \ Z(∞),

называется предельным интервалом Вейля в точке x ∈ R−.

Можно доказать, что I(∞)(x) = {s(x) : s ∈ F (∞)}, x ∈ R− \ Z(∞).
Пусть дана упорядоченная последовательность обобщенных интерполяционных задач

{P(l)}l∈N и пусть s
(∞)
K , s(∞)

F обозначают решения Крейна и Фридрихса предельной интерпо-
ляционной задачи. Tогда для всех x1, x2 ∈ R− \ Z(∞) имеет место равенство

rank {s(∞)
K (x1) − s

(∞)
F (x1)} = rank {s(∞)

K (x2) − s
(∞)
F (x2)}, (10)

т. е. ранги предельных интервалов Вейля I(∞)(x) не зависят от выбора точки x ∈ R−\Z(∞).

Определение 8. Предельная интерполяционная задача P(∞) называется вполне неопре-
деленной, если все предельные интервалы Вейля

I(∞)(x) = [s(∞)
F (x), s(∞)

K (x)] ∀x ∈ R− \ Z(∞)

являются невырожденными операторными интервалами.
Другими словами, задача P(∞) называется вполне неопределенной, если

s
(∞)
K (x) − s

(∞)
F (x) > O ∀x ∈ R− \ Z(∞).

3. Обобщенные ортонормированные оператор-функции

Рассмотрим упорядоченное семейство обобщенных интерполяционных задач стилтьесов-
ского типа {P(l)}l∈N. Пусть в представлении масштабных пространств (см. (8)) k = l − 1

G(l)
r = G(l−1)

r ⊕ h(l)
r , l ≥ 2, r = 1, 2.

Введем упрощенные обозначения

K(l)
r =

(
K

(l−1)
r B

(l)
r

B
(l)∗
r C

(l)
r

)
, v

(l)
1 =

(
v
(l−1)
1

v̌
(l)
1

)
,

S(l)
r =

{
C

(l)
r − B

(l)∗
r K

(l−1)−1

r B
(l)
r , l > 1;

K
(1)
r , l = 1.

Легко видеть, что выполнены равенства

K(l)
r =

(
I O

B
(l)∗
r K

(l−1)−1

r I

)(
K

(l−1)
r O

O S
(l)
r

)(
I K

(l−1)−1

r B
(l)
r

O I

)
.

Отсюда

K(l)−1

r =

(
K

(l−1)−1

r O
O O

)
+

(
−K

(l−1)−1

r B
(l)
r

I

)
S(l)−1

r (−B(l)∗
r K(l−1)−1

r I). (11)

Пусть операторы V
(l)
r : G(l)

r = G(l−1)
r ⊕ h

(l)
r → h

(l)
r в естественных матричных представлениях

задаются формулами
V (l)

r = (OG(l−1)
r h

(l)
r

I
h
(l)
r

), r = 1, 2. (12)

Из (11) и (12) следует
S(l)

r V (l)
r K(l)−1

r = (−B(l)∗
r K(l−1)−1

r I). (13)
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C упорядоченной последовательностью {P(l)}l∈N обобщенных интерполяционных задач
свяжем две последовательности ОФ

P (l)
r (z) = S(l)1/2

r V (l)
r K(l)−1

r R
T

(l)
r

(z)v(l)
r , l ≥ 1, r = 1, 2. (14)

Будем считать, что для всех усеченных задач P(l) выполнены условия хотя бы одной из
теорем 4.5, 4.6 или 4.7 из [16] (аналогичные результаты имеются в [17]). Tогда справедливы
интегральные представления

K(l)
r =

∫ ∞

0
R

T
(l)
r

(t)v(l)
r tr−1σ(l)(dt)v(l)∗

r R∗
T

(l)
r

(t) + W (l)
r + (r − 1)F (l)F (l)∗ , r = 1, 2. (15)

Здесь W
(l)
r ∈

{
G(l)

r

}
≥, F

(l) ∈
{
H,G(l)

r

}
и σ(l) — неотрицательная операторная мера на боре-

левских подмножествах R+.

Tеорема 1. Пусть дана упорядоченная последовательность обобщенных вполне неопре-
деленных интерполяционных задач стилтьесовского типа {P(l)}l∈N и функция s(l) ∈ F (l)

допускает интегральное представление вида

s(l)(z) = γ(l) +
∫ ∞

0

1
t − z

σ(l)(dt).

Здесь γ(l) ∈ {H}≥ и σ(l) — неотрицательная операторная мера на борелевских подмноже-
ствах R+ со значениями в {H}≥ такая, что сходится несобственный интеграл
∞∫
0

(t + 1)−1σ(l)(dt).

Tогда для любого l ∈ N существуют операторы W
(l)
r ∈ G(l)

r , r = 1, 2, F (l) ∈ {H,G(l)
2 }

такие, что имеют место соотношения обобщенной ортонормированности∫ ∞

0
P (l)

r (t)tr−1σ(l)(dt)P (l)∗
r (t)+

+ S(l)1/2

r V (l)
r K(l)−1

r

(
W (l)

r + (r − 1)F (l)F (l)∗
)
K(l)−1

r V (l)∗
r S(l)1/2

r = IH,

(16)∫ ∞

0
P (k)

r (t)tr−1σ(l)(dt)P (l)∗
r (t)+

+ S(k)1/2

r V (k)
r K(k)−1

r X l,k
r

(
W (l)

r + (r − 1)F (l)F (l)∗
)
K(l)−1

r V (l)∗
r S(l)1/2

r = OH, k < l, (17)∫ ∞

0
P (k)

r (t)tr−1σ(k)(dt)P (l)∗
r (t)+

+ S(k)1/2

r V (k)
r K(k)−1

r

(
W (k)

r + (r − 1)F (k)F (k)∗
)
Y l,k

r K(l)−1

r V (l)∗
r S(l)1/2

r = OH, k > l. (18)

Здесь операторы X l,k
r ∈

{
G(l)

r = G(k)
r ⊕

(
G(l)

r 
G(k)
r

)
, G(k)

r

}
задаются с помощью матричных

представлений
X l,k

r =
(
IG(k)

r
OG(l)

r �G(k)
r , G(k)

r

)
,

а операторы Y l,k
r ∈

{
G(k)

r = G(l)
r ⊕

(
G(k)

r 
 G(l)
r

)
, G(l)

r

}
задаются с помощью матричных

представлений

Y l,k
r =

(
IG(l)

r

OG(k)
r �G(l)

r , G(l)
r

)
.
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Доказательство. Имеем∫ ∞

0
P (l)

r (t)tr−1σ(dt)P (l)∗
r (t) + S(l)1/2

r V (l)
r K(l)−1

r

(
W (l)

r + (r − 1)F (l)F (l)∗
)
K(l)−1

r V (l)∗
r S(l)1/2

r =

= S(l)1/2

r V (l)
r K(l)−1

r

(∫ ∞

0
R

T
(l)
r

(t)v(l)
r tr−1σ(dt)v(l)∗

r R∗
T

(l)
r

(t) + W (l)
r + (r − 1)F (l)F (l)∗

)
×

× K(l)−1

r V (l)∗
r S(l)1/2

r = S(l)1/2

r V (l)
r K(l)−1

r K(l)
r K(l)−1

r V (l)∗
r S(l)1/2

r =

= S(l)1/2

r V (l)
r K(l)−1

r V (l)∗
r S(l)1/2

r = S(l)1/2

r S(l)−1

r S(l)1/2

r = IH.

Воспользуемся интегральными представлениями (15) и равенством V
(l)
r K

(l)−1

r V
(l)∗
r = S

(l)−1

r ,
которое очевидно при l = 1. При l > 1 имеем

V (l)
r K(l)−1

r V (l)∗
r = (OG(l−1)

r h
(l)
r

I
h
(l)
r

)

(
K

(l−1)−1

r O
O O

)(
O

h
(l)
r G(l−1)

r

I
h
(l)
r

)
+

+
(
OG(l−1)

r h
(l)
r

I
h
(l)
r

)(−K
(l−1)−1

r B
(l)
r

I

)
S(l)−1

r

(
− B(l)∗

r K(l−1)−1

r I
)(O

h
(l)
r G(l−1)

r

I
h
(l)
r

)
= S(l)−1

r .

Формулы (16) доказаны.
Докажем теперь соотношения (17) при r = 1 и k > 1. С учетом (9) имеем

T
(l)
1 = L

(l)
2 L

(l)∗

1 =

(
L

(k)
2 OG(l)

2 �G(k)
2 G(k)

1

E
(l,k)
2 L̂

(l,k)
2

)(
L

(k)∗

1 OG(l)
1 �G(k)

1 G(k)
2

D
(l,k)∗

1 L̂
(l,k)∗

1

)
=

=

(
L

(k)
2 L

(k)∗

1 OG(l)
1 �G(k)

1 G(k)
1

E
(l,k)
2 L

(k)∗

1 + L̂
(l,k)
2 D

(l,k)∗

1 L̂
(l,k)
2 L̂

(l,k)∗

1

)
.

Отсюда следует, что ОФ RT1(z) имеет блочную структуру

R
T

(l)
1

(z) = (IG1 − zT1)−1 =

(
R

T
(k)
1

(z) OG(l)
1 �G(k)

1 G(k)
1

R21(z) R22(z)

)
. (19)

Здесь R21(z) и R22(z) — некоторые голоморфные вместе с R
T

(l)
1

(z) ОФ. Отсюда следует

X l,k
1 R

T
(l)
1

(z)v(l)
1 =

(
IG(k)

1
OG(l)

1 �G(k)
1 , G(k)

1

)(R
T

(k)
1

(z) OG(l)
1 �G(k)

1 G(k)
1

R21(z) R22(z)

)(
v
(k)
1

v̌
(l,k)
1

)
=

=
(
R

T
(k)
1

(z) OG(l)
1 �G(k)

1 G(k)
1

)(
v
(k)
1

v̌
(l,k)
1

)
= R

T
(k)
1

(z)v(k)
1 .

Tаким образом,

R
T

(k)
1

(z)v(k)
1 = X l,k

1 R
T

(l)
1

(z)v(l)
1 . (20)
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Далее имеем∫ ∞

0
P

(k)
1 (t)σ(l)(dt)P (l)∗

1 (t) + S
(k)1/2

1 V
(k)
1 K

(k)−1

1 X l,k
1 ×

×
(
W

(l)
1 + (1 − 1)F (l)F (l)∗

)
K

(l)−1

1 V
(l)∗

1 S
(l)1/2

1 =

= S
(k)1/2

1 V
(k)
1 K

(k)−1

1

∫ ∞

0
R

T
(k)
1

(t)v(k)
1 σ(l)(dt)v(l)∗

1 R∗
T

(l)
1

(t)K(l)−1

1 V
(l)∗

1 S
(l)1/2

1 +

+ S
(k)1/2

1 V
(k)
1 K

(k)−1

1 X l,k
1

(
W

(l)
1 + (1 − 1)F (l)F (l)∗

)
K

(l)−1

1 V
(l)∗

1 S
(l)1/2

1 =

= S
(k)1/2

1 V
(k)
1 K

(k)−1

1 X l,k
1

∫ ∞

0
R

T
(l)
1

(t)v(l)
1 σ(l)(dt)v(l)∗

1 R∗
T

(l)
1

(t)K(l)−1

1 V
(l)∗

1 S
(l)1/2

1 +

+ S
(k)1/2

1 V
(k)
1 K

(k)−1

1 X l,k
1

(
W

(l)
1 + (1 − 1)F (l)F (l)∗

)
K

(l)−1

1 V
(l)∗

1 S
(l)1/2

1 =

= S
(k)1/2

1 V
(k)
1 K

(k)−1

1 X l,k
1

(∫ ∞

0
R

T
(l)
1

(t)v(l)
1 σ(l)(dt)v(l)∗

1 R∗
T

(l)
1

(t) + W
(l)
1 + (1 − 1)F (l)F (l)∗

)
×

× K
(l)−1

1 V
(l)∗

1 S
(l)1/2

1 = S
(k)1/2

1 V
(k)
1 K

(k)−1

1 X l,k
1 K

(l)
1 K

(l)−1

1 V
(l)∗

1 S
(l)1/2

1 =

= S
(k)1/2

1 V
(k)
1 K

(k)−1

1 X l,k
1 V

(l)∗

1 S
(l)1/2

1 = OH.

Здесь второе равенство следует из (20), а последнее — из равенства X l,k
1 V

(l)∗

1 = O, которое
является следствием того, что образ оператора

V
(l)∗

1 =

(
O

h
(l)
1 G(l−1)

1

I
h
(l)
r

)
содержится в ядре оператора X l,k

1 =
[
IG(k)

1
OG(l)

1 �G(k)
1 G(k)

1

]
. Равенства (17) доказаны при

r = 1 и k > 1. При k = 1 формулы (17) очевидны. Аналогичным образом доказываются
равенства (17) при r = 2 и равенства (18). �

4. Критерий вполне неопределенности предельной интерполяционной

задачи. Примеры

Tеорема 2. Пусть дана упорядоченная последовательность обобщенных интерполяци-
онных задач стилтьесовского типа {P(l)}l∈N и пусть все задачи P(l) являются вполне
неопределенными. Для того чтобы предельная интерполяционная задача P(∞) была вполне
неопределенной, необходимо, чтобы при всех x ∈ R− \ Z(∞) сходились ряды

∞∑
l=1

P
(l)∗

1 (x)P (l)
1 (x),

∞∑
l=1

P
(l)∗

2 (x)P (l)
2 (x), (21)

и достаточно, чтобы ряды (21) сходились хотя бы при одном x ∈ R− \ Z(∞).

Доказательство. Для всех l ∈ N имеют место равенства

v
(l)∗

1 R∗
T

(l)
1

(x)K(l)−1

1 R
T

(l)
1

(x)v(l)
1 =

l∑
j=1

P
(j)∗

1 (x)P (j)
1 (x), (22)

v
(l)∗

2 R∗
T

(l)
2

(x)K(l)−1

2 R
T

(l)
2

(x)v(l)
2 =

l∑
j=1

P
(j)∗

2 (x)P (j)
2 (x). (23)
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Индукцией по l докажем формулы (22). При l = 1 формула (22) очевидна. Пусть теперь
при некотором фиксированном l > 1 формулы (22) выполнены для всех k < l. Tогда для
k = l имеем

v
(l)∗

1 R∗
T

(l)
1

(x)K(l)−1

1 R
T

(l)
1

(x)v(l)
1 =

(
v
(l−1)
1

v̌
(l)
1

)∗(
R

T
(l−1)
1

(z) O
h
(l)
1 G(l−1)

1

R21(z) R22(z)

)∗

×

×
{(

K
(l−1)−1

r O
O O

)
+

(
−K

(l−1)−1

r B
(l)
r

I

)
S(l)−1

r (−B(l)∗
r K(l−1)−1

r I)

}
×

×
(

R
T

(l−1)
1

(z) O
h
(l)
1 G(l−1)

1

R21(z) R22(z)

)(
v
(l−1)
1

v̌
(l)
1

)
= v(l−1)∗R∗

T
(l−1)
1

(x)K(l−1)−1

1 R
T

(l−1)
1

(x)v(l−1)
1 +

+ v
(l)∗

1 R∗
T (l)(x)

(
−K

(l−1)−1

r B
(l)
r

I

)
S(l)−1

r

(
− B(l)∗

r K(l−1)−1

r I
)
RT (l)(x)v(l) =

= v(l−1)∗R∗
T

(l−1)
1

(x)K(l−1)−1

1 R
T

(l−1)
1

(x)v(l−1)
1 +

+ v
(l)∗

1 R∗
T (l)(x)K(l)−1

r V (l)∗
r S(l)

r S(l)−1

r S(l)
r V (l)

r K(l)−1

r RT (l)(x)v(l) =

= v(l−1)∗R∗
T

(l−1)
1

(x)K(l−1)−1

1 R
T

(l−1)
1

(x)v(l−1)
1 +

+
(
S

(l)1/2

1 V
(l)
1 K

(l)−1

1 R
T

(l)
1

(x)v(l)
1

)∗(
S

(l)1/2

1 V
(l)
1 K

(l)−1

1 R
T

(l)
1

(x)v(l)
1

)
=

= v(l−1)∗R∗
T

(l)
1

(x)K(l−1)−1

1 R
T

(l)
1

(x)v(l−1)
1 + P

(l)∗

1 (x)P (l)
1 (x) =

l∑
j=1

P
(j)∗

1 (x)P (j)
1 (x).

В этой цепочке равенств первое равенство следует из (11) и (19), третье — из (13) и последнее
— из предположения индукции. Доказаны равенства (22). Равенства (23) доказываются
аналогичным образом.
Теперь из формул (22) и (23) следует, что равенство (6) можно записать в виде

{
s
(l)
K (x) − s

(l)
F (x)

}−1 = −x
l∑

j=1

P
(j)∗

1 (x)P (j)
1 (x) + x2

l∑
j=1

P
(j)∗

2 (x)P (j)
2 (x) ∀x ∈ R− \ Z(∞). (24)

Пусть предельная интерполяционная задача P(∞) является вполне неопределенной и про-
извольная точка x ∈ R− \Z(∞). Из определения 8 следует, что существует и является поло-
жительной матрицей предел убывающей последовательности матриц lim

l→∞

{
s
(l)
K (x)−s

(l)
F (x)

}
.

Поэтому существует и является положительной матрицей предел возрастающей последо-
вательности обратных матриц lim

l→∞

{
s
(l)
K (x) − s

(l)
F (x)

}−1. В силу (24) существует и является
положительной матрицей предел возрастающей последовательности матриц

lim
l→∞

{
− x

l∑
j=1

P
(j)∗

1 (x)P (j)
1 (x) + x2

l∑
j=1

P
(j)∗

2 (x)P (j)
2 (x)

}
.

Отсюда и из неравенств −x > 0, P (j)∗

1 (x)P (j)
1 (x) ≥ OH и P

(j)∗

2 (x)P (j)
2 ≥ OH вытекает сходи-

мость рядов (21).
Наоборот, пусть в некоторой точке x ∈ R−\Z(∞) сходятся ряды (21). Из (24) следует, что

существует и является положительной матрицей предел возрастающей последовательности
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матриц lim
l→∞

{
s
(l)
K (x) − s

(l)
F (x)

}−1. Поэтому существует и является положительной матрицей
предел убывающей последовательности матриц:

lim
l→∞

{
s
(l)
K (x) − s

(l)
F (x)

}
= s

(∞)
K (x) − s

(∞)
F (x) > OH.

Отсюда и из равенства (10) следует

s
(∞)
K (x) − s

(∞)
F (x) > OH ∀x ∈ R− \ Z(∞).

Итак, предельная интерполяционная задача P(∞) является вполне неопределенной. �
Пример 1. Задача Неванлинны–Пика в классе Стилтьеса. В задаче Неванлинны–

Пика задана последовательность попарно различных комплексных чисел z1, z2, . . . , zk, . . .
zj �= zk, j, k ∈ N, и последовательность операторов s1, s2, . . . , sk, . . . , действующих в про-
странстве H. Tребуется описать множество стилтьесовских ОФ s ∈ S таких, что

s(zj) = sj ∀j ∈ N. (25)

Исследуем случай, когда задача (25) имеет бесконечно много решений. Поэтому считаем,
что выполнено необходимое условие неопределенности — предельные точки последователь-
ности {zj}j∈N принадлежат множеству R+ ∪ {∞}.
Вместе с задачей (25) с бесконечным числом узлов интерполяции будем рассматривать и

усеченные задачи Неванлинны–Пика. В таких задачах фиксируется число l ∈ N и требуется
описать множество ОФ s ∈ S таких, что

s(zj) = sj, 1 ≤ j ≤ l. (26)

Покажем, что усеченную интерполяционную задачу (26) можно рассматривать как обоб-
щенную интерполяционную задачу стилтьесовского типа. Масштабные пространства зада-
дим формулами

G(l)
1 = G(l)

2 = H⊕H⊕ · · · ⊕ H︸ ︷︷ ︸
l слагаемых

, H.

Операторы K
(l)
1 , L

(l)
1 , v

(l)
1 , K

(l)
2 , L

(l)
2 , u

(l)
2 зададим их матричными представлениями

L
(l)
1 = diag(IH, . . . , IH) ∈ {G(l)

1 }, v
(l)
1 = col(IH, . . . , IH) ∈ {H,G(l)

1 },

L
(l)
2 = diag(z−1

1 IH, . . . , z−1
l IH) ∈ {G(l)

2 }, u
(l)
2 = L

(l)−1

2 · col(s1, . . . , sl) ∈ {H,G2},

K(l)
r = L

(l)−1

2 ·
(

zr−1
i si − zr−1

j s∗j
zi − zj

)
i,j=1,...,l

· L(l)−1∗

2 ∈ {Gr}, r = 1, 2.

(27)

Очевидно, выполнено ОТ (1). ОФ s ∈ S является решением усеченной задачи (26) тогда и
только тогда, когда она удовлетворяет системе ОМН (4) [14]. Отсюда следует, что множе-
ство решений усеченной интерполяционной задачи (26) совпадает с множеством решений
обобщенной интерполяционной задачи стилтьесовского типа:

P(l) =
{
K

(l)
1 , L

(l)
1 , v

(l)
1 ,K

(l)
2 , L

(l)
2 , u

(l)
2

}
. (28)

Следовательно, можем вместо задачи (26) рассматривать задачу (28), а вместо задачи (25)
— предельную интерполяционную задачу P(∞).
Пусть при всех l ∈ N обобщенные интерполяционные задачи (28) являются вполне неопре-

деленными. Непосредственно из блочных представлений (27) следует, что обобщенные ин-
терполяционные задачи (28) являются упорядоченным семейством. Из (27), (12) и (2) имеем

T
(l)
1 = L

(l)
2 L

(l)∗

1 = L
(l)
2 , T

(l)
2 = L

(l)∗

1 L
(l)
2 = L

(l)
2 , v

(l)
2 = L

(l)∗

1 v
(l)
1 = v

(l)
1 ,
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V (l)
r = col(OH, . . . , OH, IH).

Поэтому

R
(l)
T1

(z) = R
(l)
T2

(z) =
(
IG(l)

r
− zT (l)

r

)−1 =
(
IG(l)

r
− zL

(l)
2

)−1 =

= diag
(
(1 − zz−1

1 )−1IH, . . . , (1 − zz−1
l )−1IH

)
.

Ортонормированные ОФ (14) в нашей задаче задаются явными формулами

P (1)
r (z) = K(1)−

1
2

r ((1 − zz−1
1 )−1IH,

P (l)
r (z) = S(l)1/2

r V (l)
r K(l)−1

r col
(
(1 − zz−1

1 )−1IH, . . . , (1 − zz−1
l )−1IH

)
, l > 1, r = 1, 2,

(29)

и являются рациональными ОФ с простыми полюсами в узлах интерполяции. Подставляя
рациональные ОФ (29) в ряды (21), получим критерий вполне неопределенности предель-
ной интерполяционной задачи P(∞), который одновременно является и новым критерием
вполне неопределенности задачи Неванлинны–Пика с бесконечным числом узлов интерпо-
ляции (25).

Пример 2. Проблема моментов Стилтьеса. Через B обозначим класс борелевских
подмножеств множества R+. Отображение σ : B → {H}≥ называется неотрицательной
операторной мерой, если

σ
( ∞⋃

j=1

Aj

)
=

∞∑
j=1

σ(Aj)

для любой бесконечной последовательности (Aj)∞j=1 попарно не пересекающихся борелев-
ских подмножеств из R+.
В операторной проблеме моментов Стилтьеса по заданной последовательности операто-

ров s0, . . . , sk, . . . ∈ {H}≥ требуется описать множество неотрицательных операторных мер
σ : B → {H}≥ таких, что

sj =
∫ +∞

0
tjσ(dt) ∀j ∈ N ∪ {0}. (30)

Множество решений σ проблемы моментов (30) обозначим символом M(∞).
Вместе с бесконечной проблемой моментов (30) будем рассматривать и усеченные пробле-

мы моментов Стилтьеса. В таких проблемах фиксируется целое нечетное число l = 2n + 1,
n ≥ 0, и требуется описать множество неотрицательных операторных мер σ : B → {H}≥ и
операторов M ∈ {H}≥ таких, что

sj =
∫ +∞

0
tjσ(dt), 0 ≤ j ≤ l − 1, sl =

∫ +∞

0
tlσ(dt) + M. (31)

Проблема моментов (31) называется l-й усеченной проблемой моментов Стилтьеса, а мно-
жество ее решений σ обозначается символом M(l).
Пусть индекс l ∈ N ∪ {∞}. С множеством мер σ ∈ M(l) свяжем множество ОФ вида

F (l) =
{

s(z) =
∫ +∞

0

σ(dt)
t − z

: σ ∈ M(l)

}
. (32)
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В этих формулах ОФ s(z) =
+∞∫
0

(t−z)−1σ(dt) ∈ S ([18], с. 522) и называется ассоциированной

с решением σ проблемы моментов. Из формулы обращения Стилтьеса следует, что соответ-
ствие, устанавливаемое между F (l) и M(l) формулой (32), является взаимно однозначным.
Поэтому вместо описания множества M(l) можем ограничиться описанием множества F (l).
Покажем, что задачу описания множества F (l) можно рассматривать как обобщенную

интерполяционную задачу стилтьесовского типа. В качестве масштабных пространств вы-
берем пространства

G(l)
1 = G(l)

2 = H⊕H⊕ . . . ⊕H︸ ︷︷ ︸
n+1

, H.

Операторы K
(l)
1 , L

(l)
1 , v

(l)
1 , K

(l)
2 , L

(l)
2 , u

(l)
2 , участвующие в задаче (3), зададим матричными

представлениями

K
(l)
1 =

(
sj+k

)n
j, k=0

, L
(l)
1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
IH OH . . . OH
OH IH . . . OH
...

...
. . .

...
OH OH . . . IH

⎞⎟⎟⎟⎠ , v
(l)
1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
IH
OH
...

OH

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

K
(l)
2 =

(
sj+k+1

)n
j, k=0

, L
(l)
2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
OH . . . OH OH
IH . . . OH OH
...

. . .
...

...
OH . . . IH OH

⎞⎟⎟⎟⎠ , u
(l)
2 = −

⎛⎜⎜⎜⎝
s0

s1
...

sn

⎞⎟⎟⎟⎠ . (33)

Непосредственно проверяем, что определенные выше операторы удовлетворяют ОТ (1). Как
известно (например, [14]), ОФ s ∈ F (l) тогда и только тогда, когда она удовлетворяет систе-
ме ОМН (4). Tаким образом, множество F (l) совпадает со множеством решений следующей
обобщенной интерполяционной задачи стилтьесовского типа:

P(l) =
{
K

(l)
1 , L

(l)
1 , v

(l)
1 ,K

(l)
2 , L

(l)
2 , u

(l)
2

}
. (34)

Пусть при всех l ∈ N интерполяционные задачи (34) являются вполне неопределенными.
Непосредственно из блочных представлений (33) следует, что последовательность усечен-
ных интерполяционных задач (34) является упорядоченной. При этом множество решений
предельной интерполяционной задачи P(∞) совпадает со множеством F (∞). Из (33), (12) и
(2) имеем

T
(l)
1 = L

(l)
2 L

(l)∗

1 = L
(l)
2 , T

(l)
2 = L

(l)∗

1 L
(l)
2 = L

(l)
2 , v

(l)
2 = L

(l)∗

1 v
(l)
1 = v

(l)
1 ,

V (l)
r = col(OH, . . . , OH, IH).

Поэтому

R
(l)
T1

(z) = R
(l)
T2

(z) =
(
IG(l)

r
− zT (l)

r

)−1 =
(
IG(l)

r
− zL

(l)
2

)−1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
I O . . . O O
zI I . . . O O
...

...
. . .

...
...

znI zn−1I . . . zI I

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Ортонормированные ОФ (14) в нашей задаче задаются явными формулами

P (1)
r (z) = K(1)−1/2

r ,

P (l)
r (z) = S(l)1/2

r V (l)
r K(l)−1

r col
(
IH, zIH, . . . , znIH

)
, l > 1, r = 1, 2,

(35)
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и являются операторными полиномами n-го порядка для усеченной задачи с номером l =
2n+1. Подставляя операторные полиномы (35) в ряды (21), получим новый критерий вполне
неопределенности проблемы моментов Стилтьеса (30).
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[6] Schur I. Über Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschränkt sind, J. Reine und Angew. Math.
147, 205–232 (1917).
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The criterion for the complete indeterminacy of limiting interpolation problem of Stieltjes
type in terms of the orthonormal matrix functions

Abstract. The main goal of this paper is to study the ordered sequences of generalized interpolation
problems and the limiting interpolation problem in the Stieltjes class by using the orthonormal
matrix functions. We obtain explicit formulas for the orthonormal matrix functions. The main
result of the paper is a criterion for the complete indeterminacy of limiting interpolation problem
in the Stieltjes class. General constructions are illustrated by examples of the Stieltjes moment
problem and the Nevanlinna–Pick problem in the Stieltjes class.
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