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1. �¢¥¤¥¨¥

�¡ëª®¢¥ë¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï   à áá«®¥¨¨ áâàã© ¬®¦® ¨§ãç âì á ¯®¬®-
éìî ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ �àã¯ª¨ [1], [2] ¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ä®à¬, ï¢«ïîé¨åáï
¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï¬¨ ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¢ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨. � ¤ ®¬ ®¡§®à¥ à áá¬ -
âà¨¢ îâáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï, ¯à¥¤áâ ¢«¥ë¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¬¨ ä®à¬ ¬¨   à á-
á«®¥¨¨ áâàã© á¥ç¥¨© à áá«®¥®£® ¬®£®®¡à §¨ï [3]{[6]. � à §¤¥«¥ 4 ®¯¨áë¢ îâáï à §«¨çë¥
¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¨ ª« áá®¢ ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨; ¢ ç áâ®áâ¨, ¯à¨¢®¤¨âáï ®¡®¡é¥¨¥
¯®ïâ¨© ä®à¬-¨áâ®ç¨ª®¢ ¨ «¥¯ ¦¥¢ëå ä®à¬,   â ª¦¥ ¨§ãç îâáï «¥¯ ¦¥¢ë íª¢¨¢ «¥âë ¤¨ -
¬¨ç¥áª¨å ä®à¬. � à §¤¥«¥ 5 «¥¯ ¦¥¢ë ä®à¬ë ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯®áâà®¨âì ¢¥è¨¥
¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ á¨áâ¥¬ë,  áá®æ¨¨à®¢ ë¥ á ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ãà ¢¥¨¥¬ ¢â®à®£® ¯®-
àï¤ª , ¨ ¯®«ãç¨âì ¤¢¥ à §«¨çë¥ ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ãà ¢¥¨©: 1) ¯® á¢®©áâ¢ ¬ «¥¯ ¦¥¢ëå íª¢¨-
¢ «¥â®¢ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å ä®à¬, ¨§¬¥àïîé¨å \¢ à¨ æ¨®®áâì" (áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ « £à ¦¨ ®¢),
2) ¯® á¢®©áâ¢ ¬ à¥è¥¨©. � íâ¨å ª« áá¨ä¨ª æ¨ïå ¢ ¦ë¬¨ á¯¥æ¨ «ìë¬¨ ª« áá ¬¨ ãà ¢¥-
¨© ï¢«ïîâáï à¥£ã«ïàë¥ ãà ¢¥¨ï,   â ª¦¥ ¨ ¯®«ã¢ à¨ æ¨®ë¥ ¨ ¢ à¨ æ¨®ë¥ ãà ¢¥¨ï.
�®á«¥¤¨¥ ¤¢  à §¤¥«  ¯®á¢ïé¥ë ¨§ãç¥¨î à¥£ã«ïàëå ãà ¢¥¨©. �«¥¤ãï à ¡®â ¬ �àã¯-
ª®¢®© [7], [4], §¤¥áì ¯à¨¢®¤¨¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®¯¨á ¨¥ íâ¨å ãà ¢¥¨© á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¯®-
«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨© ¨ ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨®ëå á¢ï§®áâ¥© ¨ ¯®¤à®¡® ¨§ãç ¥¬ «¥¯ ¦¥¢ë ä®à¬ë,
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à¥£ã«ïàë¬ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¬ ä®à¬ ¬ ¨ ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨ï¬. � ®á®¢®¬ ã¯®à
¤¥« ¥âáï   â ª  §ë¢ ¥¬ë© ª¥«¥à®¢ «¨äâ 
 à¥£ã«ïà®£® á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®£® (0; 2)-â¥§®à®£®
¯®«ï g, ¯®áâà®¥ë© ¢ [8], ¢ ç áâ®áâ¨,   ¢ëïá¥¨¥ à®«¨ íâ®© 2-ä®à¬ë 
 ¢ ¢ à¨ æ¨®®© ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¨ ¢ ®¡é¥© â¥®à¨¨ «¥¯ ¦¥¢ëå ä®à¬. � ª¦¥ ¢ëïáï¥âáï § ç¥¨¥ íâ®© ä®à¬ë
¤«ï à¥è¥¨ï ®¡à â®© ¢ à¨ æ¨®®© ¯à®¡«¥¬ë ¤«ï ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨©.

2. � «¨§   à áá«®¥¨ïå

� ¤ ®© áâ âì¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢á¥ ¬®£®®¡à §¨ï ¨ ®â®¡à ¦¥¨ï ï¢«ïîâáï £« ¤ª¨¬¨.
� áá¬®âà¨¬ à áá«®¥®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ � : Y ! X, £¤¥ dimX = 1 ¨ dimY = m + 1 (m > 0),
¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à áá«®¥¨ï �r : JrY ! X r-áâàã© á¥ç¥¨©; ¢ ®á®¢®¬ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï
á«ãç © r = 1; 2. � ®¨ç¥áª¨¥ ¯à®¥ªæ¨¨ JrY   JkY , 0 � k � r � 1, ®¡®§ ç îâáï ç¥à¥§ �r;k
(§¤¥áì ¯®« £ ¥¬, çâ® J0Y = Y ). � ¤ «ì¥©è¥¬ ¯®¤ á¥ç¥¨ï¬¨ ¯®¨¬ ¥¬ «®ª «ìë¥ á¥ç¥¨ï,
®¯à¥¤¥«¥ë¥   ®âªàëâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ åX. �¥ç¥¨¥ � à áá«®¥¨ï �r  §ë¢ ¥âáï £®«®®¬ë¬,
¥á«¨ � = Jr ¤«ï ¥ª®â®à®£® á¥ç¥¨ï  à áá«®¥¨ï �.

�¡®§ ç¨¬ à áá«®¥ë¥ ª®®à¤¨ âë   Y ç¥à¥§ (t; xi), 1 � i � m, ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®-
®à¤¨ âë   JrY ç¥à¥§ (t; xik), 1 � i � m, 0 � k � r; ®¡ëç® ¡ã¤¥¬ ¨å ®¡®§ ç âì á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬: xi0 = xi, xi1 = _xi, xi2 = �xi, xi3 =

...
x i. � ª¦¥ ¯® ¯®¢â®àïîé¨¬áï ¨¤¥ªá ¬ ¢ ¢ëà ¦¥¨ïå,

á®¤¥à¦ é¨å ª®®à¤¨ âë, ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï áã¬¬¨à®¢ ¨¥.
� à áá«®¥¨ïå áâàã© ®¯à¥¤¥«¥ë á¯¥æ¨ «ìë¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï, ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ä®à¬ë

¨ ®¯¥à â®àë,  ¤ ¯â¨à®¢ ë¥ ª áâàãªâãà¥ à áá«®¥¨ï ¨ ¥¥ ¯à®¤®«¦¥¨î, â. ¥. á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©
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áâàãªâãà¥ à áá«®¥¨ï áâàã©. � íâ®¬ à §¤¥«¥  ¯®¬¨¬ ®á®¢ë¥ ¯®ïâ¨ï, á«¥¤ãï à ¡®â ¬ [9],
[10] (â ª¦¥ á¬. [11], [4], [12]).

�¥à¥§ X(JrY ) ®¡®§ ç¨¬ ¬®¤ã«ì ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©   JrY . �¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ � 2 X(Y )  §ë-
¢ ¥âáï �-¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ �0 2 X(X) â ª®¥, çâ® T�� = �0 � �, ¨
�-¢¥àâ¨ª «ìë¬, ¥á«¨ �0 = 0. � «®£¨ç®   JrY ®¯à¥¤¥«¥ë �r-¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¨ �r-¢¥àâ¨-
ª «ì®¥ (á®®â¢¥âáâ¢¥®, �r;k-¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¨ �r;k-¢¥àâ¨ª «ì®¥) ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ �q(JrY ), r � 0, q � 0, ¬®¤ã«ì £« ¤ª¨å q-ä®à¬   JrY  ¤ ª®«ìæ®¬ äãª-
æ¨© (¯à¨ q = 0 ¯®«ãç ¥¬ £« ¤ª¨¥ äãªæ¨¨   JrY ). �®à¬  � 2 �q(JrY )  §ë¢ ¥âáï �r;k-
¯à®¥ªâ¨àã¥¬®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â �0 2 �q(JkY ) â ª ï, çâ® � = ��r;k�0. �®à¬  � 2 �q(JrY )  -
§ë¢ ¥âáï �r-£®à¨§®â «ì®©, ¥á«¨ i�� = 0 ¤«ï «î¡®£® �r-¢¥àâ¨ª «ì®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï �  
JrY . �®à¬  � 2 �q(JrY )  §ë¢ ¥âáï �r;k-£®à¨§®â «ì®©, 0 � k < r, ¥á«¨ i�� = 0 ¤«ï «î¡®£®
�r;k-¢¥àâ¨ª «ì®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï �   JrY . �ãáâì � 2 �q(JrY ). �ãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï £®-
à¨§®â «ì ï ä®à¬  h� 2 �q(Jr+1Y ) â ª ï, çâ® ¤«ï «î¡®£® á¥ç¥¨ï  à áá«®¥¨ï � ¢ë¯®«ï¥âáï
à ¢¥áâ¢®

Jr�� = Jr+1�h�:

�â®¡à ¦¥¨¥ h : �q(JrY )! �q(Jr+1Y ) ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¢¥è¨å  «£¥¡à ¨  §ë¢ ¥âáï
®¯¥à â®à®¬ £®à¨§®â «¨§ æ¨¨ [9]. �®à¬  � 2 �q(JrY )  §ë¢ ¥âáï ª®â ªâ®©, ¥á«¨ Jr�� = 0
¤«ï «î¡®£® á¥ç¥¨ï  à áá«®¥¨ï �. �á®, çâ® ä®à¬  � ª®â ªâ  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
h� = 0. �  à áá«®¥ëå ¬®£®®¡à §¨ïå á ®¤®¬¥à®© ¡ §®© X ª ¦¤ ï q-ä®à¬  ¯à¨ q � 2
ª®â ªâ . �®â ªâë¥ ä®à¬ë   JrY ®¡à §ãîâ § ¬ªãâë© ¨¤¥ « ¢® ¢¥è¥©  «£¥¡à¥, «®ª «ì®
¯®à®¦¤¥ë© 1-ä®à¬ ¬¨

!i = dxi � _xidt; _!i = d _xi � �xidt; : : : ; !i
r�1 = dxir�1 � xirdt; (1)

¨ ¨å ¢¥è¨¬¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ « ¬¨; íâ®â ¨¤¥ «  §ë¢ ¥âáï ª®â ªâë¬.
�ãáâì q � 1, ¨ ¯ãáâì � 2 �q(JrY ) | ª®â ªâ ï ä®à¬ . �ª ¦¥¬, çâ® � 1-ª®â ªâ , ¥á«¨

¤«ï «î¡®£® �r-¢¥àâ¨ª «ì®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï �   JrY (q�1)-ä®à¬  i�� ï¢«ï¥âáï �r-£®à¨§®-
â «ì®©; áª ¦¥¬, çâ® � k-ª®â ªâ , 2 � k � q, ¥á«¨ i�� (k�1)-ª®â ªâ . � ¦¤ ï q-ä®à¬ 
�   JrY ¤®¯ãáª ¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à §«®¦¥¨¥ [10]

��r+1;r� = pq�1� + pq�

¢ áã¬¬ã (q�1)-ª®â ªâ®© ¨ q-ª®â ªâ®© ä®à¬ (¢ëè¥ ã¦¥ ¡ë«® ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ç¥¨¥ p0� = h�).
�®à¬  pi�  §ë¢ ¥âáï i-ª®â ªâ®© ç áâìî ä®à¬ë �. �®â ªâ ï q-ä®à¬   §ë¢ ¥âáï á¨«ì®
ª®â ªâ®© [1], ¥á«¨ ��r+1;r� = pq�.

�®â ªâë¥ 1-ä®à¬ë   JrY  ã«¨àãîâ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯®áâ®ï®£® ª®à £  mr,  §ë¢ ¥-
¬®£® ª®â ªâë¬ ¨«¨ à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬ � àâ   ¯®àï¤ª  r, ®¡®§ ç¨¬ ¥£® C�r . �â® à á¯à¥¤¥-
«¥¨¥ ¥ ï¢«ï¥âáï ¢¯®«¥ ¨â¥£à¨àã¥¬ë¬. �ª¢¨¢ «¥âë¬ ®¡à §®¬ íâ® à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ¬®¦®
®¯¨á âì ª ª à á¯à¥¤¥«¥¨¥,  âïãâ®¥   m+ 1 ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥

@

@t
+ _xi

@

@xi
+ � � �+ xir

@

@xir�1
;

@

@xjr
; 1 � j � m:

�¥ªâ®àë¥ ¯®«ï, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ à á¯à¥¤¥«¥¨î, ª®â®àë¥ ¨£¤¥ ¥ ¢¥àâ¨ª «ìë,  §ë¢ îâáï
¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨ï¬¨. � ¬¥â¨¬, çâ® £®«®®¬ë¥ á¥ç¥¨ï ¬®¦® ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì ª ª ¨â¥£à¨-
àã¥¬ë¥ á¥ç¥¨ï ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨©.

�®â ªâë¥ 1-ä®à¬ë (1) ¬®£ãâ ¡ëâì ¤®¯®«¥ë ¤® ¡ §¨á  1-ä®à¬, ª®â®àë©  ¤ ¯â¨à®¢ 
ª áâàãªâãà¥ à áá«®¥¨ï. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¤«ï «®ª «ì®£® ¢ëà ¦¥¨ï ä®à¬   J1Y ç áâ® ¡ã¤¥â
¨á¯®«ì§®¢ âìáï  ¤ ¯â¨à®¢ ë© ¡ §¨á (dt; !a; d _xa) ¢¬¥áâ® ª ®¨ç¥áª®£® ¡ §¨á  (dt; dxa; d _xa), ¨
  «®£¨ç® ¤«ï ä®à¬   J2Y |  ¤ ¯â¨à®¢ ë© ¡ §¨á (dt; !a; _!a; d�xa) ¢¬¥áâ® (dt; dxa; d _xa; d�xa).

� ¢ à¨ æ¨®®¬ ¨áç¨á«¥¨¨ ¨ ¢ â¥®à¨¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©   à áá«®¥®¬ ¬®-
£®®¡à §¨¨ ¡ §®¢ë¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨ ï¢«ïîâáï £®à¨§®â «ìë¥ 1-ä®à¬ë   JrY ,  §ë¢ ¥¬ë¥ « £à -
¦¨  ¬¨ ¯®àï¤ª  r, ¨ 1-ª®â ªâë¥ 2-ä®à¬ë, ª®â®àë¥ £®à¨§®â «ìë ®â®á¨â¥«ì® ¯à®¥ªæ¨¨
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  Y ,  §ë¢ ¥¬ë¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¬¨ ä®à¬ ¬¨. � à áá«®¥®© ª àâ¥ « £à ¦¨  � 2 �1(JrY ) ¨
¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ë E 2 �2(JrY ) § ¯¨áë¢ îâáï ¢ ¢¨¤¥

� = Ldt; £¤¥ L = L(t; xj ; _xj ; : : : ; xjr);

¨
E = Ei!

i ^ dt; £¤¥ Ei = Ei(t; xj ; _xj ; : : : ; xjr);

á®®â¢¥âáâ¢¥®.
� £à ¦¨ ã � áâ ¢¨âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ á¯¥æ¨ «ì ï ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E�,  §ë¢ ¥¬ ï

ä®à¬®© �©«¥à {� £à ¦  « £à ¦¨   � [9]. �á«¨ � | « £à ¦¨  ¯®àï¤ª  r, â® E� ¨¬¥¥â
¯®àï¤®ª � 2r, ¨ ¥£® ª®¬¯®¥âë Ei(L),  §ë¢ ¥¬ë¥ ¢ëà ¦¥¨ï¬¨ �©«¥à {� £à ¦ , ®¯à¥¤¥-
«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

Ei(L) =
@L

@xi
�
d

dt

@L

@ _xi
+ � � �+ (�1)r

dr

dtr
@L

@xir
:

� íâ®¬ á«ãç ¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ �1(JrY ) 3 � ! E� 2 �2(J2rY )  §ë¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥¨¥¬ �©«¥à {

� £à ¦ .
�¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E  §ë¢ ¥âáï £«®¡ «ì® ¢ à¨ æ¨®®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â « £à ¦¨  �

â ª®©, çâ® (¢®§¬®¦® á â®ç®áâìî ¤® ¯à®¥ªæ¨¨ à áá«®¥¨ï áâàã©) E = E�. �®à¬  E  §ë¢ ¥âáï
«®ª «ì® ¢ à¨ æ¨®®©, ¥á«¨ ª ¦¤ ï â®çª  ¢ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï E ¨¬¥¥â ®ªà¥áâ®áâì U ,  
ª®â®à®© E ï¢«ï¥âáï ¢ à¨ æ¨®®©.

3. � à¨ æ¨® ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

�¤¨¬ ¨§ ®á®¢ëå ¨áâàã¬¥â®¢, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¢ ¤ ®© áâ âì¥, ï¢«ï¥âáï ¢ à¨ æ¨® ï

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, ¢¢¥¤¥ ï �àã¯ª®© ¢ 1990 [1], [2]. �à¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ £¥®¬¥âà¨¨ ¤¨ää¥-
à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©   à áá«®¥ëå ¬®£®®¡à §¨ïå äã¤ ¬¥â «ìãî à®«ì ¨£à îâ ¤¢  â¨-
¯  ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ä®à¬: ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ë ¨ «¥¯ ¦¥¢ë 2-ä®à¬ë. �®à¬ë ®¡®¨å â¨¯®¢
®ª §ë¢ îâáï à §«¨çë¬¨ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï¬¨ ª« áá®¢ ¢â®à®£® áâ®«¡æ  ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâ¨ à áá«®¥®£® ¬®£®®¡à §¨ï � : Y ! X, £¤¥ dimX = 1.

�«¥¤ãï �àã¯ª¥, ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ 
r
q ¯ãç®ª q-ä®à¬   JrY . �®«®¦¨¬ 
r

0;c = f0g, ¨ ç¥à¥§ 
r
q;c

®¡®§ ç¨¬ ¯ãç®ª á¨«ì® ª®â ªâëå q-ä®à¬   JrY . �®«®¦¨¬

�r
q = 
r

q;c + d
r
q�1;c;

£¤¥ d
r
q�1;c ¥áâì ®¡à § ¯ãçª  


r
q�1;c ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï d. �®§¨ª ¥â

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

0! �r
1 ! �r

2 ! �r
3 ! � � � ; (2)

£¤¥ ¬®àä¨§¬ ¬¨ ï¢«ïîâáï ¢¥è¨¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ë, â. ¥. ¯®«ãç ¥¬ ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (ª®¬¯«¥ªá ) ¤¥ � ¬ 

0! R ! 
r
0 ! 
r

1 ! 
r
2 ! 
r

3 ! � � � :

�®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (2) ¥áâì â®ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¬ï£ª¨å ¯ãçª®¢, ¯®íâ®¬ã ä ªâ®à-¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì

0! R ! 
r
0 ! 
r

1=�
r
1 ! 
r

2=�
r
2 ! 
r

3=�
r
3 ! � � �

â ª¦¥ â®ç . �   §ë¢ ¥âáï ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî ¯®àï¤ª  r   �.
� ª ¤®ª § ® ¢ [1], ¢ à¨ æ¨® ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ï¢«ï¥âáï  æ¨ª«¨ç®© à¥§®«ì¢¥â®©

¯®áâ®ï®£® ¯ãçª  R   Y . �«¥¤®¢ â¥«ì®, á®£« á®  ¡áâà ªâ®© â¥®à¥¬¥ ¤¥ � ¬  ¯®«ãç ¥¬,
çâ® £àã¯¯ë ª®£®¬®«®£¨© ª®æ¥¯®£® ª®¬¯«¥ªá  £«®¡ «ìëå á¥ç¥¨© ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-

®áâ¨ ¨§®¬®àäë £àã¯¯ ¬ ª®£®¬®«®£¨© ¤¥ � ¬  HqY ¬®£®®¡à §¨ï Y .
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�«¥¤ã¥â ¯®¤ç¥àªãâì, çâ® í«¥¬¥âë ä ªâ®à-¯ãçª®¢ 
r
q=�

r
q, q � 1, ï¢«ïîâáï ¥ ä®à¬ ¬¨,

® ª« áá ¬¨ «®ª «ìëå q-ä®à¬ r-£® ¯®àï¤ª . �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ [�]v í«¥¬¥â 
r
q=�

r
q, â. ¥. ª« áá

ä®à¬ë � 2 
r
q. �ãáâì

Eq : 

r
q=�

r
q ! 
r

q+1=�
r
q+1;

¥áâì ä ªâ®à-®â®¡à ¦¥¨¥, â®£¤  Eq([�]v) = [d�]v.
�®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì  §ë¢ ¥âáï ¢ à¨ æ¨®®©, â. ª. ä ªâ®à-®â®¡à ¦¥¨¥

E1 : 

r
1=�

r
1 ! 
r

2=�
r
2

®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á ®â®¡à ¦¥¨¥¬ �©«¥à {� £à ¦  ¢ ¢ à¨ æ¨®®¬ ¨áç¨á«¥¨¨. �«¥¤ãîé¥¥
ä ªâ®à-®â®¡à ¦¥¨¥

E2 : 

r
2=�

r
2 ! 
r

3=�
r
3

 §ë¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥¨¥¬ �¥«ì¬£®«ìæ . �¡à § ª« áá  [�]v 2 
r
2=�

r
2, â. ¥. ª« áá [d�]v 2 
r

3=�
r
3,

 §ë¢ ¥âáï ª« áá®¬ �¥«ì¬£®«ìæ .
�á«®¢¨¥ â®ç®áâ¨ E1([�]v) = 0 ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ®§ ç ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â

f 2 
r
0 â ª ï, çâ® [�]v = [df ]v. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯®«ãç ¥¬ («®ª «ìãî) äãªæ¨î f â ªãî, çâ®

®â®¡à ¦¥¨¥ �©«¥à {� £à ¦  ¯¥à¥¢®¤¨â [df ]v ¢ ã«ì; ¤àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ª« áá [df ]v | ã«ì-

« £à ¦¨ . �á«¨, ªà®¬¥ â®£®, H1Y = f0g, f ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¡à   £«®¡ «ì® ®¯à¥¤¥«¥®©  
JrY . �®ç® â ª ¦¥ ãá«®¢¨¥ E2([�]v) = 0 ¤ ¥â ª« áá [�]v 2 
r

1=�
r
1 â ª®©, çâ® [�]v = [d�]v = E1([�]v),

â. ¥. [�]v ¥áâì ®¡à § ª« áá  [�]v ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ �©«¥à {� £à ¦ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãá«®¢¨¥
E2([�]v) = [d�]v = 0 ®§ ç ¥â, çâ® ä®à¬  [�]v «®ª «ì® ¢ à¨ æ¨® ï (¯®à®¦¤ ¥âáï «®ª «ìë¬
« £à ¦¨ ®¬, ¯à¥¤áâ ¢«¥ë¬ ª« áá®¬ [�v]). �á«¨ H2Y = f0g, â® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ £«®¡ «ì®£®
« £à ¦¨   £ à â¨à®¢ ®.

4. �®à¬ë-¨áâ®ç¨ª¨ ¨ «¥¯ ¦¥¢ë ä®à¬ë

� ªâ®à-¯ãçª¨ 
r
q=�

r
q ¢ ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥ë á â®ç®áâìî ¤® ¥áâ¥-

áâ¢¥ëå ¨§®¬®àä¨§¬®¢  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯. �á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ª« ááë ¨§ 
r
q=�

r
q ¤®¯ãáª îâ à §«¨ç-

ë¥ íª¢¨¢ «¥âë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬¨ ä®à¬ ¬¨; íâ¨ ä®à¬ë ®¤ ª® ¬®£ãâ

¨¬¥âì ¯®àï¤®ª ¡®«ìè¨©, ç¥¬ r.
�¥à¥©¤¥¬ ª ¤¢ã¬  ¨¡®«¥¥ ¢ ¦ë¬ ¢¨¤ ¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨© í«¥¬¥â®¢ ä ªâ®à-¯ãçª®¢ 
1

q=�
1
q:

á ¯®¬®éìî ä®à¬-¨áâ®ç¨ª®¢ ¨ «¥¯ ¦¥¢ëå ä®à¬.
�¥à¢ ï ¢®§¬®¦®áâì á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ª« ááë ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì®áâ¨ á ¯®¬®éìî ä®à¬-¨áâ®ç¨ª®¢ (¨á¯®«ì§ã¥¬ â¥à¬¨®«®£¨î � ª¥á  [13]). � ®¨ç¥áª¨©
¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì | ä®à¬ -¨áâ®ç¨ª ¯®«ãç ¥âáï á ¯®¬®éìî ¢ãâà¥¥£® ®¯¥à â®à  �©«¥à {

� £à ¦  I, ¢¢¥¤¥®£® ¢ â¥®à¨î ¢ à¨ æ¨®ëå ¡¨ª®¬¯«¥ªá®¢ �¤¥àá®®¬ [14], [15], ¨  ¤ -
¯â¨à®¢ ®£® ª á¨âã æ¨¨ ª®¥ç®£® ¯®àï¤ª , ¢®§¨ª îé¥© ¢ â¥®à¨¨ ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâ¨ [16], [17]. �â®â ®¯¥à â®à ®¯¨áë¢ ¥â ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬ ¯à®æ¥¤ãàã ¢ë¤¥«¥¨ï ª ®-
¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï ª« áá  [�]v 2 
r

q=�
r
q, á®áâ®ïéãî ¢ ¯à¨¬¥¥¨¨ ª � ®¯¥à â®à  pq�1 ¨

ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¯® �r
q.

�«ï ¯¥à¢®£® áâ®«¡æ , â. ¥. ¤«ï ª« áá®¢ ¨§ 
r
1=�

r
1, ¢á¥ ®¡áâ®¨â ¤®áâ â®ç® ¯à®áâ®, â. ª. p0 = h

¨ �r
1 | ¯ãç®ª ª®â ªâëå 1-ä®à¬, çâ® ¤¥« ¥â ä ªâ®à¨§ æ¨î âà¨¢¨ «ì®©,   ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

ª« áá  á ¯®¬®éìî ä®à¬ë-¨áâ®ç¨ª  | ¥¤¨áâ¢¥ë¬. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï [�]v 2 
r
1=�

r
1 ¯à®áâ®

¯®« £ ¥¬ I� = h�, ¨ ¯®«ãç ¥¬ ª« áá [�]v, ¯à¥¤áâ ¢«¥ë© 1-ä®à¬®© � = h� 2 
r+1
1 , â. ¥. « £à -

¦¨ ®¬. �® ¤«ï q � 2 ä ªâ®à¨§ æ¨ï ã¦¥ âà¨¢¨ «ì®© ¥ ¡ã¤¥â. �á«¨ [�]v 2 
r
q=�

r
q, ¯®«®¦¨¬

[17] I� = Ipq�1�, £¤¥ ®¯¥à â®à I ®¯à¥¤¥«¥ à¥ªãàà¥â®© ä®à¬ã«®©, ª®â®àãî ¬®¦®  ©â¨ ¢
[17]. � à áá«®¥ëå ª®®à¤¨ â å, £¤¥

pq�1� =
rX

k;l=0

Hkl
ij !

i
k ^ !

j
l ^ dt;

6



ä®à¬ã«  ¤«ï ®¯¥à â®à  I ¨¬¥¥â ¢¨¤

I� = Ipq�1� =
1
2

rX
k;l=0

kX
p=0

(�1)k
 
k

p

!
dk�p

dtk�p
(H lk

ji �H lk
ij )!

j
p+l ^ !

i ^ dt:

�¯¥à â®à I § ¤ ¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¯®¬®éìî !i-¯®à®¦¤¥®© (q � 1)-ª®â ªâ®© q-ä®à¬ë. �
ï¢«ï¥âáï R-«¨¥©ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬ 
r

q ! 
2r+1
q â ª¨¬, çâ®

(i) I� ¯à¨ ¤«¥¦¨â â®¬ã ¦¥ ª« ááã, çâ® ¨ ��2r+1;r�,
(ii) I2 = I (á â®ç®áâìî ¤® ª ®¨ç¥áª®© ¯à®¥ªæ¨¨),
(iii) ï¤à® I : 
r

q ! 
2r+1
q ¥áâì �r

q.

� ¬¥â¨¬, çâ® (iii) ®§ ç ¥â, çâ® I� ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï � ª« áá  [�]v.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.1. �®¤ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ ¯ãçª  
r
q=�

r
q, q � 1, á ¯®¬®éìî ä®à¬-¨áâ®ç¨ª®¢

¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì R-«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ I 0 : 
r
q ! 
s

q â ª®¥, çâ® I
0� ¥áâì !i-¯®à®¦¤¥ ï (q�1)-

ª®â ªâ ï q-ä®à¬ , íª¢¨¢ «¥â ï I�. �®£¤  I 0�  §ë¢ ¥âáï ä®à¬®©-¨áâ®ç¨ª®¬ ¤«ï ¯ãçª 

1
q=�

1
q.

� ç¨ ï á íâ®£® ¬®¬¥â  ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢ à¨ æ¨®ë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¯¥à¢®£®

¯®àï¤ª  0! R ! 
1
0 ! 
1

1=�
1
1 ! 
1

2=�
1
2 ! 
1

3=�
1
3 ! � � � .

� à áá«®¥ëå ª®®à¤¨ â å, ¥á«¨ � | 2-ä®à¬    J1Y ¨ p1� = (Ei!
i +E1

i _!
i) ^ dt, ¯®«ãç ¥¬

I� = Ip1� =
�
Ei �

dE1

i

dt

�
!i ^ dt. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç¥ë¥ ä®à¬ë-¨áâ®ç¨ª¨ ¤«ï 
1

2=�
1
2 ï¢«ï-

îâáï ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¬¨ ä®à¬ ¬¨. � ª¦¥ ïá®, çâ® ¤«ï ä®à¬ � ¯®àï¤ª  1 ä®à¬  I� ¬®¦¥â ¨¬¥âì
¯®àï¤®ª 3.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 4.1. �à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ä ªâ®à-¯ãçª  
1
2=�

1
2 á ¯®¬®éìî ä®à¬-¨áâ®ç¨ª®¢, ¯®-

«ãç¥®¥ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢ãâà¥¥£® ®¯¥à â®à  �©«¥à {� £à ¦  I, ï¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ [�]v 2 
1
2=�

1
2, â® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î 4.1 «î¡ ï ä®à¬ -¨áâ®ç¨ª �,

¯à¥¤áâ ¢«ïîé ï ª« áá [�]v, ï¢«ï¥âáï ¤¨ ¬¨ç¥áª®© ä®à¬®© íª¢¨¢ «¥â®© I�. � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, � = I� + p1d�, £¤¥ � | 1-ä®à¬  â ª ï, çâ® p1d� | ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬ , ¨ I� = I�, â. ¥.
Ip1d� = 0. �¤ ª®, â. ª. p1d� ï¢«ï¥âáï ¤¨ ¬¨ç¥áª®©, ¯®«ãç ¥¬ Ip1d� = p1d�, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
p1d� = 0 ¨ � = I�.

� ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ á ¯®¬®éìî ä®à¬-¨áâ®ç¨ª®¢ ®â®¡à ¦¥¨¥ �©«¥à {� £à ¦  ¯à¨¨¬ ¥â
®¦¨¤ ¥¬ë© ¢¨¤

E1 : 

2

1 3 I� = �! Id� = Id� = E� 2 
3

2:

�â®¡à ¦¥¨¥ �¥«ì¬£®«ìæ  ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ á ¯®¬®éìî ä®à¬-¨áâ®ç¨ª®¢ § ¯¨áë¢ ¥âáï ª ª

E2 : 

3

2 3 I� = E ! Id� = IdE = eHE 2 
4

3;

£¤¥ 3-ä®à¬ -¨áâ®ç¨ª eHE  §ë¢ ¥âáï ä®à¬®© �¥«ì¬£®«ìæ  ¤«ï E. � à áá«®¥ëå ª®®à¤¨ â å,
£¤¥ E = Ei!

i ^ dt ¥áâì ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  ¢â®à®£® ¯®àï¤ª , ¨¬¥¥¬ (á¬. [17])

eHE =
1
2

��
@Ei

@xj
�
@Ej

@xi
�
1
2
d

dt

�
@Ei

@ _xj
�
@Ej

@ _xi

�
+
1
2
d2

dt2

�
@Ei

@�xj
�
@Ej

@�xi

��
!j +

+
�
@Ei

@ _xj
+
@Ej

@ _xi
� 2

d

dt

@Ej

@�xi

�
_!j +

�
@Ei

@�xj
�
@Ej

@�xi

�
�!j

�
^ !i ^ dt:

�à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¯®¬®éìî 3-ä®à¬-¨áâ®ç¨ª®¢ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢ãâà¥¥£® ®¯¥à â®à  �©«¥à {
� £à ¦  I ã¦¥ ¥ ¡ã¤¥â ®¤®§ çë¬: § ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï E ¯®àï¤ª  2 ¯®«ãç¥ ï ä®à¬ 
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�¥«ì¬£®«ìæ  ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª 4. � ª ¯®ª § ® ¢ [18], ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ä®à¬ ¬¨-¨áâ®ç¨ª ¬¨ ¨§-
è¥£® ¯®àï¤ª  ¢®§¬®¦® á ¯®¬®éìî íª¢¨¢ «¥â®© ä®à¬ë �¥«ì¬£®«ìæ , ª®â®à ï ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª
3:

HE =
1
2

�
@Ei

@xj
�
@Ej

@xi
�
1
2
d

dt

�
@Ei

@ _xj
�
@Ej

@ _xi

��
!j ^ !i ^ dt+

+
1
2

�
@Ei

@ _xj
+
@Ej

@ _xi
�
d

dt

�
@Ei

@�xj
+
@Ej

@�xi

��
_!j ^ !i ^ dt+

1
2

�
@Ei

@�xj
�
@Ej

@�xi

�
�!j ^ !i ^ dt:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 4.2. �ãáâì E | ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  ¢â®à®£® ¯®àï¤ª . �®£¤ 

HE = eHE + p2d�;

£¤¥

� = �
1
4
d

dt

�
@Ei

@�xj
�
@Ej

@�xi

�
!j ^ !i:

�â¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨ï ®¡à é¥¨ï ¢ ã«ì ª®¬¯®¥â ä®à¬ë �¥«ì¬£®«ìæ  íª¢¨¢ «¥âë ¥-

®¡å®¤¨¬ë¬ ¨ ¤®áâ â®çë¬ ãá«®¢¨ï¬ â®£®, çâ® ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E «®ª «ì® ¢ à¨ æ¨® 

(íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ª ¦¤®© â®çª¨ áãé¥áâ¢ã¥â « £à ¦¨  � â ª®©, çâ® E = E�);
¨å  §ë¢ îâ ãá«®¢¨ï¬¨ �¥«ì¬£®«ìæ  [19].

�àã£®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ª« áá®¢ ¢ ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ®áãé¥áâ¢«¥-
® ¯à¨ ¯®¬®é¨ â ª  §ë¢ ¥¬ëå «¥¯ ¦¥¢ëå ä®à¬ [9], [17], [3].

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.2. q-ä®à¬  �, q � 1,  §ë¢ ¥âáï «¥¯ ¦¥¢®© ä®à¬®©, ¥á«¨ pqd� ï¢«ï¥âáï
ä®à¬®©-¨áâ®ç¨ª®¬. �á«¨ �| q-ä®à¬ -¨áâ®ç¨ª, ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® �| «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥â

ä®à¬ë � ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  � | «¥¯ ¦¥¢  q-ä®à¬  ¨ pq�1� = �.

� ®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ «¥¯ ¦¥¢®© ä®à¬ë ï¢«ï¥âáï ¡®«¥¥ è¨à®ª¨¬, ç¥¬ ¯à¨¢¥¤¥®¥ ¢ [17]
(£¤¥ ä®à¬  �  §ë¢ ¥âáï «¥¯ ¦¥¢®©, ¥á«¨ pqd� = Id�), â. ª. ¤®¯ãáª îâáï «¥¯ ¦¥¢ë q-ä®à¬ë,
á¢ï§ ë¥ á à §«¨çë¬¨ íª¢¨¢ «¥âë¬¨ (q + 1)-ä®à¬ ¬¨-¨áâ®ç¨ª ¬¨, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, á
«¥¯ ¦¥¢ë¬¨ íª¢¨¢ «¥â ¬¨ ¤ ®© ä®à¬ë-¨áâ®ç¨ª , ¨¬¥îé¨¬¨ à §«¨çë¥ ¯®àï¤ª¨.

�á¯®«ì§ãï ®¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.2,  å®¤¨¬ «¥¯ ¦¥¢ë íª¢¨¢ «¥âë « £à ¦¨ ®¢ ¨ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å
ä®à¬.

�¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥â « £à ¦¨   � ¥áâì ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î 1-ä®à¬  � â ª ï, çâ® h� = � ¨
p1d� !i-¯®à®¦¤¥ ï (= £®à¨§®â «ì ï ®â®á¨â¥«ì® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï   Y ). � ¬¥â¨¬, çâ®
íâ® ¢ â®ç®áâ¨ ®à¨£¨ «ì®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨§ à ¡®âë [9]. �®£¤  ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬ ¢ëç¨á«¥¨¥¬
¯®«ãç ¥¬, çâ® ª ¦¤ë© « £à ¦¨  � ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥â; ¡ã¤¥¬ ®¡®§ -
ç âì ¥£® ç¥à¥§ �� ¨  §ë¢ âì ä®à¬®© � àâ  . � à áá«®¥ëå ª®®à¤¨ â å, ¥á«¨ � 2 �1(J1Y ),
� = Ldt, ¯®«ãç¨¬

�� = Ldt+
@L

@ _xi
!i:

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î p1d�� = E�.
�¡à â¨¬áï â¥¯¥àì ª «¥¯ ¦¥¢ë¬ íª¢¨¢ «¥â ¬ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å ä®à¬. �ãáâì E | ¤¨ ¬¨ç¥-

áª ï ä®à¬  ¢â®à®£® ¯®àï¤ª . �® ®¯à¥¤¥«¥¨î 4.2 2-ä®à¬  � | «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥â E, ¥á«¨
p1� = E ¨ p2d� | 3 ä®à¬ -¨áâ®ç¨ª. � á¨«ã ¥¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï 3-ä®à¬ á ¯®-
¬®éìî ä®à¬-¨áâ®ç¨ª®¢ ¬®¦® ®¦¨¤ âì, çâ® ¨¬¥îâáï «¥¯ ¦¥¢ë íª¢¨¢ «¥âë ¤¨ ¬¨ç¥áª®©
ä®à¬ë, á¢ï§ ë¥ á à §«¨çë¬¨ ä®à¬ ¬¨-¨áâ®ç¨ª ¬¨. �àï¬ë¬ ¢ëç¨á«¥¨¥¬ ¤®ª §ë¢ ¥âáï

�¥®à¥¬  4.1. 1) � ¦¤ ï ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E 2 �2(J2Y ) ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© £«®¡ «ì-

ë© «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥â e�E   J3Y ,  áá®æ¨¨à®¢ ë© á ª ®¨ç¥áª®© ä®à¬®©-¨áâ®ç¨ª®¬

IdE = eHE. � ®¯à¥¤¥«¥ à ¢¥áâ¢®¬ p2de�E = eHE, ¨ ¢ à áá«®¥ëå ª®®à¤¨ â å, £¤¥ E =
Ei!

i ^ dt, § ¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

e�E = Ei!
i ^ dt+

1
4

�
@Ei

@ _xj
�
@Ej

@ _xi
�
d

dt

�
@Ei

@�xj
�
@Ej

@�xi

��
!i ^ !j +

1
2

�
@Ei

@�xj
+
@Ej

@�xi

�
!i ^ _!j :
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2) � ¦¤ ï ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E 2 �2(J2Y ) ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© £«®¡ «ìë© «¥¯ ¦¥¢

íª¢¨¢ «¥â �E   J2Y ,  áá®æ¨¨à®¢ ë© á ä®à¬®©-¨áâ®ç¨ª®¬ (¬¨¨¬ «ì®£® ¯®àï¤ª ) HE.

� ®¯à¥¤¥«¥ à ¢¥áâ¢®¬ p2d�E = HE, ¨ ¢ à áá«®¥ëå ª®®à¤¨ â å, £¤¥ E = Ei!
i ^ dt, § ¯¨-

áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�E = Ei!
i ^ dt+

1
4

�
@Ei

@ _xj
�
@Ej

@ _xi

�
!i ^ !j +

1
2

�
@Ei

@�xj
+
@Ej

@�xi

�
!i ^ _!j : (3)

� ¬¥â¨¬, çâ® �E = e�E + �, £¤¥ � ®¯à¥¤¥«¥ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 4.2.
� ¯®¬®éìî ¯à®áâëå ¢ëç¨á«¥¨© ¤®ª §ë¢ ¥âáï

�¥®à¥¬  4.2. �ãáâì E 2 �2(J2Y ) | ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬ . �«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ -

«¥âë:

1) «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥â �E ä®à¬ë E ¯à®¥ªâ¨àã¥¬   J1Y ,
2) «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥â e�E ä®à¬ë E ¯à®¥ªâ¨àã¥¬   J1Y ,
3) ¢ ª ¦¤®© à áá«®¥®© ª àâ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à §«®¦¥¨¥ E = Ei!

i ^ dt, £¤¥ äãªæ¨¨ Ei

 ää¨ë ¯® ¢â®àë¬ ¯à®¨§¢®¤ë¬: Ei = Ai+ gij �xj, ¨ gij ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ¨â¥-

£à¨àã¥¬®áâ¨

gij = gji;
@gij
@ _xk

=
@gik
@ _xj

: (4)

� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ (4) á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ äãªæ¨¨ f(t; xi; _xi) â ª®©, çâ®

gij =
@2f

@ _xi@ _xj
:

�¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 4.2,  §ë¢ ¥âáï ¯®«ã¢ à¨ æ¨-
®®© .

� à ªâ¥à¨áâ¨ªã ¢ à¨ æ¨®ë¬ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¬ ä®à¬ ¬ ¤ ¥â

�¥®à¥¬  4.3 ([3], [20]). �ãáâì E 2 �2(J2Y ) | ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬ . �«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï

íª¢¨¢ «¥âë:

1) E «®ª «ì® ¢ à¨ æ¨® ï,

2) �E = e�E, ¨ «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥â ä®à¬ë E ¯à®¥ªâ¨àã¥¬   J1Y ¨ § ¬ªãâ,

3) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï 2-ª®â ªâ ï 2-ä®à¬  F â ª ï, çâ® � = E +F ¯à®¥ªâ¨àã-

¥¬    J1Y ¨ § ¬ªãâ .

�®ïâ¨¥ «¥¯ ¦¥¢  íª¢¨¢ «¥â  ¤¨ ¬¨ç¥áª®© ä®à¬ë, ¯à¥¤áâ ¢«¥®¥ ¢ëè¥, | ®¡®¡é¥¨¥
«¥¯ ¦¥¢  íª¢¨¢ «¥â  «®ª «ì®© ¢ à¨ æ¨®®© ä®à¬ë, ¢¢¥¤¥®£® ¢ [3] (á¬. â ª¦¥ [8], [21], [3],
[22], £¤¥ ®¯¨á ë á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã «®ª «ì® ¢ à¨ æ¨®ë¬¨ ä®à¬ ¬¨ ¨ § ¬ªãâë¬¨ 2-ä®à¬ ¬¨).

� ¬¥â¨¬, çâ®   «¥¯ ¦¥¢ëå ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ïå ¬®àä¨§¬ë Eq, q � 0, ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì®áâ¨ áâ ®¢ïâáï ¯à®áâ® ¢¥è¨¬¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ « ¬¨, ¨   «¥¯ ¦¥¢ëå ä®à¬ å ¨¬¥¥¬
Eq � pq�1 = pqd, £¤¥ p0 = h ¨ p�1 = id.

5. �¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ¨ «¥¯ ¦¥¢ë 2-ä®à¬ë

�ãáâì E 2 �2(J2Y ) | ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬ . �¥ç¥¨¥  à áá«®¥¨ï �  §ë¢ ¥âáï ¯ãâ¥¬

¤¨ ¬¨ç¥áª®© ä®à¬ë E, ¥á«¨

E � J2 = 0: (5)

� à áá«®¥ëå ª®®à¤¨ â å ãà ¢¥¨¥ (5) ¯ãâ¥© ä®à¬ë E ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ á¨áâ¥¬ã m ¤¨ää¥-

à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© ¢â®à®£® ¯®àï¤ª    á¥ç¥¨ï à áá«®¥¨ï � : Y ! X,

Ei(t; x
j ; _xj ; �xj) = 0:

�á«¨ § ¤   ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E, £®¢®à¨¬, çâ® 2-ä®à¬  � | ¯à®¤®«¦¥¨¥ E, ¥á«¨
E = p1�. �ë«® ¤®ª § ®, çâ® ª ¦¤ ï ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E 2 �2(J2Y ) ¨¬¥¥â £«®¡ «ì®¥
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¯à®¤®«¦¥¨¥ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  | «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥â �E ä®à¬ë E. � ¤ «ì¥©è¥¬ â ª¦¥ ¡ã¤¥¬
à áá¬ âà¨¢ âì «®ª «ìë¥ ¯à®¤®«¦¥¨ï (â. ¥. ¯à®¤®«¦¥¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ë¥   ®âªàëâëå ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢ å ¢ J2Y ); ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ dom� ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï �.

�¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E 2 �2(J2Y )  §ë¢ ¥âáï ¯®¤å®¤ïé¥© ¤«ï J1Y , ¥á«¨ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨
ª ¦¤®© â®çª¨ ¢ J2Y ®  ¨¬¥¥â «®ª «ì®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ �, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë¬  
®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¢ J1Y .

�à¥¤«®¦¥¨¥ 5.1 ([20]). �¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E 2 �2(J2Y ) ï¢«ï¥âáï ¯®¤å®¤ïé¥© ¤«ï J1Y ,
â®«ìª® ¥á«¨

Ei = Ai(t; xk; _xk) + gij(t; xk; _xk)�xj :

� íâ®¬ á«ãç ¥ ª ¦¤®¥ «®ª «ì®¥ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ä®à¬ë E § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥

� = Ai!
i ^ dt+ gij!

i ^ d _xj + F;

£¤¥ F | 2-ª®â ªâ ï 2-ä®à¬    ®âªàëâ®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ ¬®£®®¡à §¨ï J1Y .

�®¦® ª« áá¨ä¨æ¨à®¢ âì ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ë (â. ¥. ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï) ¢ á®-
®â¢¥âáâ¢¨¨ á® á¢®©áâ¢ ¬¨ ¨å «¥¯ ¦¥¢ëå íª¢¨¢ «¥â®¢.

1) �¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E 2 �2(J2Y ) ®¡é¥£® ¯®«®¦¥¨ï; â ª ï ä®à¬  ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥ë©
£«®¡ «ìë© «¥¯ ¦¥¢ íª¢¨¢ «¥â �E (3) ¢â®à®£® ¯®àï¤ª .

2) J1Y -¯®¤å®¤ïé¨¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ë: ¨å «¥¯ ¦¥¢ë íª¢¨¢ «¥âë �E «®ª «ì® à áª« ¤ë-
¢ îâáï ¢ áã¬¬ã ¯à®¤®«¦¥¨ï �0E ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ä®à¬ë E ¨ 2-ª®â ªâ®© ä®à¬ë 'E ¢â®à®£®
¯®àï¤ª  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�E = �0E + 'E; (6)

£¤¥

�0E = Ai!
i ^ dt+ gij!

i ^ d _xj +
1
4

�
@Ai

@ _xj
�
@Aj

@ _xi

�
!i ^ !j ; (7)

'E =
1
4

��
@gik
@ _xj

�
@gjk
@ _xi

�
�xk
�
!i ^ !j +

1
2

�
gji � gij

�
!i ^ _!j : (8)

�®¤å®¤ïé¨¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ë á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ãà ¢¥¨ï¬ ¢â®à®£® ¯®-
àï¤ª 

gij(t; xk; _xk) �xj +Ai(t; xk; _xk) = 0: (9)

3) �®¤å®¤ïé¨¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ë â ª¨¥, çâ® 'E ¢ (6) �2;0-£®à¨§®â «ìë. �â® ®§ ç ¥â,
çâ® gij = gji, ®âªã¤ 

�E = Ai!
i ^ dt+ gij!

i ^ d _xj +
1
4

�
@Ai

@ _xj
�
@Aj

@ _xi

�
!i ^ !j +

1
4

��
@gik
@ _xj

�
@gjk
@ _xi

�
�xk
�
!i ^ !j :

4) �®«ã¢ à¨ æ¨®ë¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ë: «¥¯ ¦¥¢ë íª¢¨¢ «¥âë �E ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë  
J1Y . �¨ § ¯¨áë¢ îâáï ¢ ¢¨¤¥

�E = Ai!
i ^ dt+

1
4

�
@Ai

@ _xj
�
@Aj

@ _xi

�
!i ^ !j + gij!

i ^ d _xj

(â. ¥. �E = �0E, 'E = 0 ¢ ä®à¬ã«¥ ¤«ï �E). �®¦® ¯®ª § âì, çâ® ¯®«ã¢ à¨ æ¨® ï ¤¨ -
¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E ª ®¨ç¥áª¨ à §« £ ¥âáï ¢ áã¬¬ã ¢ à¨ æ¨®®© ¤¨ ¬¨ç¥áª®© ä®à¬ë Eg,
¯®à®¦¤¥®© « £à ¦¨ ®¬ � = Tdt, ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬ g = (gij) (®¡®¡-
é¥ ï \ª¨¥â¨ç¥áª ï í¥à£¨ï"), ¨ ¤¨ ¬¨ç¥áª®© ä®à¬ë ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  � (\á¨« ") â ª, çâ®
ãà ¢¥¨ï ¯ãâ¥© (9) ¯à¨¨¬ îâ ¢¨¤

@T

@xi
�
d

dt

@T

@ _xi
= �i:
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5) �®ª «ì® ¢ à¨ æ¨®ë¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ë: ¨å «¥¯ ¦¥¢ë íª¢¨¢ «¥âë �E § ¬ªãâë.
6) �«®¡ «ì® ¢ à¨ æ¨®ë¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ë: ¨å «¥¯ ¦¥¢ë íª¢¨¢ «¥âë �E â®çë.
�á«¨ § ¤   ¯®¤å®¤ïé ï ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E 2 �2(J2Y ), â® ¯®ï¢«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ à á-

¯à¥¤¥«¥¨ï [23], [24], [5]:
1) ¤¨ ¬¨ç¥áª®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥  áá®æ¨¨à®¢ ® á ª ¦¤ë¬ ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ � ä®à¬ë E ¨ ®¯à¥-

¤¥«¥®   dom� á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�� = annihfi�� j £¤¥ � ¯à®¡¥£ ¥â ¢á¥ ¢¥àâ¨ª «ìë¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï   dom�g;

2) å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ 2-ä®à¬ë �  áá®æ¨¨à®¢ ® á ª ¦¤ë¬ ¯à®¤®«¦¥¨¥¬
� ä®à¬ë E ¨ ®¯à¥¤¥«¥®   dom� ¢ ¢¨¤¥

�� = annihfi�� j � 2 X(dom�)g = spanf� 2 X(dom�) j i�� = 0g;

3) í¢®«îæ¨®®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ DE   J1Y ®¯à¥¤¥«¥® â ª:

DE : J1Y 3 x! (�� \ C�1)(x) 2 TxJ
1Y;

£¤¥ �| «®ª «ì®¥ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ä®à¬ë E, ®¯à¥¤¥«¥®¥ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ x. �¥£ª®
§ ¬¥â¨âì, çâ® íâ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®àà¥ªâ®, â. ª. ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® (�� \ C�1)(x) ¥ § ¢¨á¨â
®â ¢ë¡®à  �. � ¬¥â¨¬, çâ® rankDE � 1, ¨ íâ®â à £ ¬®¦¥â ¡ëâì ¥¯®áâ®ïë¬.

�á«¨ § ¤ ® «®ª «ì®¥ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ � ä®à¬ë E, íâ¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï á¢ï§ -
ë á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: DE � �� � ��   dom� � J1Y â ª, çâ® �� ¨ �� ¢ë¯®«ïîâ à®«ì
«®ª «ìëå \®£¨¡ îé¨å à á¯à¥¤¥«¥¨©" ¤«ï à á¯à¥¤¥«¥¨ï DE . �à®¤®«¦¥¨ï ¯ãâ¥© ¯®¤å®¤ï-
é¥© ¤¨ ¬¨ç¥áª®© ä®à¬ë E (=à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨© (9)) á®¢¯ ¤ îâ á ¨â¥£à «ìë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨

í¢®«îæ¨®®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï DE.
�«¥¤ã¥â â ª¦¥ ®â¬¥â¨âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï � ä®à¬ë E ¤¨ ¬¨ç¥áª®¥ à á¯à¥¤¥-

«¥¨¥ �� ¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ �� ¨¬¥îâ ®¤¨ ¨ â¥ ¦¥ £®«®®¬ë¥ ¨â¥£à «ìë¥
á¥ç¥¨ï, ª®â®àë¥ á®¢¯ ¤ îâ á ¯à®¤®«¦¥¨ï¬¨ ¯ãâ¥©, ®¯à¥¤¥«¥ëå ¤«ï ä®à¬ë E   dom�.

�â® ®§ ç ¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® ãà ¢¥¨ï (9) ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¥¥ íª¢¨¢ «¥â®¥ ¡¥áª®®à¤¨-
 â®¥ ®¯¨á ¨¥: ¤«ï «î¡®£® ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï � ä®à¬ë E, ¯ãâ¨ ä®à¬ë E ¢ dom�
ï¢«ïîâáï

1) à¥è¥¨ï¬¨ ãà ¢¥¨©

J1�i�� = 0 ¤«ï «î¡®£® �1-¢¥àâ¨ª «ì®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï �   dom�;

2) £®«®®¬ë¬¨ ¨â¥£à «ìë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© 2-ä®à¬ë
�, â. ¥. ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© �, ï¢«ïîé¨åáï à¥è¥¨ï¬¨ ãà ¢¥¨ï

i�� = 0:

�â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ãà ¢¥¨¥ i�� = 0 ¬®¦¥â ¨¬¥âì à¥è¥¨ï �, ª®â®àë¥ ¥ ¡ã¤ãâ ¥¯à¥àë¢ë¬¨
¨ ¥ ¡ã¤ãâ ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨ï¬¨.

�à®¢¥¤¥ë© ¢ëè¥   «¨§ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå á¨áâ¥¬ ¤«ï ãà ¢¥¨© (9) ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥-
¤ãîé¥© ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¯®¤å®¤ïé¨å ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å ä®à¬ ®â®á¨â¥«ì® á¢®©áâ¢ ¨å ¯ãâ¥© [23]:
¤¨ ¬¨ç¥áªãî ä®à¬ã E  §ë¢ îâ

1) à¥£ã«ïà®©, ¥á«¨ rankDE = 1,
2) á« ¡® à¥£ã«ïà®©, ¥á«¨ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ DE á« ¡® £®à¨§®â «ì® ¨ ¨¬¥¥â «®ª «ì® ¯®áâ®-

ïë© à £,
3) ¥ ¨¬¥îé¥© ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨®ëå á¢ï§¥©, ¥á«¨ DE á« ¡® £®à¨§®â «ì®,
4) ¯®«ãà¥£ã«ïà®©, ¥á«¨ ��E á« ¡® £®à¨§®â «ì®, ¨¬¥¥â («®ª «ì®) ¯®áâ®ïë© à £ ¨ ¢¯®«-

¥ ¨â¥£à¨àã¥¬®.
�¬¥ï íâã ª« áá¨ä¨ª æ¨î, ¬®¦® íää¥ªâ¨¢® ¨§ãç âì ¯à®¡«¥¬ã �®è¨ ¨ à §¢¨¢ âì ¬¥â®¤ë

¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ®¡ëçëå ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© ¢â®à®£® ¯®àï¤ª . �«ï íâ®£®   «¨§ 
¬®¦® ¨á¯®«ì§®¢ âì «®ª «ìë¥ ¯à®¤®«¦¥¨ï ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å ä®à¬ ®¡é¥£® ¯®«®¦¥¨ï ¨ «¥¯ -
¦¥¢ë íª¢¨¢ «¥âë �E, ¢ ®á®¡¥®áâ¨, ¥á«¨ E ¢ à¨ æ¨® ï ¨«¨ ¯®«ã¢ à¨ æ¨® ï. (�¥â «¨
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ç¨â â¥«ì ¬®¦¥â  ©â¨ ¢ à ¡®â å [25], [23], [24], [4], ¨ ¢ ®¡§®à¥ [26],  ¯¨á ®¬  ¢â®à ¬¨ ¤ ®©
áâ âì¨.)

6. �¥£ã«ïàë¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ë

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì à¥£ã«ïàë¥ ¯®¤å®¤ïé¨¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ë.

�¥®à¥¬  6.1 ([7], [20]). �ãáâì E | ¯®¤å®¤ïé ï ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬    J2Y . �«¥¤ãîé¨¥
ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

1) E à¥£ã«ïà ,

2) ¬ âà¨æ  g := (gij) =
�
@Ei

@�xj

�
à¥£ã«ïà ,

3) í¢®«îæ¨®®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ DE «®ª «ì®  âïãâ®   ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨¨ ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤

� =
@

@t
+ _xi

@

@xi
� gijAj

@

@ _xi
; (10)

£¤¥ (gij) = g�1,
4) ãà ¢¥¨ï ¯ãâ¥© ä®à¬ë E § ¯¨áë¢ îâáï ¢ íª¢¨¢ «¥â®© ®à¬ «ì®© ä®à¬¥

�xi = �gijAj ; (11)

5) ª ¦¤®¥ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ � ä®à¬ë E ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ìë© à £ (à ¢ë©
2m),

6) ¤«ï «î¡®£® ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï � ä®à¬ë E à á¯à¥¤¥«¥¨¥ DE ï¢«ï¥âáï å à ª-

â¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ä®à¬ë �,
7) ¤«ï «î¡®£® ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï � ä®à¬ë E ãà ¢¥¨¥ i�� = 0 á ¤®¯®«¨â¥«ì-

ë¬ ãá«®¢¨¥¬ dt(�) = 1 ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ «®ª «ì®¥ à¥è¥¨¥ �, ¨¬¥îé¥¥ ¢¨¤ (10).

� á¨«ã ¤ ®© â¥®à¥¬ë  §®¢¥¬ ãà ¢¥¨ï (11) ãà ¢¥¨ï¬¨ ¯ãâ¥© ä®à¬ë E ¢ ª®âà ¢ -

à¨ â®© ä®à¬¥.
�¥à¥©¤¥¬ ª ¨§ãç¥¨î ¯à®¤®«¦¥¨© à¥£ã«ïàëå ¯®¤å®¤ïé¨å ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å ä®à¬.
�§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à ááã¦¤¥¨© á«¥¤ã¥â, çâ® á ä®à¬®© E á¢ï§ ® á¥¬¥©áâ¢® ¯à®¤®«¦¥¨©, ®¯à¥-

¤¥«¥ëå   ®âªàëâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ å ¢ J1Y . � à áá«®¥ëå ª®®à¤¨ â å ®¨ § ¯¨áë¢ îâáï
ª ª

� = Ai!
i ^ dt+ gij!

i ^ d _xj + Fij!
i ^ !j ; (12)

£¤¥ Fij | ¯à®¨§¢®«ìë¥ äãªæ¨¨, ï¢«ïîé¨¥áï ª®á®á¨¬¬¥âà¨çë¬¨ ¯® ¨¤¥ªá ¬ i, j. �®«®¦¨¬

f i = �gijAj ; hij = gikFkj ¨ _!i
� = d _xi � f idt;  i

h = hij!
j + _!i

�:

�á«¨ § ¤   ä®à¬  �, â® ®¯à¥¤¥«¥ë ¤¢  ¡ §¨á  1-ä®à¬   J1Y ,  ¤ ¯â¨à®¢ ëå ª �: (dt; !i; _!i
�),

(dt; !i;  i
h). � íâ¨å ®¡®§ ç¥¨ïå á¥¬¥©áâ¢® «®ª «ì® ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ëå ¯à®¤®«¦¥¨© (12) ä®à¬ë

E á®áâ®¨â ¨§ 2-ä®à¬ � = gij!
i ^ _!j

� + F = gij!
i ^  j

h, £¤¥ F (á®®â¢¥âáâ¢¥® h) ¯à®¨§¢®«ì®.
�à¥¤¨ íâ¨å «®ª «ìëå 2-ä®à¬ ¨¬¥¥¬ ®¤ã, ª®â®à ï ª ®¨ç¥áª¨  áá®æ¨¨à®¢   á ¯®«ã¯ã«ì¢¥-

à¨§ æ¨¥© � ¨ § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥


 = gij!
i ^  j ; (13)

£¤¥

 i = _!i
� �

1
2
@f i

@ _xj
!j : (14)

�«ï «¥¯ ¦¥¢  íª¢¨¢ «¥â  �E ä®à¬ë E á®£« á® (6){(8) ¯®«ãç ¥¬ ¢ëà ¦¥¨¥ �E = �0E + 'E,
£¤¥

�0E = 
�
1
4

�
@gik
@ _xj

�
@gjk
@ _xi

�
fk!i ^ !j :
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� ¬¥â¨¬, çâ®

�E = 
+
1
2
@gik
@ _xj

(�xk � fk)!i ^ !j +
1
2

�
gji � gij

�
!i ^ _!j:

� ¯®¬®éìî «¥£ª®£® ¢ëç¨á«¥¨ï ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥, ®¡êïáïîé¥¥ à®«ì ä®à¬ë

 ¢ ¢ à¨ æ¨®®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 6.1. 3-ä®à¬  p2d
 ï¢«ï¥âáï !i-¯®à®¦¤¥®© (â. ¥. ï¢«ï¥âáï ä®à¬®©-¨áâ®ç-
¨ª®¬) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  g á¨¬¬¥âà¨ç .

�â® ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ®§ ç ¥â, çâ® ¤«ï á¨¬¬¥âà¨ç®© g ä®à¬  p2d
 íª¢¨¢ «¥â  ä®à¬¥ �¥«ì-
¬£®«ìæ  HE = p2d�, â. ¥. ª®¬¯®¥âë p2d
 á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ãá«®¢¨ï¬ �¥«ì¬£®«ìæ  «®ª «ì®©
¢ à¨ æ¨®®áâ¨ E. 2-ä®à¬  
 ¢ ¦  ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ®¡à â®© ¢ à¨ æ¨®®© § ¤ ç¨ ¤«ï ¯®-
«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨©. � íâ®¬ã ¢®¯à®áã ¢¥à¥¬áï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ à §¤¥«¥, £¤¥ â ª¦¥ ¡ã¤¥â ¯®ª § ®
(¯à¨ ¤®¯®«¨â¥«ì®¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨, çâ® ®á®¢®¥ à áá«®¥¨¥ � ï¢«ï¥âáï à áá«®¥¨¥¬  ¤ R
¨ ¤®¯ãáª ¥â £«®¡ «ìãî âà¨¢¨ «¨§ æ¨î, â. ¥. Y = R�M), çâ® ä®à¬  
 ®ª §ë¢ ¥âáï £«®¡ «ì®©
  J1Y = R � TM (íâ® § ç¨â, çâ® à §«®¦¥¨¥

�E = 
+
1
2
@gik
@ _xj

(�xk � fk)!i ^ !j

¨¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì® § ¬¥ë à áá«®¥ëå ª®®à¤¨ â,  ¤ ¯â¨à®¢ ëå ª áâàãªâãà¥ ¯à®-
¨§¢¥¤¥¨ï   Y ) ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥  á ¯®¬®éìî ªà á¨¢®© ¢ãâà¥¥© ª®áâàãªæ¨¨.

� ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¥á«¨ E ¯®«ã¢ à¨ æ¨® , â® �E = 
, â ª çâ® 
 £«®¡ «ì    J1Y ¨
p2d
 = HE. E «®ª «ì® ¢ à¨ æ¨®  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  
 § ¬ªãâ  ¨ £«®¡ «ì®

¢ à¨ æ¨®  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  
 â®ç .
�®§¢à é ïáì â¥¯¥àì ª â¥®à¥¬¥ 4.3, ¬®¦¥¬ áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¢ à¨ â íâ®© â¥®à¥¬ë ¤«ï à¥£ã-

«ïàëå ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å ä®à¬.

�¥®à¥¬  6.2. �ãáâì E 2 �2(J2Y ) | à¥£ã«ïà ï ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬ . �«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï

íª¢¨¢ «¥âë:

1) E «®ª «ì® ¢ à¨ æ¨® ,

2) cãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï 2-ä®à¬  �E = 
 â ª ï, çâ®

(i) d
 = 0,
(ii) E = p1
,
(iii) 
 ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ìë© à £ 2m.

�¢®«îæ¨®®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ DE = spanf�g ä®à¬ë E á®¢¯ ¤ ¥â á å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ à á¯à¥-

¤¥«¥¨¥¬ ä®à¬ë 
. �â® ®§ ç ¥â, çâ® i�
 = 0, ¨ spanf�g | ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥ ¤ ®£®

ãà ¢¥¨ï.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ E ¢ à¨ æ¨® , â® 
 = d��.

7. � ¬ªãâë¥ ä®à¬ë, «¥¯ ¦¥¢ë ä®à¬ë ¨ ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨¨

�®¤ ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨®®© á¢ï§®áâìî (¢â®à®£® ¯®àï¤ª ) ¯®¨¬ ¥¬ á¥ç¥¨¥ w : J1Y !
J2Y . �®à¨§®â «ì®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥Hw ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨®®© á¢ï§®áâ¨ w «®ª «ì®  âïãâ®
  ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨¨

� =
@

@t
+ _xi

@

@xi
+ f i

@

@ _xi
;

£¤¥ f i = �xi � w | ª®¬¯®¥âë w, ¨«¨ íª¢¨¢ «¥âë¬ ®¡à §®¬ § ¤ ¥âáï á¨áâ¥¬®© 1-ä®à¬

!i; _!i
� = w� _!i = d _xi � f idt:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨å®¤¨¬ ª ¡ §¨áã (dt; !i; _!i
�) 1-ä®à¬   J1Y ,  ¤ ¯â¨à®¢ ®¬ã ª ¯®«ã¯ã«ì¢¥-

à¨§ æ¨®®© á¢ï§®áâ¨, ª®â®àë© à áá¬ âà¨¢ «áï ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ à §¤¥«¥.
�«ï ¢â®à®£® â¨¯  ¡ §¨á®¢,  ¤ ¯â¨à®¢ ëå ª �, ª®â®àë¥ à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢ à §¤¥«¥ 6,  

¨¬¥® (dt; !i;  i) á  i, § ¤ ë¬¨ ä®à¬ã« ¬¨ (14), ¬®¦® ãª § âì £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯®áâà®¥¨¥
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¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® � | âà¨¢¨ «ì®¥ à áá«®¥¨¥  ¤ R (á¬. [8], [27]). �á«¨ § ¤   ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ -
æ¨® ï á¢ï§®áâì w ¨, § ç¨â, ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨ï �   J1Y , ¢®§¨ª îâ «®ª «ìë¥  ¤ ¯â¨à®-
¢ ë¥ ¤ã «ìë¥ ¡ §¨áë f�;Hi; Vjg ¨ fdt; !i;  jg, ¯®áâà®¥ë¥ ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬. � áá¬®âà¨¬
à áá«®¥¨¥ 1-áâàã© J1Y  ¤ Y : �1;0 : J1Y ! Y ; ¢ â¥à¬¨ å âà¨¢¨ «¨§ æ¨¨ Y = R �M , á«®©
íâ®£® ¢¥ªâ®à®£® à áá«®¥¨ï  ¤ (t; x) ¥áâì ¢ â®ç®áâ¨ TxM . �®£¤  �1;0-¢¥àâ¨ª «ìë¥ ¢¥ªâ®à 
  J1Y ª á â¥«ìë ª íâ¨¬ á«®ï¬, ¨ ¯®¤¬®¤ã«ì ¢ X(J1Y ), ª®â®àë© ®¨ ¯®à®¦¤ îâ, ®¡®§ ç¨¬
ç¥à¥§ V (J1Y ). �®ª «ì® ¨¬¥¥¬ V (J1Y ) = spanfVj := @

@xj
g.

�¥àâ¨ª «ìë© í¤®¬®àä¨§¬ S | íâ® ¥¤¨áâ¢¥®¥ â¥§®à®¥ ¯®«¥ â¨¯  (1; 1)   J1Y á®
á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

1) S ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì   �1;0-¢¥àâ¨ª «ìëå ¢¥ªâ®à å ¨ ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨ïå,
2) S ¢¥àâ¨ª «ì®§ ç® ª ª ¢¥ªâ®à®§ ç ï 1-ä®à¬ ,
3) S( @

@t
) = �� | ¯®«¥ à áâï¦¥¨©   á«®ïå à áá«®¥¨ï �1;0 : J1Y ! Y .

� ª®®à¤¨ â å ¨¬¥¥¬ S = @

@ _xi

 !i. � áá¬®âà¨¬ à §«®¦¥¨¥ ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã X(J1Y ) =

spanf�g � V (J1Y )�H(J1Y ) á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¯à®¥ªâ®à ¬¨ IJ1Y = P� + P V + PH .
H(J1Y )  §ë¢ ¥âáï �-£®à¨§®â «ìë¬ à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬, ¨ ¢ ª®®à¤¨ â å ¨¬¥¥¬

H(J1Y ) = span
�
Hi :=

@

@xi
+
1
2
@f i

@ _xj
@

@ _xi

�
:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®áâà®¥ ¢¥ªâ®àë© ¡ §¨á,   á®¯àï¦¥ë© ¡ §¨á, á®áâ®ïé¨© ¨§ 1-ä®à¬, ¨¬¥¥â
¢¨¤ fdt; !i;  jg, £¤¥

 i := d _xi � f idt�
1
2
@f i

@ _xj
!j :

� íâ¨å ¡ §¨á å à áá¬®âà¥ë¥ ¯à®¥ªâ®àë ¢ëà ¦ îâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: P� = �
 dt, PH =
Hi 
 !i, P V = Vj 
  j .

� ª¦¥ ¨¬¥îâáï ¥é¥ ¤¢  ¢ ¦ëå ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¥ëå ®¡ê¥ªâ : í¤®¬®àä¨§¬
�ª®¡¨ � := P V � L�P

H ¨ á¢ï§®áâì � áá {� £ ¨ (á¢ï§®áâì â¨¯  �¥à¢ «ì¤ ) br (á¬. [27]{
[29]). �â  á¢ï§®áâì ®¯à¥¤¥«¥  âà¥¡®¢ ¨¥¬, çâ® ª®¢ à¨ âë¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ë brdt, brS ¨ br�
®¡à é îâáï ¢ ã«ì ¨ V (J1Y ) ¯«®áª®. � ª®®à¤¨ â å ¨¬¥¥¬ � = �i

j Vi 
 !j = (Bi
j � �ik�

k
j �

�(�ij))Vi 
 !j , £¤¥ Bi
j := � @f i

@xj
¨ �ij := � 1

2

@f i

@ _xj
. � ¨¡®«¥¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¬¨ ª®¬¯®¥â ¬¨ á¢ï§®áâ¨br ï¢«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥: br�� = 0, br�Hj = �ijHi, br�Vj = �ijVi.

�á«¨ § ¤   ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨® ï á¢ï§®áâì w : J1Y ! J2Y , â® á¥ç¥¨ï à áá«®¥¨ï �,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ w�J1 = J2,  §ë¢ îâáï ¯ãâï¬¨ ¨«¨ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬¨ á¢ï§®áâ¨ w. �à®¤®«-
¦¥¨ï ¯ãâ¥© á¢ï§®áâ¨ w á®¢¯ ¤ îâ á ¨â¥£à «ìë¬¨ ªà¨¢ë¬¨ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï � ¨ ï¢«ïîâáï
à¥è¥¨ï¬¨ á¨áâ¥¬ë, á®áâ®ïé¥© ¨§m ®¡ëª®¢¥ëå ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©, § ¯¨á ëå
¢ ®à¬ «ì®© ä®à¬¥:

�xi = f i(t; xj ; _xj): (15)

�®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨®ë¥ á¢ï§®áâ¨ â¥á® á¢ï§ ë á à¥£ã«ïàë¬¨ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¬¨ ä®à¬ ¬¨.

�¥®à¥¬  7.1 ([7]). �á«¨   J2Y § ¤   ¯®¤å®¤ïé ï ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E, â®   J2Y áãé¥-

áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨® ï á¢ï§®áâì w : J1Y ! J2Y â ª ï, çâ® ãà ¢¥¨ï

¤«ï ¯ãâ¥© ä®à¬ë E á®¢¯ ¤ îâ á £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬¨ á¢ï§®áâ¨ w. �¢ï§®áâì w ®¯à¥¤¥«¥  á«¥¤ã-

îé¨¬ ®¡à §®¬: w�E = 0. � à áá«®¥ëå ª®®à¤¨ â å, £¤¥ E = (Ai + gij �xj)!i ^ dt, ª®¬¯®¥âë
á¢ï§®áâ¨ w ¯à¨¨¬ îâ ¢¨¤ f i = �gijAj, £¤¥ g

�1 = (gij) | ®¡à â ï ¬ âà¨æ  ª g.
� ®¡®à®â, ¥á«¨ § ¤   ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨® ï á¢ï§®áâì w : J1Y ! J2Y , â® áãé¥áâ¢ã¥â

á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤å®¤ïé¨å ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å ä®à¬ â ª®¥, çâ® £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ w á®¢¯ ¤ îâ á ¯ãâï¬¨

«î¡®© ¤¨ ¬¨ç¥áª®© ä®à¬ë á¥¬¥©áâ¢ . � ¦¤ ï ¨§ íâ¨å ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å ä®à¬, á¢ï§ ëå á w,
§ ¤ ¥âáï ª ª à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï w�E = 0. � à áá«®¥ëå ª®®à¤¨ â å, £¤¥ w ¨¬¥¥â ª®¬¯®-

¥âë f i, ª®¬¯®¥âë ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å ä®à¬ ¯à¨¨¬ îâ ¢¨¤ Ei = gij(�xj � f j), £¤¥ g = (gij) |
¯à®¨§¢®«ì ï à¥£ã«ïà ï ¬ âà¨æ .
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�á«¨ w ¨ E á¢ï§ ë ¬¥¦¤ã á®¡®© ¢ëè¥®¯¨á ë¬ ®¡à §®¬, â® £®à¨§®â «ì®¥ à á¯à¥¤¥«¥-

¨¥ á¢ï§®áâ¨ w ¥áâì í¢®«îæ¨®®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ DE, â. ¥.

DE = Hw = spanf�g; � =
@

@t
+ _xi

@

@xi
� gijAj

@

@ _xi
:

�¥¯¥àì ¬®¦® áä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª  §ë¢ ¥¬ãî ¯à®¡«¥¬ã ¬®¦¨â¥«¥© �ã£« á  [30].
� áá¬®âà¨¬ m ®¡ëª®¢¥ëå ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© ¢ ®à¬ «ì®© ä®à¬¥ (15) ¨

¡ã¤¥¬ ¨áª âì à¥£ã«ïàë© ¬®¦¨â¥«ì gij á® á¢®©áâ¢®¬, çâ® ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E := (gij �xj �
gijf

j)!i ^ dt ï¢«ï¥âáï «®ª «ì® ¢ à¨ æ¨®®©. �¥®à¥¬  6.2 ¤ ¥â ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥
ãá«®¢¨ï   f i ¤«ï â®£®, çâ®¡ë E ã¤®¢«¥â¢®àï«  ãá«®¢¨î «®ª «ì®© ¢ à¨ æ¨®®áâ¨. �®£« á®
(13) íâ¨ ãá«®¢¨ï § ª«îç îâáï ¢ â®¬, çâ® ä®à¬  
 = gij!

i^ j ¤®«¦  ¡ëâì § ¬ªãâ  ¨ ¨¬¥âì

¬ ªá¨¬ «ìë© à £ 2m.
�¥à¥¤ â¥¬ ª ª ¯®¤à®¡® ¨áá«¥¤®¢ âì ãá«®¢¨¥ § ¬ªãâ®áâ¨, áä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã, ª®â®à ï

¤ ¥â  «ìâ¥à â¨¢ë©  ¡®à ¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨© ¢ íâ®¬ á«ãç ¥.

�¥®à¥¬  7.2 ([8]). �á«¨ § ¤   á¨áâ¥¬  (15) ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯®«ã¯ã«ì¢¥à¨§ æ¨ï �, â®
¥®¡å®¤¨¬ë¬¨ ¨ ¤®áâ â®çë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï «®ª «ì® ¢ à¨ æ¨®®© ¤¨ ¬¨ç¥-

áª®© ä®à¬ë E, í¢®«îæ¨®®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®â®à®©  âïãâ®   �, ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢®¢ ¨¥

 2 �2(J1Y ) â ª®©, çâ®

1) 
 ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ìë© à £,

2) 
(�1; �2) = 0 ¤«ï ¢á¥å �1;0-¢¥àâ¨ª «ìëå �1; �2,
3) L�
 = 0,
4) iHd
(�1; �2) = 0 ¤«ï ¢á¥å �-£®à¨§®â «ìëå H ¨ �1;0-¢¥àâ¨ª «ìëå �1; �2.

�â  â¥®à¥¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¬¨¨¬ «ìë©  ¡®à ãá«®¢¨©   2-ä®à¬ã 
, ® ¢ ª®¥ç®¬ áç¥â¥
®  ¯à¥¤êï¢«ï¥â âà¥¡®¢ ¨¥, çâ®¡ë ä®à¬  
 = gij!

i^ j ¡ë«  § ¬ªãâ  ¨ ¨¬¥«  ¬ ªá¨¬ «ìë©
à £ 2m ¤«ï ¥ª®â®àëå gij . �ë«® ¡ë ¡®«¥¥ ¯à¨ïâ® ¨¬¥âì ¤¥«® á ¬®¦¨â¥«¥¬ g, ¯®áâà®¥ë¬ ¥-
¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ãâà¥¨¬ á¯®á®¡®¬; íâ® ¬®¦¥â ¡ëâì á¤¥« ® á ¯®¬®éìî ª®áâàãªæ¨¨ ª¥«¥à®¢ 

«¨äâ , ª®â®àãî ®¯¨è¥¬ ¨¦¥.
�¢¥¤¥¬ ¢ ç «¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï ¨ ä®à¬ë ¢¤®«ì ¯à®¥ªæ¨¨ �1;0 : J1Y ! Y . �«¥¤ã¥¬ [27],

[31], [32], [12], [33]. �¥ªâ®àë¥ ¯®«ï ¢¤®«ì �1;0 ï¢«ïîâáï á¥ç¥¨ï¬¨ ®¡à â®£® ®¡à §  à áá«®¥¨ï
�1;0

�(TY )  ¤ J1Y . �¥à¥§ X(�1;0) ®¡®§ ç¨¬ C1(J1Y )-¬®¤ã«ì â ª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©. � «®£¨ç-
®, ç¥à¥§ �(�1;0) ®¡®§ ç¨¬ £à ¤ã¨à®¢ ãî  «£¥¡àã áª «ïà®§ çëå ä®à¬ ¢¤®«ì �1;0,   ç¥à¥§
V (�1;0) | �(�1;0)-¬®¤ã«ì ¢¥ªâ®à®§ çëå ä®à¬ ¢¤®«ì �1;0. � §¨áë¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï ¨ 1-ä®à¬ë
¢¤®«ì �1;0 | í«¥¬¥âë ¨§ X(Y ) ¨ X�(Y ), ®â®¦¤¥áâ¢«¥ë¥ á®®â¢¥âáâ¢¥® á ¢¥ªâ®àë¬¨ ¯®«ï-
¬¨ ¨ ä®à¬ ¬¨ ¢¤®«ì �1;0 á ¯®¬®éìî ¢§ïâ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ á �1;0. �®£« á® íâ®¬ã ®â®¦¤¥áâ¢«¥¨î
â¥§®àë¥ ¯®«ï ¢¤®«ì ¯à®¥ªæ¨¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ëà ¦¥ë ª ª â¥§®àë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¡ §®¢ëå
¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© ¨ 1-ä®à¬ á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¢ C1(J1Y ). � ®¨ç¥áª®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ ¢¤®«ì
�1;0 ¥áâì

T =
@

@t
+ _xi

@

@xi
:

�áâ¥áâ¢¥ë¥ ¡ §¨áë ¤«ï X(�1;0) ¨ X�(�1;0) â®£¤  ¡ã¤ãâ ¨¬¥âì ¢¨¤ fT; @

@xi
g ¨ fdt; !ig. �®¦¥áâ¢®

ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© ¢¤®«ì �1;0 ¯® ¬®¤ã«î T ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X(�1;0)
â ª, çâ® � 2 X(�1;0) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î dt(�) = 0. �®£¤  ®ç¥¢¨¤ ï ¡¨¥ªæ¨ï ¬¥¦¤ã X(�1;0)
¨ V (J1Y ) § ¤ ¥â ¢¥àâ¨ª «ìë© «¨äâ ¨§ X(�1;0) ¢ V (J1Y ), ª®â®àë© ¢ ª®®à¤¨ â å ¢ë£«ï¤¨â

á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: �V = �
i @

@ _xi
= (�i � _xi�0) @

@ _xi
, £¤¥ � = �0 @

@t
+ �i @

@xi
.

�®à¨§®â «ìë© «¨äâ �H ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï � 2 X(�1;0) § ¤ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ �H = �
i
Hi. � ª®¥æ,

¬®¦® ¯®áâà®¨âì «¨äâ ¢¤®«ì � á ¯®¬®éìî �� := dt(�)� ¤«ï «î¡®© � 2 X(�1;0) (â ª, çâ® T� = �).
�®£¤  «î¡®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ � 2 X(R � TM) ¬®¦¥â ¡ëâì à §«®¦¥® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

� = (��)� + (�H)H + (�V )V
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¤«ï ¥¤¨áâ¢¥ëå �� 2 spanfTg, �H 2 X(�1;0), £¤¥ �H(t) = �(t), ¨ �V 2 X(�1;0). � ¤¨ íâ®£®
à §«®¦¥¨ï ¨ ¡ë«¨ ¯®áâà®¥ë «¨äâë. � ª®®à¤¨ â å ¨¬¥¥¬

�� = dt(�)T;

�H = dt(�)
@

@t
+ dxi(�)

@

@xi
= dt(�)T+ !i(�)

@

@xi
;

�V =  i(�)
@

@xi
:

�¥¯¥àì ¯à¨¢¥¤¥¬ ¢ëà ¦¥¨ï áª®¡®ª �¨ ¢ ¡¥áª®®à¤¨ â®¬ ¢¨¤¥

[�; �V ] = br��
V � �H ; [�; �H ] = br��

H +�(�)V :

2-ä®à¬  
   J1Y , ®¯¨á  ï ¢ â¥®à¥¬¥ 7.2, ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¥-
¢ëà®¦¤¥ë¬ â¥§®à®¬ â¨¯  (0; 2) ¢¤®«ì �1;0 ¢¨¤  g = gij!

i 
 !j (â. ¥. g ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì  
T) (á¬. [34], [35]). �®«¥¥ â®ç®, 
 | â ª  §ë¢ ¥¬ë© ª¥«¥à®¢ «¨äâ â¥§®à  g, 
 = gK , ª®â®àë©
®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì   � ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ gK(�V ; �V ) = gK(�; �) = 0, gK(�V ; �) = g(�; �).
� íâ®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ãá«®¢¨ï, íª¢¨¢ «¥âë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ 6.2 ¨ 7.2,
¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

rg = 0; g(��; �) = g(�;��); bD�V g(�; �) = bD�V g(�; �); (16)

£¤¥ bD | ª®¢ à¨ â ï ¯à®¨§¢®¤ ï ¢¤®«ì �1;0, ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢ ¢¨¤¥ br�� = ( bD���)�+( bD��H)H +
( bD��V )V ¤«ï ¢á¥å �; � 2 X(J1Y ).

�®âï ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ®¯à¥¤¥«¥ ï ¨§ïé ï íª®®¬®áâì ¢ íâ®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ¬®¦¨â¥«ï
g ¨ ãá«®¢¨ï «®ª «ì®© ¢ à¨ æ¨®®áâ¨, ®® ¨¬¥¥â ¨ ¥ª®â®àë¥ ¥¤®áâ âª¨. � ¯à¨¬¥à, ¢ íâ®¬
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ¥«ì§ï ¯à¨¬¥¨âì ¢¥è¥¥ ¨áç¨á«¥¨¥, ¯®íâ®¬ã ¯à¨å®¤¨âáï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¥-
ª¨© £¨¡à¨¤ë© ¢ à¨ â (§ ¨â¥à¥á®¢ ®£® ç¨â â¥«ï ®â®è«¥¬ ª ¥¤ ¢¥© ¤¨áá¥àâ æ¨¨ �«¤-
à¨¤¦  [36], ¢ ª®â®à®© áâà®¨âáï ¢ãâà¥ïï ¢¥àá¨ï ãà ¢¥¨ï (16)   J1Y á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬
á¢ï§®áâ¨ � ááë{� £ ¨). �®íâ®¬ã § ª®ç¨¬ ¤ ãî à ¡®âã ¨§ãç¥¨¥¬ ª®æ¥¯âã «ì® ¡®«¥¥
¯à®áâ®£® ãá«®¢¨ï dgK = 0, ª®â®à®¥  àï¤ã á ãá«®¢¨¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì®áâ¨ à £  ï¢«ï¥âáï ¥®¡-
å®¤¨¬ë¬ ¨ ¤®áâ â®çë¬ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ä®à¬  E := (gij �xj � gijf

j)!i ^ dt ¡ë« 
«®ª «ì® ¢ à¨ æ¨®®©.

�®«®¦¨¬ 
 := gij 
i ^ !j (â ª®© ¯®àï¤®ª ¨¤¥ªá®¢ âà ¤¨æ¨®¥) ¨ ¯®¤áç¨â ¥¬ d
:

d
 = (�(gij)� gkj�
k
i � gik�

k
j )dt ^  

i ^ !j + (Hl(gij)� gkjVi(�
k
l )) 

i ^ !j ^ !l +

+ Vk(gij) 
k ^  i ^ !j + gij 

i ^  j ^ dt+ gki�
k
j!

i ^ !j ^ dt+ gkiHj(�
k
l )!

i ^ !j ^ !l:

�â® ¤ ¥â ç¥âëà¥ ãá«®¢¨ï �¥«ì¬£®«ìæ  ¤«ï à¥è¥¨ï ¯à®¡«¥¬ë �ã£« á  ¢ ä®à¬¥, ¯¥à¢® ç «ì®
¤ ®© � à«¥â®¬ ¢ [37]:

d
(�; Vi; Vj) = 0; d
(�; Vi;Hj) = 0;

d
(�;Hi;Hj) = 0; d
(Hi; Vj ; Vk) = 0:

�áâ «ìë¥ ãá«®¢¨ï, ¢®§¨ª îé¨¥ ¨§ à ¢¥áâ¢  d
 = 0,   ¨¬¥®

d
(Hi;Hj; Vk) = 0 ¨ d
(Hi;Hj ;Hk) = 0;

ª ª ¬®¦® ¯®ª § âì, ¢ë¢®¤ïâáï ¨§ ¯¥à¢ëå ç¥âëà¥å. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ®¨ ¯®ï¢«ïîâáï ¢ 3-ª®-
â ªâ®© ç áâ¨ d
, ®¤ ª®, ª ª ¡ë«® ¯®ª § ® ¢ à §¤¥«¥ 6, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï
«®ª «ì®© ¢ à¨ æ¨®®áâ¨ ï¢«ïîâáï à¥§ã«ìâ â®¬ âà¥¡®¢ ¨ï, çâ®¡ë p2d
 = 0. �â¬¥â¨¬, çâ®
  ãá«®¢¨ïå �¥«ì¬£®«ìæ  ®á®¢ ® ¢ ¦®¥  ¯à ¢«¥¨¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨© ®¡à â®© § ¤ ç¨ ¢ à¨-
 æ¨®®£® ¨áç¨á«¥¨ï; § ¨â¥à¥á®¢ ®£® ç¨â â¥«ï ®â®è«¥¬ ª ¥¤ ¢¥¬ã ®¡§®àã  ¢â®à®¢ [26].
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