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Ââåäåíèå

Äèïëîìíàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àëãåáðàì èíâàðèàíòîâ íåêîòîðûõ êîíå÷-
íûõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï. Íàéäåíû àëãåáðû èíâàðèàíòîâ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï,
ãðóïï Êëåéíà, ãðóïï êâàòåðíèîíîâ, ãðóïï ñèììåòðèè ïðàâèëüíûõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ è íåêîòîðûõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Â ïðîöåññå íàïèñà-
íèÿ äèïëîìíîé ðàáîòû àêòèâíî èñïîëüçîâàëàñü òåîðèÿ áàçèñîâ Ãð¼áíåðà,
òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íûõ ãðóïï. Îñíîâíûå âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäå-
íû â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå Maple.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ ïîÿâèëàñü â ñåðåäèíå 19 âåêà â Àí-
ãëèè è çàíÿëà çàòåì îäíî èç öåíòðàëüíûõ ìåñò â ìàòåìàòèêå âòîðîé ïî-
ëîâèíû 19 âåêà. Ñâîèì âîçíèêíîâåíèåì òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ îáÿçàíà òðåì
íàóêàì: òåîðèè ÷èñåë (ãàóññîâà êëàññèôèêàöèÿ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì), ãåîìåòðèè (ïðîåêòèâíûå ñâîéñòâà êðèâûõ) è àëãåáðå (òåîðèÿ îïðå-
äåëèòåëåé). Íà÷àëüíûé ïåðèîä åå ðàçâèòèÿ ñâÿçàí ñ òâîð÷åñòâîì Êýëè,
Ñèëüâåñòðà (ïðèäóìàâøåãî ïî÷òè âñå òåðìèíû òåîðèè, â òîì ÷èñëå ñëî-
âî èíâàðèàíò), Ñàëüìîíà â Àíãëèè, ßêîáè, Ãåññå â Ãåðìàíèè è Ýðìèòà âî
Ôðàíöèè. Çàòåì âåäóùóþ ðîëü â ðàçâèòèè òåîðèè èíâàðèàíòîâ íà÷èíàþò
èãðàòü íåìåöêèå ìàòåìàòèêè, ñðåäè êîòîðûõ îñîáåííî âûäåëÿþòñÿ Àðîí-
ãîëüä, Êëåáø, Ãîðäàí è Äàâèä Ãèëüáåðò.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îñíîâíûì ïîíÿòèÿì, â íåé ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè áàçèñîâ Ãð¼áíåðà è îñíîâíûå ôàêòû èç òåîðèè
èíâàðèàíòîâ êîíå÷íûõ ãðóïï.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå
âòîðîé ãëàâû áûëè âû÷èñëåíû àëãåáðû èíâàðèàíòîâ ãðóïï Êëåéíà è ãðóïï
êâàòåðíèîíîâ. Äàëåå áûëè íàéäåíû àëãåáðû èíâàðèàíòîâ ãðóïï ñèììåòðèé
è ãðóïï âðàùåíèé íåêîòîðûõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ïîñëåäíèå äâà
ïàðàãðàôà âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåíû âû÷èñëåíèþ àëãåáð èíâàðèàíòîâ ãðóïï
ñèììåòðèé è âðàùåíèé òàêèõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, êàê êóá è òåò-
ðàýäð. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ïðèâåäåíû íåêîòîðûå âûâîäû
è íàáëþäåíèÿ, îñíîâàííûå íà âû÷èñëåíèÿõ â äèïëîìíîé ðàáîòå.
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1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1 Áàçèñû Ãð¼áíåðà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìîíîìèàëüíûì óïîðÿäî÷åíèåì íà k[x1, . . . , xn] íàçû-
âàåòñÿ ëþáîå áèíàðíîå îòíîøåíèå > íà Zn

≥0, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) > ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì óïîðÿäî÷åíèåì íà Zn
≥0.

2) åñëè α > β è γ ∈ Zn
≥0, òî α + γ > β + γ.

3) > âïîëíå óïîðÿäî÷èâàåò Zn
≥0, ò.å. ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â Z

n
≥0

èìååò ìèíèìàëüíûé (íàèìåíüøèé) ýëåìåíò (ïî îòíîøåíèþ ê óïîðÿäî÷åíèþ
>).

Ïðèìåðîì ìîíîìèàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå
óïîðÿäî÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 2. (Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå). Ïóñòü α =
(α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Zn

≥0. Ìû ãîâîðèì, ÷òî α >lex β, åñëè ñà-
ìàÿ ëåâàÿ íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà α − β ∈ Zn ïîëîæèòåëüíà. Ìû
áóäåì ïèñàòü xα >lex x

β, åñëè α >lex β.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷å-

íèå.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü çàäàíî ìîíîìèàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå. Êîíå÷íîå

ïîäìíîæåñòâî G = {g1, . . . , gs} ýëåìåíòîâ èäåàëà I íàçûâàåòñÿ åãî áàçèñîì
Ãð¼áíåðà (èëè ñòàíäàðòíûì áàçèñîì), åñëè

〈LT (g1), . . . , LT (gs)〉 = 〈LT (I)〉.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìîíîìèàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå. Òî-
ãäà ëþáîé íåíóëåâîé èäåàë I ⊂ k[x1, . . . , xn] îáëàäàåò áàçèñîì Ãð¼áíåðà.
Áîëåå òîãî, áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà I ÿâëÿåòñÿ åãî ïîðàæäàþùèì ìíîæå-
ñòâîì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ g1 . . . gn ∈ I, ãäå I - èäåàë àëãåá-
ðû ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) g1 . . . gn - áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà I.
2) Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà èç I íà ìíîãî÷ëåí

g1 . . . gn âñåãäà ðàâåí 0.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü I / k[x1, . . . , xn] - èäåàë è f1, . . . , fm - åãî áàçèñ.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû fi è fj èìåþò çàöåïëåíèå, åñëè èõ ñòàðøèå ÷ëåíû
fiC è fjC äåëÿòñÿ îäíîâðåìåííî íà íåêîòîðûé îäíî÷ëåí ω, îòëè÷íûé îò
êîíñòàíòû.

Òåîðåìà 2. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà ìíîãî÷ëåíîâ f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xn]
ïîñëå ðåäóöèðîâàíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà çàöåïëåíèé ìû ïîëó÷èì íàáîð
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f1, . . . , fm, fm+1, . . . , fM , â êîòîðîì êàæäîå çàöåïëåíèå ðàçðåøèìî.
Òåîðåìà 3. (Áðèëëèàíòîâàÿ ëåììà). Áàçèñ f1, . . . , fm èäåàëà I ÿâ-

ëÿåòñÿ áàçèñîì Ãð¼áíåðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì íåò çàöåïëåíèé
èëè êàæäîå çàöåïëåíèå ðàçðåøèìî.

Òåîðåìû 2 è 3 îáîñíîâûâàþò ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà
äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà Ãð¼áíåðà èäåàëà. Ýòîò àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ àëãî-

ðèòìîì Áóõáåðãåðà. Ïîâòîðèì åùå ðàç åãî ýòàïû. Ïóñòü f1, . . . , fm - íàáîð
ìíîãî÷ëåíîâ, ÿâëÿþùèéñÿ áàçèñîì èäåàëà I.

1) Ïðîâåðèì , åñòü ëè â íàáîðå çàöåïëåíèÿ. Åñëè çàöåïëåíèé íåò, òî
íàáîð ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãð¼áíåðà èäåàëà I, èíà÷å ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2.

2) Ïî íàéäåííîìó çàöåïëåíèþ(i, j) ìíîãî÷ëåíîâ fi è fj ïîëîæèì fiC =
ωq1, fjC = ωq2, è ñîñòàâèì ìíîãî÷ëåí Fi,j = fiq2 − fjq1. Ðåäóöèðóåì ìíîãî-
÷ëåí Fi,j ñ ïîìîùüþ íàáîðà fi äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Åñëè ìíîãî-
÷ëåí Fi,j ðåäóöèðîâàëñÿ ê íåíóëåâîìó ìíîãî÷ëåíó f , òî ïåðåõîäèì ê ïóíêòó
3, èíà÷å ê ïóíêòó 4.

3) Äîáàâëÿåì ìíîãî÷ëåí f ê íàáîðó f1, f2, . . . fk â êà÷åñòâå fk+1 è ïåðå-
õîäèì ê ïóíêòó 4.

4) Â ïîñòðîåííîì ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ {fi}
ðàññìàòðèâàåì çàöåïëåíèå, êîòîðîå íå áûëî ðàññìîòðåíî ðàíåå è ïåðåõî-
äèì ê ïóíêòó 2. Åñëè âñå èìåþùèåñÿ çàöåïëåíèÿ ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü,
àëãîðèòì çàâåðøåí.

Çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïîëó÷èì íàáîð f1, . . . , fm, fm+1, . . . , fM ,
ãäå êàæäîå çàöåïëåíèå ðàçðåøèìî. Ýòî è åñòü áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà
I = (f1, . . . , fm).

Ïóñòü F : P [y1, . . . , ym] → P [x1, . . . , xn] - ãîìîìîðôèçì àëãåáð, ýòîò
ãîìîìîðôèçì îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè ïîðîæäàþùèõ:

F (y1) = f1(x1, . . . , xn)

. . .

F (ym) = fm(x1, . . . , xn)

Îïèøåì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ÿäðà è îáðàçà:

KerF := {h ∈ P [y1, . . . , ym]|h(f1, . . . , fm) = 0},

ImF := P [f1, . . . , fm].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå ìîíîìîâ P [x1, . . . , xn, y1, . . . , ym] çàäàí
ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê, ïðè êîòîðîì x1 > x2 > · · · > xn > y1 > · · · >
yn. Åñëè I =< y1 − f1, . . . , ym − fm > - èäåàë P [x1, . . . , xn, y1, . . . , ym] è G-
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áàçèñ Ãðåáíåðà èäåàëà I, òî G0 = G∩P [y1, . . . , ym] - áàçèñ Ãðåáíåðà èäåàëà
I ∩ P [y1, . . . , ym].

Òåîðåìà 5. Ïóñòü I =< y1 − f1, . . . , ym − fm > - èäåàë P [x1, . . . , xn,
y1, . . . , ym]. Òîãäà KerF = I ∩ P [y1, . . . , ym].

Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ïîçâîÿëåò íàõîäèòü âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïî-
ëèíîìàìè f1, . . . , fm. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âñå ñîîòíî-
øåíèÿ ìåæäó ìíîãî÷ëåíàìè f1, . . . , fm íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ:

à) Íàéòè áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà I =< y1 − f1, . . . , ym − fm > àëãåá-
ðû P [x1, . . . , xn, y1, . . . , ym], ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé
ïîðÿäîê x1 > x2 > · · · > xn.

á) Â áàçèñå Ãð¼áíåðà èäåàëà I íàõîäèì âñå ìíîãî÷ëåíû, çàâèñÿùèÿ òîëü-
êî îò y1, . . . , ym. Ñåìåéñòâî ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãð¼áíå-
ðà èäåàëà I, ñîñòîÿùåå èç âñå ïîëèíîìèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìíîãî÷ëåíà
f1, . . . , fm.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü äàíû ïîëèíîìû f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xn]. Ðàññìîò-
ðèì ìîíîìèàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå â k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym], òàêîå, ÷òî ëþáîé
ìîíîì, ñîäåðæàùèé õîòÿ áû îäíó èç ïåðåìåííûõ xi, áîëüøå âñåõ ìîíîìîâ
èç k[y1, . . . , ym]. Ïóñòü G - áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà

〈f1 − y1, . . . , fm − ym〉 ⊂ k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym]

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì f ∈ k[x1, . . . , xn] è ïóñòü g = f̄G - åãî îñòàòîê îò
äåëåíèÿ íà G. Òîãäà

1)f ∈ P [f1, . . . , fn] â òîì è òîëüêî òî ñëó÷àå, êîãäà g ∈ P [y1, . . . , ym];
2)Åñëè f ∈ P [f1, . . . , fn], òî f = g(f1, . . . , fm).

Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà 6 ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü ïðåäñòàâëåíèå çàäàííûé
ìíîãî÷ëåí f , êàê ìíîãî÷ëåí îò f1, . . . , fm. Îïèøåì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ýòîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ, åñëè îíî ñóùåñòâóåò:

à) Íàéòè áàçèñ Ãð¼áíåðà G èäåàëà 〈f1 − y1, . . . , fm − ym〉.
á) Äåëèì íàø ìíîãî÷ëåí f íà áàçèñ Ãð¼áíåðà G.
â) Åñëè åãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ f íà G çàâèñèò òîëüêî îò y1, . . . , ym, òî

f ∈ k[f1, . . . , fn], â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f 6∈ k[f1, . . . , fn].
ã) Åñëè g - îñòàòîê îò äåëåíèÿ f íà G, òî f ∈ P [f1, . . . , fn], òî f =

g(f1, . . . , fm).
Ïðèìåð 1. Íàéòè âñå ïîëèíîìèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

f1 = x2 + y2 + 1, (1)

f2 = xy − 1, (2)

f3 = x2 − y2 + 1. (3)
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Ïóñòü t1 := x2+y2+1, t2 := xy−1, t3 := x2−y2+1. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 6
íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïîðîæäàþò èäåàë ñîîòíîøåíèé ìåæäó t1, t2
è t3. Ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòîò èäåàë ïîðîæäàåòñÿ
îäíèì ñîîòíîøåíèåì: −t23 − 4 + t21 − 4t22 + 2t3 − 2t1 − 8t2. Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó t1, t2, t3 èìååò âèä:
(−t23 − 4 + t21 − 4t22 + 2t3 − 2t1 − 8t2) · C[t1, t2, t3].

1.2 Êîíå÷íûå ìàòðè÷íûå ãðóïïû è èõ àëãåáðû èíâà-

ðèàíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.ÏóñòüG ⊂ GL(n, k) - êîíå÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà. Ïî-
ëèíîì f(x) ∈ k[x1, . . . , xn] íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
G (èëè åå èíâàðèàíòîì), åñëè

f(x) = f(A · x),

äëÿ âñåõ A ∈ G. Ìíîæåñòâî âñåõ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî G ïîëèíîìîâ
îáîçíà÷àåòñÿ êàê k[x1, . . . , xn]

G.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü G ⊂ GL(n, k) - êîíå÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà, òî-

ãäà:

1)Ìíîæåñòâî k[x1, . . . , xn]
G çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíî-

æåíèÿ, à òàêæå ñîäåðæèò âñå êîíñòàíòû.

2)Ïîëèíîì f ∈ k[x1, . . . , xn] èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíîG â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, êîãäà èíâàðèàíòíû åãî îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû.

Ëåììà 1. Ïóñòü G ⊂ GL(n, k) - êîíå÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà è ìàòðèöû
A1, . . . , Am ∈ G òàêîâû, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈ G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà â âèäå.

A = B1B2 . . . Bt,

Bi ∈ A1, . . . , Am äëÿ ëþáîãî i ( äðóãèìè ñëîâàìè,A1, . . . , Am ïîðîæäàþò
G). Òîãäà ïîëèíîì f ∈ k[x1, . . . , xn] èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî G â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

f(x) = f(A1 · x) = · · · = f(Am · x).

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ãðóïïó ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèöû:

Gn =

{eσ̄(1)

. . .
eσ̄(n)

 ∣∣∣∣ σ ∈ Sn
}
, ãäå eσ(i) =

(
0 . . . 1 . . . 0

)
.

Íàïðèìåð:
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G2 =

{(
1 0
0 1

)
;

(
0 1
1 0

)}
Òîãäà ìíîãî÷ëåí f èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî Gn ⇔ f(Ax̄) = f(x̄) ⇔

f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)), òàêèì îáðàçîì k[x1, . . . , xn]
Gn = ìíîæå-

ñòâî âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò n - ïåðåìåííûõ. Çíà÷èò, êàæäûé
èíâàðèàíò ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò êîíå÷íîãî ÷èñëà èíâàðèàíòîâ.

Ïðèìåð 2. Âîçüìåì öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó C2 = {±I2} ⊂ GL(2, k) âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå èíâàðèàíòàìè ÿâëÿþòñÿ f ∈ k[x, y], òàêèå, ÷òî
f(x, y) = f(−x,−y). Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà ýòîé ãðóïïû:

I =

(
−1 0
0 −1

)
⊂ GL(2, k),

f(x, y) = f(−x,−y)⇐⇒
∑
ij

aijx
iyj =

∑
ij

aij(−x)i(−y)j

⇐⇒
∑
ij

aijx
iyj =

∑
ij

aij(−1)ixi(−1)jyj

⇐⇒ aij = (−1)i+jaij

Òàêèì îáðàçîì, aij = (−1)i+jaij, ïðè âñåõ i+ j, ñëåäîâàòåëüíî, aij = 0, åñëè
i + j íå÷åòíî. Çíà÷èò, aij 6= 0, åñëè i + j - ÷åòíîå, çíà÷èò, i - ÷åòíîå è j -
÷åòíîå, èëè i - íå÷åòíîå è j - íå÷åòíîå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäûé ìîíîì xiyj,
âõîäÿùèé â f , èìååò âèä:

xiyj =

{
x2my2l = (x2)m(y2)l, åñëè i, j ÷åòíû,

x2m+1y2l+1 = (x2)m(y2)lxy, åñëè i, j íå÷åòíû.

Çíà÷èò,

k[x, y]C2 = k[x2, y2, xy].

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü G ⊂ GL(n, k) - êîíå÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ ãðóï-
ïà. Îïåðàòîðîì Ðåéíîëüäñà íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå RG : k[x1, . . . , xn] →
k[x1, . . . , xn], êîòîðîå äåéñòâóåò ïî ñëåäóùåìó ïðàâèëó:

RG(f)(x) =
1

| G |
∑
A∈G

f(A · x),
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ãäå f(x) ∈ k[x1, . . . , xn].

Ëåììà 2. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[x1, . . . , xn] ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíî-
ñèëüíû:

1) f(x) ∈ k[x1, . . . , xn]
G.

2)RG(f) = f .

1.3 Òåîðåìà Ìîëèíà.

Òåîðåìà 1. Êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà Γ ⊂ GL(Cn) èìååò
n àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ íàä C, òî åñòü C[x]Γ - êîëüöî
ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè n.

Íàïîìíèì, ñòåïåíüþ òðàíñöåíäåíòíîñòè àëãåáðû C[x]Γ íàçûâàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ èõ C[x]Γ.

Òåîðåìà 2. (Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î êîíå÷íîñòè). Êîëüöî èíâàðè-
àíòíîâ C[x]Γ êîíå÷íîé ìàòðè÷íîé ãðóïïû Γ ⊂ GL(Cn) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî
ïîðîæäåííûì.

Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà Íåòåðà î ãðàíè÷íîñòè ñòåïåíè). Êîëüöî èí-
âàðèàíòîâ C[x]Γ êîíå÷íîé ìàòðè÷íîé ãðóïïû Γ èìååò íå áîëåå ÷åì

(
n+|Γ|
n

)
èíâàðèàíòîâ, ÷üè ñòåïåíè îãðàíè÷åííû ïîðÿäêîì ãðóïïû |Γ|.

Îïðåäåëåíèå 1. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé, åñëè A, êàê
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó A = ⊕∞i=0Ai, ïðè÷åì
âûïîëíÿåòñÿ : Ai ·Aj ⊂ Ai+j. Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîé ãðóïïû C[x]Γ

ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé.
Îïðåäåëåíèå 2. Ðÿäîì Ãèëüáåðòà àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà:∑∞
d=0 z

i · dimAi.
Ðÿä Ãèëüáåðòà äëÿ ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû C[x]Γ îáîçíà÷àåòñÿ êàê

ΦΓ(z).
Òåîðåìà 4 (Òåîðåìà Ìîëèíà). Ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ

C[x]Γ ðàâåí ΦΓ(z) = 1
|Γ|
∑

π∈Γ
1

det(id−zπ) .

Ëåììà 1. Ïóñòü Γ ⊂ GL(Cn) êîíå÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà ðàç-
ìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòîâ

V Γ = {v ∈ Cn : πv = v äëÿ âñåõ π ∈ Γ}

ðàâíà 1
|Γ|
∑

π∈Γ trace(π).

Ëåììà 2. Ïóñòü p1, p2, . . . , pm - àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû
èç C[x], èìåþùèå îäíîðîäíûå ñòåïåíè d1, d2, . . . , dm. Òîãäà ðÿä Ãèëüáåð-
òà ïîäêîëüöà R := C[p1, p2, . . . , pm] ðàâåí H(R, z) :=

∑∞
n=0(dimcRd)z

d =
1

(1−zd1)(1−zd2)...(1−zdm)
.
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1.4 Òåîðåìà Øåâàëëå - Øåôàðäà - Òîääà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëå-
ìåíò g ∈ G ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì, åñëè ðîâíî n − 1 èç åãî ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ðàâíû 1 è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ g.

Òåîðåìà 1. (Òåîðåìà Øåâàëëå - Øåôàðäà - Òîääà.) Ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà êîíå÷íîé ãðóïïû G ýêâèâàëåíòíû:

1) G ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé, ïîðîæäåííîé îòðàæåíèÿìè;
2) C[x]G ïîðîæäåíà n àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè îäíîðîäíûìè ýëå-

ìåíòàìè.
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2 Èíâàðèàíòû êîíå÷íûõ ãðóïï

2.1 Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ãðóïï Êëåéíà è ãðóïï êâà-

òåðíèîíîâ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ìàòðè÷íóþ ãðóïïó

V4 =

(
±1 0
0 ±1

)
⊂ GL(2, k),

ñ äâóìÿ ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè ýòîé ãðóïïû:(
−1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)
Ïåðâîå ðåøåíèå:

Ñîãëàñàíî ëåììå 1 èç §1.2, ïîëèíîì f ∈ k[x, y] ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
ãðóïïû V4 â òîì ñëó÷àå, åñëè

f(x, y) = f(−x, y) = f(x,−y).

Ïóñòü f =
∑

ij aijx
iyj. Òîãäà

f(x, y) = f(−x, y)⇐⇒
∑
ij

aijx
iyj =

∑
ij

aij(−x)iyj

⇐⇒
∑
ij

aijx
iyj =

∑
ij

aij(−1)ixiyj

⇐⇒ aij = (−1)iaij

Òàêèì îáðàçîì, aij = (−1)jaij, ïðè âñåõ i, j, ñëåäîâàòåëüíî, aij = 0, åñëè i
íå÷åòíî.

f(x, y) = f(x,−y)⇐⇒
∑
ij

aijx
iyj =

∑
ij

aijx
i(−y)j

⇐⇒
∑
ij

aijx
iyj =

∑
ij

aij(−1)jxiyj

⇐⇒ aij = (−1)jaij

11



Òàêèì îáðàçîì, aij = (−1)iaij, ïðè âñåõ i, j, ñëåäîâàòåëüíî, aij = 0, åñëè j
íå÷åòíî. Çíà÷èò f(x, y) = f(x2, y2).
Îòâåò: k[x, y]V4 = k[x2, y2].

Âòîðîå ðåøåíèå:
Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ãðóïïû V4, ñîñòîÿùàÿ èç ( −1 0

0 1 ), ( 1 0
0 −1 ), ( 1 0

0 1 ) è( −1 0
0 −1

)
.

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦV4(z) àëãåáðû C[x1, x2]
V4 èñïîëüçóÿ òåîðåìó

Ìîëèíà:

ΦV4(z) =
1

4

(
1

| 1−z 0
0 1−z |

+
1

| 1+z 0
0 1−z |

+
1

| 1−z 0
0 1+z |

+
1

| 1+z 0
0 1+z |

+

)
=

= 1 + 2z2 + 3z4 + 4z6 + 5z8 + 6z10 + 7z12 + 8z14 + 9z16 + 10z18 + 11z20 + . . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû íàèìåíüøåé ñòåïåíè ãðóïïû V4, ýòî g1 := x2 è g2 := y2.
Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì
ñëó÷àå èõ íåò, çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà
àëãåáðû C[g1, g2]:

1

(1− z2)2
= 1+2z2+3z4+4z6+5z8+6z10+7z12+8z14+9z16+10z18+11z20+. . .

Àëãåáðà C[g1, g2] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
V4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü,

÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N
êîìïîíåíòû èç C[g1, g2]n è C[x1, x2]

V4
n èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü. Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà C[g1, g2] ðàâåí ðÿäó
Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

V4
n , ÷òî ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x1, x2]
V4 = C[x2, y2]

Ïðèìåð 2. Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ãðóïïû Q8.

Q8 =

{(
1 0
0 1

)
,

(
−1 0
0 −1

)
,

(
i 0
0 −i

)
,

(
−i 0
0 i

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)
,

(
0 i
i 0

)
,

(
0 −i
−i 0

)}
Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦQ8

(z) àëãåáðû C[x1, x2]
Q8 èñïîëüçóÿ òåîðåìó

Ìîëèíà:

ΦQ8
(z) =

1

8

(
1

| 1−z 0
0 1−z |

+
1

| 1−Iz 0
0 1+Iz |

+
1

| 1+z 0
0 1+z |

+
1

| 1+Iz 0
0 1−Iz |

+
1

| 1 −z
z 1 |

+
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+
1

| 1 z
−z 1 |

+
1

| 1 Iz
Iz 1 |

+
1

| 1 −Iz
−Iz 1 |

)
= 1 + 2z4 + z6 + 3z8 + 2z10 + 4z12 + 3z14+

+5z16 + 4z18 + 6z20 + 5z22 + 7z24 + 6z26 + 8z28 + . . .

Íàéäåì ïåðâûå èíâàðèàíòû: g1 := x4 + y4 è g2 := x2y2. Ñ ïîìîùüþ
áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì ñëó÷àå èõ
íåò, çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ëåììó 1 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2]:

1

(1− z4)2
= 1 + 2z4 + 3z8 + 4z12 + 5z16 + 6z20 + 7z24 + 8z28 + 9z32 + 10z36 . . .

Ïîëó÷åííûé ðÿä íå ñîâïàäàåò, íå õâàòàåò ÷ëåíà z6, çíà÷èò íàéäåì èíâà-
ðèàíò øåñòîé ñòåïåíè g3 := x5y − xy5. Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàé-
äåì ñîîòíîøåíèå (ìåæäó g1, g2 è g3): g

2
1g2 − 4g3

2 − g2
3. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

êàæäûé ïîëèíîì p ∈ C[g1, g2, g3] ìîæåò âûðàæàòüñÿ îäíîçíà÷íî â âèäå
p(g1, g2, g3) = q(g1, g2) + g3 · r(g1, g2), ãäå q è r ïîëèíîìû îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ. Äðóãèìèì ñëîâàìè, ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà C[g1, g2, g3] ðàñêëàäûâà-
åòñÿ êàê ïðÿìàÿ ñóììà.

C[g1, g2, g3] = C[g1, g3]⊕ g3C[g1, g2]

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3, ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà :

1

(1− z4)2
+

z6

(1− z4)2
= 1 + 2z4 + z6 + 3z8 + 2z10 + 4z12 + 3z14 + 5z16 + 4z18+

+6z20 + 5z22 + 7z24 + 6z26 + 8z28 + . . .

Àëãåáðà C[g1, g2, g3] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
Q8. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêà-

çàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N
êîìïîíåíòû èç C[g1, g2, g3]n è C[x1, x2]

Q8
n èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà C[g1, g2, g3] ðà-
âåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

Q8
n , ÷òî ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x1, x2]
Q8 = C[x4 + y4, x2y2, x5y − xy5]
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2.2 Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï è ãðóïï

äèýäðà.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó C4 ⊂ GL(2, k)
ïîðÿäêà 4, ïîðîæäåííóþ ìàòðèöåé

A =

(
i 0
0 −i

)
Ïåðâîå ðåøåíèå:

Íàéäåì îïåðàòîð Ðåéíîëüäñà ãðóïïû C4 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû:

RC4
(f)(x, y) =

1

4
(f(x, y) + f(ix,−iy) + f(−x,−y) + f(−ix, iy))

Ïîñ÷èòàåì îïåðàòîð Ðåéíîëüäñà äëÿ ìîíîìîâ xiyj, êîëè÷åñòâî ìîíîìîâ:
i+ j ≤ 4.

RC4
(x2) =

1

4
(x2 − x2 + x2 − x2) = 0

RC4
(xy) =

1

4
(xy + xy + xy + xy) = xy

RC4
(y2) =

1

4
(y2 + y2 − y2 − y2) = 0

RC4
(x2y) =

1

4
(x2y − x2y + ix2y − ix2y) = 0

RC4
(x3y) =

1

4
(x3y + x3y − x3y − x3y) =

1

2
x3y − 1

2
x3y = 0

RC4
(x2y2) =

1

4
(x2y2 + x2y2 + x2y2 + x2y2) = x2y2

RC4
(x4) =

1

4
(x4 + x4 + x4 + x4) = x4

RC4
(y4) =

1

4
(y4 + y4 + y4 + y4) = y4

Êàê âèäíî, èíâàðèàíò x2y2 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíâàðèàíò xy, ïîýòîìó åãî
ìîæíî íå ïèñàòü. Òàêèì îáðàçîì: xy, x4, y4 ∈ k[x, y]C4. Ýòè èíâàðèàíòû
ïîðîæäàþò êîëüöî k[x, y]C4.

Âòîðîå ðåøåíèå:
Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ãðóïïû C4, ñîñòîÿùàÿ èç ( 1 0

0 1 ), ( i 0
0 −i ),

( −1 0
0 −1

)
è

( −i 0
0 i ).
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Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦC4
(z) àëãåáðû C[x1, x2]

C4 èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ìîëèíà:

ΦC4
(z) =

1

4

(
1

| 1−z 0
0 1−z |

+
1

| 1+z 0
0 1+z |

+
1

| 1−iz 0
0 1+iz |

+
1

| 1+iz 0
0 1−iz |

)
= 1 + z2+

+3z4 + 3z6 + 5z8 + 5z10 + 7z12 + 7z14 + 9z16 + 9z18 + 11z20 + . . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû íàèìåíüøåé ñòåïåíè ãðóïïû C4, ýòî g1 := xy è g2 :=
x2y2. Óæå âèäíî, ÷òî g2 = g2

1, ïîýòîìó âîçüìåì ñëåäóþùèé èíâàðèàíò g3 :
x4. Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g3, â íàøåì
ñëó÷àå èõ íåò, çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà
àëãåáðû C[g1, g3]:

1

(1− z2)(1− z4)
= 1+z2+2z4+2z6+3z8+3z10+4z12+4z14+5z16+5z18+6z20+. . .

Ïîëó÷åííûé ðÿä íå ñîâïàäàåò, íå õâàòàåò ÷ëåíà z4, çíà÷èò íàéäåì èíâàðè-
àíò øåñòîé ñòåïåíè g4 := y4. Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíî-
øåíèå (ìåæäó g1, g3 è g4): g

4
1 − g3g2. Ýòî çíà÷èò, ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà

C[g1, g3, g4] ðàñêëàäûâàåòñÿ êàê ïðÿìàÿ ñóììà:

C[g1, g3, g4] = C[g3, g4]⊕ g1C[g3, g4]⊕ g2
1C[g3, g4]⊕ g3

1C[g3, g4]

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3, ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà :

1

(1− z2)(1− z4)
+

z2

(1− z2)(1− z4)
+

z4

(1− z2)(1− z4)
+

z6

(1− z2)(1− z4)
=

= 1 + z2 + 3z4 + 3z6 + 5z8 + 5z10 + 7z12 + 7z14 + 9z16 + 9z18 + 11z20 + . . .

Àëãåáðà C[g1, g3, g4] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
C4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêà-

çàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N
êîìïîíåíòû èç C[g1, g3, g4]n è C[x1, x2]

C4
n èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà C[g1, g3, g4] ðà-
âåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

C4
n , ÷òî ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x1, x2]
C4 = C[xy, x4, y4]

Ïðèìåð 2. Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]
z4 ãðóïïû {(± 1 0

0 1 ) , (± 0 −1
1 0 )}

îáðàçîâàíà èíâàðèàíòàìè I1 := x2
1 + x2

2 è I2 := x2
1x

2
2 è I3 := x1x

3
2 − x3

1x2.

15



Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãåáðà C[I1, I2, I3] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
z4.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî,
÷òî äëÿ êàæäîãî d ∈ N êîìïîíåíòû èç C[I1, I2, I3]d è C[x1, x2]

z4
d èìåþò

îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä
Ãèëüáåðòà C[I1, I2, I3] ðàâåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2].

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëáåðüòà Φz4(z) îò C[x1, x2]
z4 èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ìîëè-

íà:

Φz4(z) =
1

4

(
1

| 1−z 0
0 1−z |

+
1

4

1

| 1+z 0
0 1+z |

+
1

4

1

| 1 z
−z 1 |

+
1

4

1

| 1 −z
z 1 |

)
= 1+z2+3z4+

+3z6 + 5z8 + 5z10 + 7z12 + . . .

Òàêèì æå îáðàçîì íàõîäèòñÿ ðÿä Ãèëüáåðòà è äëÿC[I1, I2, I3]. Èñïîëüçóÿ
ìåòîä áàçèñà Ãð¼áíåðà íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêîå îòíîøåíèå I2

3 − I2I1 + 4I2
2

îáðàçîâàíî èäåàëîì èç Ij. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäûé ïîëèíîì p ∈ C[I1, I2, I3]
ìîæåò âûðàæàòüñÿ îäíîçíà÷íî â âèäå p(I1, I2, I3) = q(I1, I2)+I3·r(I1, I2), ãäå
q è r ïîëèíîìû îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Äðóãèìèì ñëîâàìè, ãðàäóèðîâàííàÿ
àëãåáðà ðàñêëàäûâàåòñÿ êàê ïðÿìàÿ ñóììà.

C[I1, I2, I3] = C[I1, I3]⊕ I3C[I1, I2]

Ïåðâûé êîìïîíåíò â ýòîì ðàçëîæåíèè - ýòî ïîëóêîëüöî, îáðàçîâàííîå
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè îäíîðîäíûìè ïîëèíîìàìè. Èñïîëüçóÿ ëåììó
1 èç §1.3, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà áóäåò ðàâåí 1

(1−z2)(1−z4) . Ïîñêîëü-

êó ýëåìåíòû ñî ñòåïåíüþ d èç C[I1, I2] â îäèí â îäèí ðàâíû ýëåìåíòàì ñî
ñòåïåíüþ d + 4 èç I3[I1, I2], òî ðÿä Ãèëüáåðòà âòîðîãî êîìïîíåíòà ðàâåí

z4

(1−z2)(1−z4) . Ñóììà ýòèõ äâóõ ðÿäîâ äà¼ò íàì ðÿä Ãèëüáåðòà äëÿ C[I1, I2, I3].

Ïðèìåð 3. Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ãðóïïû D3 = {e, a, a2, b, ba, ba2}, ãäå
e = ( 1 0

0 1 ), 1
2a =

(
−1 −

√
3√

3 −1

)
, b = ( 1 0

0 −1 ).

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦD3
(z) àëãåáðû C[x1, x2]

D3 èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ìîëèíà:

ΦD3
(z) = 1 + z2 + z3 + z4 + z5 + 2z6 + z7 + 2z8 + 2z9 + . . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíè: g1 := x2 + y2, g2 := x3 −
3xy2.

Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì
ñëó÷àå èõ íåò, çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà
àëãåáðû C[g1, g2]:

1

(1− z2)(1− z3)
= 1 + z2 + z3 + z4 + z5 + 2z6 + z7 + 2z8 + 2z9 + . . .
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Àëãåáðà C[g1, g2] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
D3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äî-

êàçàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî
n ∈ N êîìïîíåíòû èç C[g1, g2]n è C[x1, x2]

D3
n èìåþò îäèíàêîâóþ êîíå÷íóþ

ðàçìåðíîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà
C[g1, g2] ðàâåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

D3
n , ÷òî ìû è

ïîêàçàëè.
Îòâåò: C[x1, x2]

D3 = C[x2 + y2, x3 − 3xy2]
Ðàññìîòðèì íåïîëíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè, à ëèøü ãðóïïó âðàùåíèÿ C3 =

{e, a, a2}, ãäå e = ( 1 0
0 1 ), a = 1

2a =
(
−1 −

√
3√

3 −1

)
.

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦC3
(z) àëãåáðû C[x1, x2]

C3 èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ìîëèíà:

ΦC3
(z) = 1 + z2 + 2z3 + z4 + 2z5 + 3z6 + 2z7 + 3z8 + 4z9 + . . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû ãðóïïû C3, ýòî èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè: g1 :=
x2 + y2 è èíâàðèàíò òðåòüåé ñòåïåíè: g2 := x3 − 3xy2. Ñ ïîìîùüþ áàçèñà
Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì ñëó÷àå èõ íåò, çíà÷èò,
èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2]

C3:

1

(1− z2)(1− z3)
= 1 + z2 + z3 + z4 + z5 + 2z6 + z7 + 2z8 + 2z9 + . . .

Êàê ìû ìîæåì âèäåòü, íå õâàòàåò èíâàðèàíòà òðåòüåé ñòåïåíè, íàéäåì
åãî: g3 := 3x2y−y3. Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
g1, g2 è g3, â íàøåì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå: g3

1 − g2
3 − g2

2 = 0.
Çíà÷èò, ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2, g3], áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

1

(1− z2)(1− z3)
+

z3

(1− z2)(1− z3)
= 1+z2+2z3+z4+2z5+3z6+2z7+3z8+4z9+. . .

Àëãåáðà C[g1, g2, g3] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
C3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêà-

çàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N
êîìïîíåíòû èç C[g1, g2, g3]n è C[x1, x2]

C3
n èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà C[g1, g2, g3] ðà-
âåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

C3
n , ÷òî ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x1, x2]
C3 = C[x2 + y2, x3 − 3xy2, 3x2y − y3]

Ïðèìåð 4. Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ãðóïïû D4 = {e, a, a2, a3, b, ba, ba2,
ba3}, ãäå e = ( 1 0

0 1 ), a = ( 0 −1
1 0 ), b = ( 1 0

0 −1 ).
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Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦD4
(z) àëãåáðû C[x1, x2]

D4 èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ìîëèíà:

ΦD4
(z) =

1

8

(
1

| 1−z 0
0 1−z |

+
1

| 1 z
−z 1 |

+
1

| 1+z 0
0 1+z |

+
1

| 1 −z
z 1 |

+
1

| 1−z 0
0 1+z |

+
1

| 1 z
z 1 |

+

+
1

| 1+z 0
0 1−z |

+
1

| 1 −z
−z 1 |

)
= 1+z2+2z4+2z6+3z8+3z10+4z12+4z14+5z16+. . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû ãðóïïû D4, ýòî èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè: g1 :=
x2 +y2 è èíâàðèàíò ÷åòâåðòîé ñòåïåíè: g2 := x2y2. Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåá-
íåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì ñëó÷àå èõ íåò, çíà÷èò,
èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2]:

1

(1− z2)(1− z4)
= 1+z2 +2z4 +2z6 +3z8 +3z10 +4z12 +4z14 +5z16 +5z18 + . . .

Àëãåáðà C[g1, g2] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
D4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äî-

êàçàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî
n ∈ N êîìïîíåíòû èç C[g1, g2]n è C[x1, x2]

D4
n èìåþò îäèíàêîâóþ êîíå÷íóþ

ðàçìåðíîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà
C[g1, g2] ðàâåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

D4
n , ÷òî ìû è

ïîêàçàëè.
Îòâåò: C[x1, x2]

D4 = C[x2 + y2, x2y2]
Ðàññìîòðèì íåïîëíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè, à ëèøü ãðóïïó âðàùåíèÿ C4 =
{e, a, a2, a3}, ãäå e = ( 1 0

0 1 ) è a = ( 0 −1
1 0 ).

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦC4
(z) àëãåáðû C[x1, x2]

C4 èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ìîëèíà:

ΦC4
(z) = 1 + z2 + 3z4 + 3z6 + 5z8 + 5z10 + 7z12 + 7z14 + . . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû ãðóïïû C4, ýòî èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè: g1 :=
x2 +y2 è èíâàðèàíò ÷åòâåðòîé ñòåïåíè: g2 := x2y2. Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåá-
íåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì ñëó÷àå èõ íåò, çíà÷èò,
èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ
C[g1, g2]

C4:

1

(1− z2)(1− z4)
= 1+z2 +2z4 +2z6 +3z8 +3z10 +4z12 +4z14 +5z16 +5z18 + . . .

Êàê ìû ìîæåì âèäåòü, íå õâàòàåò èíâàðèàíòà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, íàé-
äåì åãî: g3 := xy3 − x3y. Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ

18



ìåæäó g1, g2 è g3, â íàøåì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:−4g2
2+g2g

2
1−g2

3 =
0.

Çíà÷èò, ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2, g3] áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

1

(1− z2)(1− z4)
+

z4

(1− z2)(1− z4)
= 1+z2+3z4+3z6+5z8+5z10+7z12+7z14+. . .

Àëãåáðà C[g1, g2, g3] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
C4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

äîêàçàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî n ∈ N êîìïîíåíòû èç C[g1, g2, g3]n è C[x1, x2]

D4
n èìåþò îäèíàêîâóþ

ðàçìåðíîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà
C[g1, g2, g3] ðàâåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

C4
n , ÷òî ìû

è ïîêàçàëè.
Îòâåò: C[x1, x2]

C4 = C[x2 + y2, x2y2, xy3 − x3y]

Ïðèìåð 5. Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ãðóïïû D5 = {e, a, a2, a3, a4, b, ba, ba2,

ba3, ba4}, ãäå e = ( 1 0
0 1 ), a =

(
1
4 (
√

5−1) −
√

5
8+

√
5
8√

5
8+

√
5
8

1
4 (
√

5−1)

)
, b = ( 1 0

0 −1 ).

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦD5
(z) àëãåáðû C[x1, x2]

D5 èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ìîëèíà:

ΦD5
(z) = 1 + z2 + z4 + z5 + z6 + z7 + z8 + z9 + 2z10 + z11 + . . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû ãðóïïû D5, ýòî èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè: g1 :=
x2 + y2 è èíâàðèàíò ïÿòîé ñòåïåíè: g2 := x5 + 5xy4 − 10x3y2. Ñ ïîìîùüþ
áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì ñëó÷àå èõ
íåò, çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû
C[g1, g2]:

1

(1− z2)(1− z5)
= 1 + z2 + z4 + z5 + z6 + z7 + z8 + z9 + 2z10 + z11 + . . .

Àëãåáðà C[g1, g2] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
D5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äî-

êàçàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî
n ∈ N êîìïîíåíòû èç C[g1, g2]n è C[x1, x2]

D5
n èìåþò îäèíàêîâóþ êîíå÷íóþ

ðàçìåðíîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà
C[g1, g2] ðàâåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

D5
n , ÷òî ìû è

ïîêàçàëè.
Îòâåò: C[x1, x2]

D5 = C[x2 + y2, x5 + 5xy4 − 10x3y2]
Ðàññìîòðèì íåïîëíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè, à ëèøü ãðóïïó âðàùåíèÿ C5 =

{e, a, a2, a3, a4}, ãäå e = ( 1 0
0 1 ), a =

(
1
4 (
√

5−1) −
√

5
8+

√
5
8√

5
8+

√
5
8

1
4 (
√

5−1)

)
.
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Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦC5
(z) àëãåáðû C[x1, x2]

C5 èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ìîëèíà, îí ðàâåí:

ΦC5
(z) = 1 + z2 + z4 + 2z5 + z6 + 2z7 + z8 + 2z9 + 3z10 + 2z11 + . . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû ãðóïïû C5, ýòî èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè: g1 :=
x2 + y2 è èíâàðèàíò ïÿòîé ñòåïåíè: g2 := x5 + 5xy4 − 10x3y2. Ñ ïîìîùüþ
áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì ñëó÷àå èõ
íåò, çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû
èíâàðèàíòîâ C[g1, g2]

C5:

1

(1− z2)(1− z5)
= 1 + z2 + z4 + z5 + z6 + z7 + z8 + z9 + 2z10 + z11 + . . .

Êàê ìû ìîæåì âèäåòü, íå õâàòàåò èíâàðèàíòà ïÿòîé ñòåïåíè, íàéäåì
åãî: g3 := −y5 − 5x4y + 10x2y3. Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñî-
îòíîøåíèÿ ìåæäó g1, g2 è g3, â íàøåì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:
g5

1 − g2
3 − g2

2 = 0.
Çíà÷èò, ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2, g3] áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

1

(1− z2)(1− z5)
+

z5

(1− z2)(1− z5)
= 1+z2+z4+2z5+z6+2z7+z8+2z9+3z10+. . .

Àëãåáðà C[g1, g2, g3] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
C5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêà-

çàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N
êîìïîíåíòû èç C[g1, g2, g3]n è C[x1, x2]

C5
n èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà C[g1, g2, g3] ðà-
âåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

C5
n , ÷òî ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x1, x2]
C5 = C[x2 + y2, x5 + 5xy4 − 10x3y2,−y5 − 5x4y + 10x2y3]

Ïðèìåð 6. Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ãðóïïû D6 = {e, a, a2, a3, a4, a5, b, ba,

ba2, ba3, ba4, ba5}, ãäå e = ( 1 0
0 1 ), a = 1

2

(
1 −

√
3√

3 1

)
, b = ( 1 0

0 −1 ).

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦD6
(z) àëãåáðû C[x1, x2]

D6 èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ìîëèíà:

ΦD6
(z) = 1+z2+z4+2z6+2z8+2z10+3z12+3z14+3z16+4z18+4z20+4z22+. . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû ãðóïïûD6, ýòî èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè: g1 := x2+y2

è èíâàðèàíò øåñòîé ñòåïåíè: g2 := 33x6+45x4y2+135x2y4+27y6. Ñ ïîìîùüþ
áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì ñëó÷àå èõ
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íåò, çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû
èíâàðèàíòîâ C[g1, g2]

D6:

1

(1− z2)(1− z6)
= 1+z2+z4+2z6+2z8+2z10+3z12+3z14+3z16+4z18+4z20+. . .

Àëãåáðà C[g1, g2] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
D6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü,

÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N êîì-
ïîíåíòû èç C[g1, g2]n è C[x1, x2]

D6
n èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü. Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà C[g1, g2] ðàâåí ðÿäó
Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

D6
n , ÷òî ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x1, x2]
D6 = C[x2 + y2, 33x6 + 45x4y2 + 135x2y4 + 27y6]

Ðàññìîòðèì íåïîëíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè, à ëèøü ãðóïïó âðàùåíèÿ C6 =

{e, a, a2, a3, a4, a5}, ãäå e = ( 1 0
0 1 ), a = 1

2

(
1 −

√
3√

3 1

)
.

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦC6
(z) àëãåáðû C[x1, x2]

C6 èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ìîëèíà:

ΦC6
(z) = 1 + z2 + z4 + 3z6 + 3z8 + 3z10 + 5z12 + . . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû ãðóïïû C6, ýòî èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè: g1 := x2+y2

è èíâàðèàíò øåñòîé ñòåïåíè: g2 := 9xy5 + 9x5y− 30x3y3.Ñ ïîìîùüþ áàçèñà
Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì ñëó÷àå èõ íåò, çíà÷èò,
èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ
C[g1, g2]

C6:

1

(1− z2)(1− z6)
= 1 + z2 + z4 + 2z6 + 2z8 + 2z10 + 3z12 + 3z14 + . . .

Êàê ìû ìîæåì âèäåòü, íå õâàòàåò èíâàðèàíòà øåñòîé ñòåïåíè, íàéäåì åãî:
g3 := 33x6 + 45x4y2 + 135x2y4 + 27y6. Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1, g2 è g3, â íàøåì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

891g6
1 − 60g3

1g2 + g2
2 + 4g2

3 = 0.
Çíà÷èò, ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2, g3] áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

1

(1− z2)(1− z6)
+

z6

(1− z2)(1− z6)
= 1+z2 +z4 +3z6 +3z8 +3z10 +5z12 + . . .

Àëãåáðà C[g1, g2, g3] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
C6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêà-

çàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N
êîìïîíåíòû èç C[g1, g2, g3]n è C[x1, x2]

C6
n èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà C[g1, g2, g3] ðà-
âåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

C6
n , ÷òî ìû è ïîêàçàëè.
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Îòâåò: C[x1, x2]
C6 = C[x2 + y2, 9xy5 + 9x5y − 30x3y3, 33x6 + 45x4y2 +

135x2y4 + 27y6]

Ïðèìåð 7. Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ãðóïïû D8 = {e, a, a2, a3, a4, a5, a6, a7,
b, ba, ba2, ba3, ba4, ba5, ba6, ba7}, ãäå e = ( 1 0

0 1 ), a = 1√
2

( 1 −1
1 1 ), b = ( 1 0

0 −1 ).

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦD8
(z) àëãåáðû C[x1, x2]

D8 èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ìîëèíà:

ΦD8
(z) = 1+z2+z4+z6+2z8+2z10+2z12+2z14+3z16+3z18+3z20+3z22+4z24+. . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû ãðóïïûD8, ýòî èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè: g1 := x2+y2

è èíâàðèàíò âîñüìîé ñòåïåíè: g2 := 11x4y4 − 2x6y2 − 2x2y6 + 1
2x

8 + 1
2y

8. Ñ
ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì
ñëó÷àå èõ íåò, çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà
àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[g1, g2]

D8:

1

(1− z2)(1− z8)
= 1+z2+z4+z6+2z8+2z10+2z12+2z14+3z16+3z18+3z20+. . .

Àëãåáðà C[g1, g2] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
D8. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü,

÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N êîì-
ïîíåíòû èç C[g1, g2]n è C[x1, x2]

D8
n èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü. Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà C[g1, g2] ðàâåí ðÿäó
Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

D8
n , ÷òî ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x1, x2]
D8 = C[x2 + y2, 11x4y4 − 2x6y2 − 2x2y6 + 1

2x
8 + 1

2y
8]

Ðàññìîòðèì íåïîëíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè, à ëèøü ãðóïïó âðàùåíèÿ C8 =
{e, a, a2, a3, a4, a5, a6, a7}, ãäå e = ( 1 0

0 1 ), a = 1√
2

( 1 −1
1 1 ).

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦC8
(z) àëãåáðû C[x1, x2]

C8 èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ìîëèíà:

ΦC8
(z) = 1 + z2 + z4 + z6 + 3z8 + 3z10 + 3z12 + 3z14 + 5z16 + . . .

Íàéäåì èíâàðèàíòû ãðóïïû C8, ýòî èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè: g1 :=
x2+y2 è èíâàðèàíò øåñòîé ñòåïåíè: g2 := 11x4y4−2x6y2−2x2y6+ 1

2x
8+ 1

2y
8.Ñ

ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì
ñëó÷àå èõ íåò, çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç §1.3 ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà
àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[g1, g2]

C8:

1

(1− z2)(1− z8)
= 1+z2+z4+z6+2z8+2z10+2z12+2z14+3z16+3z18+3z20+. . .

Êàê ìû ìîæåì âèäåòü, íå õâàòàåò èíâàðèàíòà âîñüìîé ñòåïåíè, íàéäåì åãî:
g3 := −1

2x
7y + 1

2xy
7 − 7

2x
3y5 + 7

2x
5y3. Ñ ïîìîùüþ áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1, g2 è g3, â íàøåì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:
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g8
1 − 6g2g

4
1 + 32g2

3 + 8g2
2 = 0.

Çíà÷èò, ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2, g3] áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

1

(1− z2)(1− z8)
+

z8

(1− z2)(1− z8)
= 1+z2+z4+z6+3z8+3z10+3z12+3z14+. . .

Àëãåáðà C[g1, g2, g3] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x1, x2]
C8. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêà-

çàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N
êîìïîíåíòû èç C[g1, g2, g3]n è C[x1, x2]

C8
n èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà C[g1, g2, g3] ðà-
âåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x1, x2]

C8
n , ÷òî ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x1, x2]
C8 = C[x2 +y2, 11x4y4−2x6y2−2x2y6 + 1

2x
8 + 1

2y
8,−1

2x
7y+

1
2xy

7 − 7
2x

3y5 + 7
2x

5y3].

Ïðèìåð 8. Íàéòè ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëü-
íî ïåðåñòàíîâîê ïåðåìåííûõ ( 1 3 2 4

3 1 4 2 ), ( 1 2 3 4
2 1 4 3 ), ( 2 3 1 4

3 2 4 1 ), ò.å. íàéòè
ìíîãî÷ëåí, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíòñâî f(x1, x2, x3, x4) =
f(x3, x4, x1, x2), f(x1, x2, x3, x4) = f(x2, x1, x4, x3), f(x1, x2, x3, x4) =
f(x4, x3, x2, x1).

Íàéäåì ðÿä Ãèëüáåðòà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ìîëèíà: 1 + z + 4z2 + 5z3 +
11z4 + 14z5 + 24z6 + 30z7 + 45z8 + 55z9 + 76z10 + 91z11 + 119z12 + 140z13 +
176z14 +204z15 +249z16 +285z17 +340z18 +385z19 +451z20 +506z21 +584z22 +
650z23 + 741z24 + 819z25

Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð Ðåéíîëüäñà, íàéäåì èíâàðèàíòû: g1 := x1 + x2 +
x3 + x4, g2 := x1x2 + x3x4, g3 := x1x3 + x2x4, g4 := x1x4 + x2x3, g5 :=
x1x2x3 + x1x3x4 + x1x2x4 + x2x3x4. Ïðè ïîìîùè áàçèñà Ãðåáíåðà íàõîäèì
ñîîòíîøåíèå: 4g2

5 + 4g4g
2
3 + 8g4g3g2 + 4g2

3g2 + 4g4g
2
2 + 4g3g

2
2 + 4g2

4g3 + 4g2
4g2−

g2
1g4g3 − 4g5g2g1 − 4g5g3g1 − 4g5g4g1 − g4g2g

2
1 − g3g2g

2
1 + g5g

3
1.

Çíà÷èò, ðÿä Ãèëüáåðòà, áóäåò âûãëÿäåòü òàê: 1
(1−z)(1−z2)3 + z3

(1−z)(1−z2)3 =

1+z+4z2+5z3+11z4+14z5+24z6+506z21+451z20+30z7+45z8+55z9+76z10+
91z11 +119z12 +140z13 +176z14 +204z15 +249z16 +285z17 +340z18 +385z19 +
584z22+650z23+741z24+819z25. Ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðûC[g1, g2, g3, g4, g5] ðà-
âåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ.Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî, óäî-
âëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ: x1, x2, x3, x4 èìååò âèä:
C[(x1 + x2 + x3 + x4), (x1x2 + x3x4), (x1x3 + x2x4), (x1x4 + x2x3), (x1x2x3 +
x1x3x4 + x1x2x4 + x2x3x4)]

Âûïîëíèì ïðîâåðêó, äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì èíâàðèàíò ïÿòîé ñòåïåíè:
g6 := x5 + y5 + z5 + t5. Ïîäåëèì åãî íà áàçèñ Ãðåáíåðà èíâàðèàíòîâ
g1, g2, g3, g4, g5 è ïîëó÷èì âûðàæåíèå : 5g1g

2
3 + g5

1 + 15
4 g5g

2
1 − 5g5g3 − 5g5g2 −

5g5g4 + 5g1g
2
4 − 5g3

1g2− 5g3
1g3− 5g3

1g4 + 5g2
2g1 + 45

4 g1g2g4 + 45
4 g3g2g1 + 45

4 g1g3g4
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Ïîäñòàâèì íàøè èíâàðèàíòû â ýòî âûðàæåíèå è ïîëó÷èì x5 + y5 + z5 + t5,
ýòî êàê ðàç íàø èíâàðèàíò ïÿòîé ñòåïåíè.

2.3 Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ãðóïïû ñèììåòðèé òåòðàýä-

ðà.

Ïðèìåð 1. Íàéòè èíâàðèàíòû ãðóïïû âðàùåíèé òåòðàýäðà. Ðàññìîò-
ðèì òåòðàýäð, âïèñàííûé â êóá :

Âûïèøåì âñå ìàòðèöû ãðóïïû âðàùåíèé òåòðàýäðà CTh:

1)
( −1 0 0

0 −1 0
0 0 1

)
, 2)

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
, 3)

( −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
, 4)

(
0 1 0
0 0 1
1 0 0

)
, 5)

(
0 0 1
1 0 0
0 1 0

)
, 6)

(
0 0 1
−1 0 0
0 −1 0

)
7)
(

0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

)
, 8)

(
0 1 0
0 0 −1
−1 0 0

)
, 9)

(
0 0 −1
1 0 0
0 −1 0

)
, 10)

(
0 0 −1
−1 0 0
0 1 0

)
, 11)

(
0 −1 0
0 0 1
−1 0 0

)
,

12)
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦCTh

(z) àëãåáðû C[x, y, z]CTh èñïîëüçóÿ òåîðå-
ìó Ìîëèíà:

ΦCTh
(z) =

1

12

(
1

−(−1 + z)3
+8

1

1− z3
+3

1

−(1 + z)2(−1 + z)

)
= 1+z2+z3+2z4+

+z5 + 4z6 + 2z7 + 5z8 + 4z9 + 7z10 + 10z12 + . . .

Íàéäåì íàèìåíüøèé èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè (òàê êàê åñòü êîýôôèöèåíò
ïåðåä z2), ýòî g1 = x2 + y2 + z2. Ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1]:

1

(1− z2)
= 1 + z2 + z4 + z6 + z8 + . . .

Êàê ìû ìîæåì âèäåòü, íå õâàòàåò èíâàðèàíòà òðåòüåé ñòåïåíè, íàéäåì åãî.
Ýòî g2 = xyz. Èùåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì ñëó÷àå èõ íåò,
çíà÷èò ìîæåì ïîñòðîèòü ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2]:

1

(1− z2)(1− z3)
= 1 + z2 + z3 + z4 + z5 + 2z6 + 2z7 + 2z8 + . . .
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Â ýòîò ðàç ó íàñ îòñóòñòâóåò èíâàðèàíò ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Èùåì åãî, ýòî
g3 = x4 + y4 + z4. Èùåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1, g2 è g3, â íàøåì ñëó÷àå èõ
íåò, çíà÷èò ìîæåì ïîñòðîèòü ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2, g3]:

1

(1− z2)(1− z3)(1− z4)
= 1 + z2 + z3 + 2z4 + z5 + 3z6 + 2z7 + 4z8 + . . .

Êàê ìû ìîæåì âèäåòü, íå õâàòàåò èíâàðèàíòà øåñòîé ñòåïåíè, íàéäåì åãî.
Ýòî g4 = x4y2 + y4z2 + x2z4. Ïðè ïîìîùè áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó g1, g2, g3 è g4. Â íàøåì ñëó÷àåì îíî åñòü è ðàâíî:
g6

1−3g3g
4
1−16g2

2g
3
1+3g2

3g
2
1−4g4g

3
1+24g1g

2
2g3+72g4

2−g3
3+4g4g3g1+24g4g

2
2+8g2

4 =
0

Çíà÷èò, èíâàðèàíò øåñòîé ñòåïåíè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíâàðèíòû âòî-
ðîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Ñîñòàâèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû
C[g1, g2, g3, g4]:

1

(1− z2)(1− z3)(1− z4)
+

z6

(1− z2)(1− z3)(1− z4)
= 1 + z2 + 2z4 + z5+

4z6 + 2z7 + 5z8 + 4z9 + 7z10 + 10z12 . . .

Àëãåáðà C[g1, g2, g3, g4] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x, y, z]CTh. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
äîêàçàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäî-
ãî n ∈ N êîìïîíåíòû èç C[g1, g2, g3, g4]n è C[x, y, z]CTh

n èìåþò îäèíàêîâóþ
ðàçìåðíîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà
C[g1, g2, g3, g4] ðàâåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x, y, z]CTh, ÷òî
ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x, y, z]CTh = C[x2 + y2 + z2, xyz, x4 + y4 + z4, x4y2 + y4z2 +x2z4].
Ïðèìåð 2. Íàéòè èíâàðèàíòû ãðóïïû ñèììåòðèé òåòðàýäðà.

Âûïèøåì âñå ìàòðèöû ãðóïïû ñèììåòðèé òåòðàýäðà DTh:

1)
( −1 0 0

0 −1 0
0 0 1

)
, 2)

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
, 3)

( −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
, 4)

(
0 1 0
0 0 1
1 0 0

)
, 5)

(
0 0 1
1 0 0
0 1 0

)
, 6)

(
0 0 1
−1 0 0
0 −1 0

)
7)
(

0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

)
, 8)

(
0 1 0
0 0 −1
−1 0 0

)
, 9)

(
0 0 −1
1 0 0
0 −1 0

)
, 10)

(
0 0 −1
−1 0 0
0 1 0

)
, 11)

(
0 −1 0
0 0 1
−1 0 0

)
,

12)
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
, 13)

(
0 1 0
1 0 0
0 0 1

)
, 14)

(
0 −1 0
1 0 0
0 0 −1

)
, 15)

(
0 1 0
−1 0 0
0 0 −1

)
, 16)

( −1 0 0
0 0 1
0 −1 0

)
,

17)
(

0 0 1
0 −1 0
−1 0 0

)
, 18)

(
0 0 1
0 1 0
1 0 0

)
, 19)

(
1 0 0
0 0 −1
0 −1 0

)
, 20)

( −1 0 0
0 0 −1
0 1 0

)
, 21)

(
0 0 −1
0 −1 0
1 0 0

)
,

22)
(

0 0 −1
0 1 0
−1 0 0

)
, 23)

(
1 0 0
0 0 1
0 1 0

)
, 24)

(
0 −1 0
−1 0 0
0 0 1

)
.

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦDTh
(z) àëãåáðû C[x, y, z]DTh èñïîëüçóÿ òåî-

ðåìó Ìîëèíà:

ΦDTh
(z) =

1

24

(
1

−(−1 + z)3
+8

1

1− z3
+3

1

−(1 + z)2(−1 + z)
+4

1

1− z − z2 + z3
+
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+4
1

1 + z + z2 + z3
+2

1

(1 + z)(1 + z2)
++2

1

(−1 + z)(−1 + z2)

)
= 1+z2 +z3+

+2z4 + z5 + 3z6 + 2z7 + 4z8 + 3z9 + 5z10 + 4z11 + 7z12 . . .

Íàéäåì íàèìåíüøèé èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè (òàê êàê åñòü êîýôôèöèåíò
ïåðåä z2), ýòî g1 = x2 + y2 + z2. Ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1]:

1

(1− z2)
= 1 + z2 + z4 + z6 + z8 + . . .

Êàê ìû ìîæåì âèäåòü, íå õâàòàåò èíâàðèàíòà òðåòüåé ñòåïåíè, íàéäåì åãî.
Ýòî g2 = xyz. Èùåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì ñëó÷àå èõ íåò,
çíà÷èò ìîæåì ïîñòðîèòü ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2]:

1

(1− z2)(1− z3)
= 1 + z2 + z3 + z4 + z5 + 2z6 + 2z7 + 2z8 + . . .

Â ýòîò ðàç ó íàñ îòñóòñòâóåò èíâàðèàíò ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Èùåì åãî, ýòî
g3 = x4 + y4 + z4. Èùåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1, g2 è g3, â íàøåì ñëó÷àå èõ
íåò, çíà÷èò ìîæåì ïîñòðîèòü ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2, g3]:

1

(1− z2)(1− z3)(1− z4)
= 1 + z2 + z3 + 2z4 + z5 + 3z6 + 2z7 + 4z8 + . . .

Àëãåáðà C[g1, g2, g3] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x, y, z]DTh. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêà-
çàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N
êîìïîíåíòû èç C[g1, g2, g3]n è C[x, y, z]DTh

n èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà C[g1, g2, g3] ðà-
âåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x, y, z]DTh, ÷òî ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x, y, z]DTh = C[x2 + y2 + z2, xyz, x4 + y4 + z4].

2.4 Àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ãðóïïû ñèììåòðèé êóáà.

Ïðèìåð 1. Íàéòè èíâàðèàíòû ãðóïïû âðàùåíèé êóáà. Ðàññìîòðèì êóá
:
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Âûïèøåì âñå ìàòðèöû ãðóïïû âðàùåíèé êóáà CCube:

1)
(

0 1 0
−1 0 0
0 0 1

)
, 2)

( −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

)
, 3)

(
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

)
, 4)

(
1 0 0
0 0 1
0 −1 0

)
, 5)

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
, 6)

(
1 0 0
0 0 −1
0 1 0

)
7)
(

0 0 1
0 1 0
−1 0 0

)
, 8)

( −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
, 9)

(
0 0 −1
0 1 0
1 0 0

)
, 10)

(
0 1 0
0 0 1
1 0 0

)
, 11)

(
0 0 1
1 0 0
0 1 0

)
, 12)

(
0 0 1
−1 0 0
0 −1 0

)
13)
(

0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

)
, 14)

(
0 1 0
0 0 −1
−1 0 0

)
, 15)

(
0 0 −1
1 0 0
0 −1 0

)
, 16)

(
0 0 −1
−1 0 0
0 1 0

)
, 17)

(
0 −1 0
0 0 1
−1 0 0

)
,

18)
(

0 1 0
1 0 0
0 0 −1

)
, 19)

(
0 −1 0
−1 0 0
0 0 −1

)
, 20)

(
−1 0 0
0 0 1
0 1 0

)
, 21)

( −1 0 0
0 0 −1
0 −1 0

)
, 22)

(
0 0 1
0 −1 0
1 0 0

)
,

23)
(

0 0 −1
0 −1 0
−1 0 0

)
, 24)

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦCCube

(z) àëãåáðû C[x, y, z]CCube èñïîëüçóÿ òåî-
ðåìó Ìîëèíà:

ΦCCube
(z) =

1

24

(
1

−(z − 1)3
+2

1

−(−1 + z)(1 + z2)
+4

1

1− z + z2 − z3
+8

1

1− z3
+

+2
1

−(1 + z)(−1 + z2)
+ 4

1

1 + z − z2 − z3
+ 3

1

−(1 + z)2(−1 + z)

)
=

= 1 + z2 + 2z4 + 3z6 + 4z8 + z9 + 5z10 + z11 . . .

Íàéäåì íàèìåíüøèé èíâàðèàíò âòîðîé ñòåïåíè (òàê êàê åñòü êîýôôèöèåíò
ïåðåä z2), ýòî g1 = x2 + y2 + z2 è íàèìåíüøèé èíâàðèàíò ÷åòâåðòîé ñòåïåíè
(òàê êàê åñòü êîýôôèöèåíò 2 ïåðåä z4), ýòî g2 = x2y2 + x2z2 + y2z2. Ïðè
ïîìîùè áàçèñà Ãðåáíåðà ïðîâåðèì, åñòü ëè ó íàñ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è
g2. Òàê êàê ó íàñ ñîîòíîøåíèé íåò, ìîæåì ïîñòðîèòü ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû
C[g1, g2]:

1

(1− z2)(1− z4)
= 1 + z2 + 2z4 + 2z6 + 3z8 + . . .

Êàê ìû ìîæåì âèäåòü, íå õâàòàåò èíâàðèàíòà øåñòîé ñòåïåíè, íàéäåì åãî.
Ýòî g3 = x2y2z2. Èùåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1, g2 è g3, â íàøåì ñëó÷àå èõ
íåò, çíà÷èò ìîæåì ïîñòðîèòü ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2, g3]:

1

(1− z2)(1− z4)(1− z6)
= 1 + z2 + 2z4 + 3z6 + 4z8 + 5z10 + 7z12 + . . .

Â ýòîò ðàç ó íàñ îòñóòñòâóåò èíâàðèàíò äåâÿòîé ñòåïåíè. Èùåì åãî, ýòî
g4 = (xyz)(x2 − y2)(x2 − z2)(y2 − z2). Ïðè ïîìîùè áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1, g2, g3 è g4. Â íàøåì ñëó÷àå îíî åñòü è ðàâíî:
−g2

2g
2
1g3 + 4g3

1g
2
3 + 4g3

2g3 − 18g2g1g
2
3 + 27g3

3 + g2
4 = 0

Çíà÷èò, èíâàðèàíò äåâÿòîé ñòåïåíè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíâàðèíòû âòî-
ðîé, ÷åòâåðòîé è øåñòîé ñòåïåíè. Ñîñòàâèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû
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C[g1, g2, g3, g4]:

1

(1− z2)(1− z4)(1− z6)
+

z9

(1− z2)(1− z4)(1− z6)
= 1+z2 +2z4 +3z6 +4z8+

+z9 + 5z10 + z11 + 7z12 + 2z13 + 8z14 + 3z15 + 10z16 + . . .

Àëãåáðà C[g1, g2, g3, g4] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x, y, z]CCube. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
äîêàçàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî
n ∈ N êîìïîíåíòû èç C[g1, g2, g3, g4]n è C[x, y, z]CCube

n èìåþò îäèíàêîâóþ
ðàçìåðíîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà
C[g1, g2, g3, g4] ðàâåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâC[x, y, z]CCube, ÷òî
ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x, y, z]CCube = C[x2+y2+z2, x2y2+x2z2+y2z2, x2y2z2, (xyz)(x2−
y2)(x2 − z2)(y2 − z2].
Ïðèìåð 2. Íàéòè èíâàðèàíòû ãðóïïû ñèììåòðèé êóáà.

Âûïèøåì âñå ìàòðèöû ãðóïïû ñèììåòðèé êóáà DCube:

1)
(

0 1 0
−1 0 0
0 0 1

)
, 2)

( −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

)
, 3)

(
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

)
, 4)

(
1 0 0
0 0 1
0 −1 0

)
, 5)

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
, 6)

(
1 0 0
0 0 −1
0 1 0

)
7)
(

0 0 1
0 1 0
−1 0 0

)
, 8)

( −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
, 9)

(
0 0 −1
0 1 0
1 0 0

)
, 10)

(
0 1 0
0 0 1
1 0 0

)
, 11)

(
0 0 1
1 0 0
0 1 0

)
, 12)

(
0 0 1
−1 0 0
0 −1 0

)
13)
(

0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

)
, 14)

(
0 1 0
0 0 −1
−1 0 0

)
, 15)

(
0 0 −1
1 0 0
0 −1 0

)
, 16)

(
0 0 −1
−1 0 0
0 1 0

)
, 17)

(
0 −1 0
0 0 1
−1 0 0

)
,

18)
(

0 1 0
1 0 0
0 0 −1

)
, 19)

(
0 −1 0
−1 0 0
0 0 −1

)
, 20)

(
−1 0 0
0 0 1
0 1 0

)
, 21)

( −1 0 0
0 0 −1
0 −1 0

)
, 22)

(
0 0 1
0 −1 0
1 0 0

)
,

23)
(

0 0 −1
0 −1 0
−1 0 0

)
, 24)

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
, 25)

(
0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

)
, 26)

(
0 1 0
0 0 −1
−1 0 0

)
, 27)

(
0 0 −1
1 0 0
0 −1 0

)
,

28)
(

0 0 −1
−1 0 0
0 1 0

)
, 29)

(
0 −1 0
0 0 1
−1 0 0

)
, 30)

(
0 1 0
1 0 0
0 0 −1

)
, 31)

(
0 −1 0
−1 0 0
0 0 −1

)
, 32)

(
−1 0 0
0 0 1
0 1 0

)
,

33)
( −1 0 0

0 0 −1
0 −1 0

)
, 34)

(
0 0 1
0 −1 0
1 0 0

)
, 35)

(
0 0 −1
0 −1 0
−1 0 0

)
, 36)

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
, 37)

(
−1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
,

38)
(

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

)
, 39)

(
0 −1 0
0 0 1
1 0 0

)
, 40)

(
0 −1 0
0 0 −1
−1 0 0

)
, 41)

(
0 0 1
−1 0 0
0 1 0

)
, 42)

(
0 0 −1
−1 0 0
0 −1 0

)
43)
( −1 0 0

0 −1 0
0 0 −1

)
, 44)

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
, 45)

(
0 1 0
0 0 1
−1 0 0

)
, 46)

(
0 1 0
0 0 −1
1 0 0

)
, 47)

(
0 0 1
1 0 0
0 −1 0

)
,

48)
(

0 0 −1
1 0 0
0 1 0

)
.

Âû÷èñëèì ðÿä Ãèëüáåðòà ΦCCube
(z) àëãåáðû C[x, y, z]DCube èñïîëüçóÿ

òåîðåìó Ìîëèíà:

ΦCCube
(z) =

1

48

(
1

−(z − 1)3
+2

1

−(−1 + z)(1 + z2)
+4

1

1− z + z2 − z3
+8

1

1− z3
+

+2
1

−(1 + z)(−1 + z2)
+ 4

1

1 + z − z2 − z3
+ 3

1

−(1 + z)2(−1 + z)
+ 8

1

1 + z3
+
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+
1

(1 + z)3
+ 3

1

(1 + z)(−1 + z2)
+ 4

1

1− z − z2 + z3
+ 4

1

1 + z + z2 + z3
+

+2
1

(1 + z)(1 + z2)
+ 2

1

(−1 + z)(−1 + z2)

)
= 1 + z2 + 4z4 + 3z6 + 4z8 + z9+

+5z10 + 7z12 + 8z14 . . .

Íàéäåì íàèìåíüøèé èíâàðèàíòû âòîðîé ñòåïåíè (òàê êàê åñòü êîýôôèöè-
åíò ïåðåä z2), ýòî g1 = x2 + y2 + z2. Ïîñòðîèì ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1]:

1

(1− z2)
= 1 + z2 + z4 + z6 + z8 + . . .

Êàê ìû ìîæåì âèäåòü, íå õâàòàåò èíâàðèàíòà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, íàéäåì
åãî. Ýòî g2 = x2y2 +x2z2 +y2z2. Èùåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1 è g2, â íàøåì
ñëó÷àå èõ íåò, çíà÷èò ìîæåì ïîñòðîèòü ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû C[g1, g2]:

1

(1− z2)(1− z4)
= 1 + z2 + 2z4 + 2z6 + 3z8 + . . .

Â ýòîò ðàç ó íàñ îòñóòñòâóåò èíâàðèàíò øåñòîé ñòåïåíè. Èùåì åãî, ýòî g3 =
= x2y2z2. Ïðè ïîìîùè áàçèñà Ãðåáíåðà íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó g1, g2 è
g3. Â íàøåì ñëó÷àå èõ íåò, çíà÷èò ìîæåì ïîñòðîèòü ðÿä Ãèëüáåðòà àëãåáðû
C[g1, g2, g3]:

1

(1− z2)(1− z4)(1− z6)
= 1 + z2 + 2z4 + 3z6 + 4z8 + 5z10 + 7z12 + 8z14 . . .

Àëãåáðà C[g1, g2, g3] ïîäàëãåáðà àëãåáðû C[x, y, z]DCube. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äî-
êàçàòü, ÷òî ýòè 2 àëãåáðû ðàâíû, íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî äëÿ êàæäî-
ãî n ∈ N êîìïîíåíòû èç C[g1, g2, g3]n è C[x, y, z]DCube

n èìåþò îäèíàêîâóþ
ðàçìåðíîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà
C[g1, g2, g3] ðàâåí ðÿäó Ãèëüáåðòà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ C[x, y, z]DCube, ÷òî
ìû è ïîêàçàëè.

Îòâåò: C[x, y, z]DCube = C[x2 + y2 + z2, x2y2 + x2z2 + y2z2, x2y2z2].
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2.5 Âûâîäû.

Âûâîä äëÿ ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Åñëè G - ãðóïïà ñèììåòðèé
ïðàâèëüíîãî n - óãîëüíèêà, òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ äëÿ ýòîé ãðóïïû èìååò
âèä:

C[x1, x2]
G = C[g1, g2]

Ïðè ýòîì degg1 = 2 è degg2 = n.
Åñëè G - ãðóïïà âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî n - óãîëüíèêà, òî àëãåáðà èíâà-

ðèàíòîâ äëÿ ýòîé ãðóïïû èìååò âèä:

C[x1, x2]
G = C[g1, g2, g3]

Ïðè ýòîì C[g1, g2] ⊂ C[g1, g2, g3] öåëîå ðàñøèðåíèå, â êîòîðîì ñîîòíîøåíèå
äëÿ g3 èìååò âèä: g

2
3 + f(g1, g2) = 0, ãäå f ∈ C[x, y].

Âûâîä äëÿ ãðóïïû ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà. Åñëè G -
ãðóïïà ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà, òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ äëÿ
ýòîé ãðóïïû èìååò âèä:

C[x, y, z]G = C[g1, g2, g3]

Åñëè G - ãðóïïà âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà, òî àëãåáðà èí-
âàðèàíòîâ äëÿ ýòîé ãðóïïû èìååò âèä:

C[x, y, z]G = C[g1, g2, g3, g4]

Ïðè ýòîì C[g1, g2, g3] ⊂ C[g1, g2, g3, g4] öåëîå ðàñøèðåíèå, â êîòîðîì ñîîò-
íîøåíèå äëÿ g4 èìååò âèä: g

2
4 = g4f(g1, g2) + f ′(g1, g2), ãäå f, f

′ ∈ C[x, y, z].
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