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�à¨¢¥¤¥­­ë¥ ­¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ®¡®¡é îâ à¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥­­ë¥ ¢ [1] ¨ [2] ¤«ï �-
à áâï­ãâëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢.

� ¯®¬­¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨§ [3], £¤¥ (ª ª ¨ ¢ ¤ ­­®© áâ âì¥) ¢á¥
â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¯à¥¤¯®« £ îâáï T1-¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨.

�á«¨ < | «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ X, â® (¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î) X<x (X�x) =
fy 2 X : y < x (y � x)g. �á«¨ < | «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ­  â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥
X, P | ª« áá â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢ ¨ ¤«ï «î¡®£® x 2 X ¨¬¥¥¬ [X<x] n X<x 2 P , â®
«¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ < ­ §ë¢ ¥âáï á« ¡® P -á®£« á®¢ ­­ë¬ á â®¯®«®£¨¥© ¯à®áâà ­áâ¢  X
¨«¨ á« ¡® P -á®£« á®¢ ­­ë¬ ­  X. �á«¨, ªà®¬¥ â®£®, ¤«ï «î¡®£® x 2 X ¯à¨ [X<x] n X<x 6= ?

¨¬¥¥¬ x 2 [X<x] n X<x, â® «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ < ­ §®¢¥¬ P -á®£« á®¢ ­­ë¬ á â®¯®«®£¨¥©
¯à®áâà ­áâ¢  X (P -á®£« á®¢ ­­ë¬ ­  X).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ãáâì P | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ª« áá â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢. �®¯®«®£¨ç¥-
áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® X ­ §®¢¥¬ (á« ¡®) P -à áâï­ãâë¬ (P -«¥¢ë¬), ¥á«¨ ­  X áãé¥áâ¢ã¥â (á« ¡®)
P -á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ (¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥); ¥á«¨ ­  X áãé¥áâ¢ã¥â (á« ¡®)
P -á®£« á®¢ ­­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥, ®¡à â­®¥ ª ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨î, â® ¯à®áâà ­áâ¢® X ­ §®¢¥¬
(á« ¡®) P -¯à ¢ë¬.

�á«¨ ª« áá P á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢, ¢ª«îç îé¨å ­¥ ¡®«¥¥ k â®ç¥ª,
£¤¥ k | «î¡®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®, â® ®á­®¢­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ áâ ­®¢¨âáï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ (á« ¡®) k-
à áâï­ãâëå, (á« ¡®) k-«¥¢ëå ¨ (á« ¡®) k-¯à ¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢; ¥á«¨ ¯à¨ íâ®¬ k = 1, â® ¯®«ãç ¥¬
®¯à¥¤¥«¥­¨¥ (á« ¡®) �-à áâï­ãâëå, (á« ¡®) �-«¥¢ëå, (á« ¡®) �-¯à ¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢. � ª®­¥æ,
¥á«¨ ª« áá P á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å ¯ãáâëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢, â® ®á­®¢­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥
áâ ­®¢¨âáï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ à áâï­ãâëå, «¥¢ëå, ¯à ¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢.

�ãáâì ¤ «¥¥ < | «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ­  â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ X ¨ A � X.
�®¢®àïâ, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® A ¢ë¯ãª«®, ¥á«¨ ¨§ x 2 A, y 2 A ¨ x � z � y á«¥¤ã¥â, çâ® z 2 A.

�¥®à¥¬  1. �á«¨ ­  â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ X áãé¥áâ¢ã¥â k-á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©-
­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ <, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ã á « ® ¢ ¨î Z :

¤«ï 8x 2 X ¬­®¦¥áâ¢® [X<x] nX<x ¢ë¯ãª«®;

â® «î¡®¥ ¡¨ª®¬¯ ªâ­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâà ­áâ¢  X ¨¬¥¥â ¬¨­¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â ®â­®-

á¨â¥«ì­® ã¯®àï¤®ç¥­¨ï <.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï «î¡®£® x 2 A ¯®«®¦¨¬ Ax = A \ [X<x]. � ª ª ª «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®-
ç¥­¨¥ < k-á®£« á®¢ ­® ­  X, â® x 2 Ax ¤«ï «î¡®£® x 2 A ¨ á¥¬¥©áâ¢® fAx : x 2 Ag ï¢«ï¥âáï
æ¥­âà¨à®¢ ­­®© á¨áâ¥¬®© § ¬ª­ãâëå ¬­®¦¥áâ¢ ¢ ¡¨ª®¬¯ ªâ¥ A ¨ ¯®â®¬ã ¨¬¥¥â ­¥¯ãáâ®¥ ¯¥-
à¥á¥ç¥­¨¥ B = \fAx : x 2 Ag. �®ª ¦¥¬, çâ® jBj � k. �à¥¤¯®«®¦¨¬ (®â ¯à®â¨¢­®£®), çâ®
jBj > k, ¨ § ä¨ªá¨àã¥¬ k + 1 â®ç¥ª x1; : : : ; xk; xk+1 2 B, x0 = minfxi : i = 1; : : : ; k; k + 1g. �®£¤ 
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xi 2 [X<x0 ] nX<x0 ¤«ï «î¡®£® i = 1; : : : ; k; k + 1, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, j[X<x0 ] nX<x0 j > k, çâ® ¯à®â¨¢®-
à¥ç¨â k-á®£« á®¢ ­­®áâ¨ ã¯®àï¤®ç¥­¨ï < ­  X. �­ ç¨â, jBj � k ¨ ¢® ¬­®¦¥áâ¢¥ B áãé¥áâ¢ã¥â
¬¨­¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â x0.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ A ­¥â ¬¨­¨¬ «ì­®£® í«¥¬¥­â  ¨ ¢ë¡¥à¥¬ xk < � � � < x1 < x0 2 A. � ª
ª ª < | k-á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ­  X, â® xk 2 [X<xk ] n X<xk ,   ¨§ x0 2 B
á«¥¤ã¥â, çâ® x0 2 [X<xk ] nX<xk , ¯®íâ®¬ã ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï Z ¯®«ãç ¥¬, çâ® xR 2 [X<xk ] nX<xk ¤«ï
«î¡®£® R = 0; 1; : : : ; k. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â â¥®à¥¬ã.

�à¨¬¥à 1. �ãáâì X = f1=n : n 2 Ng[f0g � R. �®¯®«®£¨ï ­  X ¨­¤ãæ¨à®¢ ­  ¥áâ¥áâ¢¥­­®©
â®¯®«®£¨¥© ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ¯àï¬®© R. �«ï «î¡®£® x 2 X, x 6= 0, ¯®«®¦¨¬ x < 0,   ¤«ï ®áâ «ì­ëå
¯ à x; y 2 X, x 6= 0, y 6= 0, ¯®àï¤®ª < á®¢¯ ¤ ¥â á ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ¯®àï¤ª®¬ ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ¯àï¬®©.
�®£¤  j[X<x] n X<xj = 1 ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x 2 X, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ Z ¨ < |
á« ¡® �-á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ­  X (­® ­¥ �-á®£« á®¢ ­­®¥). � ¡¨ª®¬¯ ªâ¥ X
­¥â ¬¨­¨¬ «ì­®£® í«¥¬¥­â  ®â­®á¨â¥«ì­® ã¯®àï¤®ç¥­¨ï <.

�à¨¬¥à 2. �ãáâì X = [0; 1] � R. �®¯®«®£¨ï ­  X ¨­¤ãæ¨à®¢ ­  ¥áâ¥áâ¢¥­­®© â®¯®«®£¨¥©
¢¥é¥áâ¢¥­­®© ¯àï¬®© R. �«ï «î¡®£® x 2 X, x 6= 0, ¯®«®¦¨¬ x < 0,   ¤«ï ®áâ «ì­ëå ¯ à
x; y 2 X, x 6= 0, y 6= 0, «¨­¥©­ë© ¯®àï¤®ª < á®¢¯ ¤ ¥â á ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ¯®àï¤ª®¬ ¢¥é¥áâ¢¥­­®©
¯àï¬®©. �®£¤  j[X<x] nX<xj � 2 ¨ x 2 [X<x] nX<x ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x 2 X, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, < |
2-á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ­ X. �ç¥¢¨¤­®, ãá«®¢¨¥ Z ­¥ ¢ë¯®«­¥­®. � ¡¨ª®¬¯ ªâ¥
X ­¥â ¬¨­¨¬ «ì­®£® í«¥¬¥­â  ®â­®á¨â¥«ì­® ã¯®àï¤®ç¥­¨ï <.

�à¨¬¥à 3. �ãáâì X | ¬­®¦¥áâ¢® à æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥« á ¥áâ¥áâ¢¥­­®© â®¯®«®£¨¥© ¨ < |
®¡à â­ë© ¯®àï¤®ª ª ¬¨­¨¬ «ì­®¬ã ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨î ­  X. � ª ª ª ¬­®¦¥áâ¢® X áç¥â­®,
â® ¤«ï «î¡®£® x 2 X ¬­®¦¥áâ¢® [X<x] n X<x ª®­¥ç­® ¨ [X<x] = X, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ë¯®«­¥­®
ãá«®¢¨¥ Z ¨ < ï¢«ï¥âáï P -á®£« á®¢ ­­ë¬ «¨­¥©­ë¬ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥¬ ­  X, £¤¥ P | ª« áá ¢á¥å
ª®­¥ç­ëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢. �ç¥¢¨¤­®, ã¯®àï¤®ç¥­¨¥< ­¥ ï¢«ï¥âáï k-á®£« á®¢ ­­ë¬
­  X ­¨ ¤«ï ª ª®£® ­ âãà «ì­®£® k. �á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  A ¢ X à áá¬®âà¥âì ¡¨-
ª®¬¯ ªâ ¨§ ¯à¨¬¥à  1, â® ¢ A ­¥â ¬¨­¨¬ «ì­®£® í«¥¬¥­â  ®â­®á¨â¥«ì­® ã¯®àï¤®ç¥­¨ï <.

�à¨¬¥àë 1{3 ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¢á¥ ¯®áë«ª¨ â¥®à¥¬ë 1 ï¢«ïîâáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬¨.

�¥®à¥¬  2. �«ï «î¡®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à ¢­®-

á¨«ì­ë:

1. ¯à®áâà ­áâ¢® X á« ¡® k-à áâï­ãâ®;
2. ¯à®áâà ­áâ¢® X k-à áâï­ãâ®;
3. ¯à®áâà ­áâ¢® X k-à áâï­ãâ® ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î Z.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ç¥¢¨¤­®, 3) ) 2), 2) ) 1). �®ª ¦¥¬, çâ® 1) ) 3). �ãáâì < | á« ¡®
k-á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ­  X.

1�. �®«®¦¨¬ X 0 = fx 2 X : j[X<x] nX<xj � kg. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ áç¨â ¥¬ X 6= ? (¢
¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¯®« £ ¥¬ k = maxfj[X<x] nX<xj : x 2 Xg).

� áá¬®âà¨¬ à §¡¨¥­¨¥ F ¬­®¦¥áâ¢  X 0 ­  ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ , ¯®« £ ï, çâ®
â®çª¨ x; y 2 X 0 ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®¤­®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã A 2 F , ¥á«¨ minf[X<x] nX<xg =
minf[X<y] n X<yg (min ¡¥à¥âáï ®â­®á¨â¥«ì­® ã¯®àï¤®ç¥­¨ï <). �ãáâì xA = f[X<x] n X<xg ¤«ï
­¥ª®â®à®£® x 2 A 2 F , â®£¤  xA 2 A ¤«ï «î¡®£® A 2 F . �ç¥¢¨¤­®, çâ® ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â
á¥¬¥©áâ¢  F ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  X. �¯à¥¤¥«¨¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ X
­®¢ë© «¨­¥©­ë© ¯®àï¤®ª� á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¤«ï «î¡®£® A 2 F , ¤«ï «î¡®£® x 2 A, x 6= xA,
¯®« £ ¥¬ xA � x; ¤«ï ¢á¥å ®áâ «ì­ëå ¯ à â®ç¥ª x; y 2 X ¯®àï¤®ª � á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®àï¤ª®¬ <.
�®£¤  ¤«ï «î¡®£® x 2 X nX 0 ¨¬¥¥¬ X�x = X<x ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, j[X�x]nX�xj < k. �à®¬¥ â®£®,
¥á«¨ x 2 A 2 F , x 6= xA, â® j[X�x] nX�xj < j[X<x] nX<xj = k.
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� ª®­¥æ, ¥á«¨ x = xA ¤«ï ­¥ª®â®à®£® A 2 F , â® «¨¡® x =2 [X�x] ¨, §­ ç¨â, j[X�x] nX�xj < k,
«¨¡® x 2 [X�x] ¨ â®«ìª® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì j[X�x] nX�xj � k. �¥à¥®¡®§­ ç¨¬ «¨­¥©­®¥
ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ � ç¥à¥§ <. �®£¤  ­  á«¥¤ãîé¥¬ è £¥ ¨¬¥¥¬ á« ¡® k-á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©­®¥
ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ < ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ X â ª®¥, çâ®, ¥á«¨ j[X<x] nX<xj � k � 1 ¤«ï ­¥ª®â®à®© â®çª¨
x 2 X, â® [X<x] nX<x = B [ C, £¤¥ B | ¢ë¯ãª«®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® < ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ X, jBj � 1,
x 2 B ¯à¨ B 6= ?, jCj = k � 1.

2�. X 0 = fx 2 X : j[X<x] n X<xj � k � 1g. � ª ¨ ¢ëè¥, à áá¬®âà¨¬ à §¡¨¥­¨¥ F ¬­®¦¥áâ¢ 
X 0 ­  ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ , ¯®« £ ï, çâ® â®çª¨ x; y 2 X 0 ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®¤­®¬ã ¨
â®¬ã ¦¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã A 2 F , ¥á«¨ minfC1g = minfC2g ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ïå [X<x] nX<x = B1[C1,
[X<y] nX<y = B2 [ C2.

�ãáâì xA = minfCg ¨ [X<x] n X<x = B [ C ¤«ï ­¥ª®â®à®£® x 2 A 2 F . �®£¤  xA 2 A ¤«ï
«î¡®£® A 2 F . � ¦¤ë© í«¥¬¥­â á¥¬¥©áâ¢  F ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  X.
�¯à¥¤¥«¨¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥X ­®¢ë© «¨­¥©­ë© ¯®àï¤®ª� á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¤«ï «î¡®£® A 2 F ,
¤«ï «î¡®£® x 2 A, x 6= xA, ¯®« £ ¥¬ xA � x; ¤«ï ¢á¥å ®áâ «ì­ëå ¯ à â®ç¥ª x; y 2 X ¯®àï¤®ª
� á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®àï¤ª®¬ <. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® x 2 X n X 0 ¨¬¥¥¬ X�x = X<x ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
j[X�x] n X�xj < k � 1. �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ x 2 A 2 F , x 6= xA, â® j[X�x] n X�xj < j[X<x] n X<xj ¨
[X�x] n X�x = B [ C, £¤¥ B | ¢ë¯ãª«®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® � ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ X, jBj � 1, x 2 B
¯à¨ B 6= ?, jCj = k � 2. � ª®­¥æ, ¥á«¨ x = xA ¤«ï ­¥ª®â®à®£® A 2 F , â® «¨¡® x =2 [X�x] ¨,
§­ ç¨â, [X�x] nX�x = B [ C, £¤¥ B = ? (á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ë¯ãª«®), jCj � k � 2, «¨¡® x 2 [X�x]
¨ [X�x] nX�x = B [C, £¤¥ jBj � 2, B | ¢ë¯ãª«®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® � ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ X, jBj � 2,
jCj � k � 2.

�â ª, ¯®«ãç¥­® á« ¡® k-á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ � ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ X, ¤«ï
ª®â®à®£® ¯à¨ ãá«®¢¨¨ j[X�x] nX�xj � k � 2 (¤«ï ­¥ª®â®à®© â®çª¨ x 2 X) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¯à¥¤áâ -
¢«¥­¨¥ [X�x] n X�x = B [ C, £¤¥ B | ¢ë¯ãª«®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® � ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ X, jBj � 2,
x 2 B ¯à¨ B 6= ?, jCj = k � 2.

�à®¤®«¦ ï ®¯¨á ­­ãî ¯à®æ¥¤ãàã, ­  ¯®á«¥¤­¥¬ k-¬ è £¥ ¯®«ãç¨¬ á« ¡® k-á®£« á®¢ ­­®¥
«¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ � ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ X â ª®¥, çâ® ¥á«¨ j[X�x] nX�xj � 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®©
â®çª¨ x 2 X, â® [X�x] n X�x = B [ C, £¤¥ B | ¢ë¯ãª«®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® � ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ X,
jBj � k, x 2 B ¯à¨ B 6= ?, jCj = 0.

� ª ª ª ¢áïª®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® á« ¡® k-à áâï­ãâ®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  k-
à áâï­ãâ®, â® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 2 á¯à ¢¥¤«¨¢®

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �î¡®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® k-à áâï­ãâ®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  k-à á-
âï­ãâ®.

�¥®à¥¬  3. �á«¨ f : X ! Y | § ¬ª­ãâ®¥ ¡¨ª®¬¯ ªâ­®¥ (­¥®¡ï§ â¥«ì­® ­¥¯à¥àë¢­®¥)
®â®¡à ¦¥­¨¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X ­  â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Y ¨ ¯à®-

áâà ­áâ¢® X ï¢«ï¥âáï k-à áâï­ãâë¬, â® k-à áâï­ãâ® ¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Y .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì < ¥áâì k-á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥
X á ãá«®¢¨¥¬ Z. �«ï «î¡®£® y 2 Y ¯®«®¦¨¬ xy = min f�1(y) (â ª®© ¬¨­¨¬ã¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®
â¥®à¥¬¥ 1 ¢ á¨«ã ¡¨ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï f). �¯à¥¤¥«¨¬ «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ � ­ 
¯à®áâà ­áâ¢¥ Y á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: y0 � y00 ¤«ï y0 6= y00 2 Y , ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ xy0 < xy00 . �
á¨«ã â¥®à¥¬ë 2 ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ � á« ¡® k-á®£« á®¢ ­® ­  Y .

�ãáâì y� 2 Y ¨ x� = xy� , â®£¤  f(X<x�) = Y�y�. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ y � y�, â® xy < x�,
á«¥¤®¢ â¥«ì­®, xy 2 X<x� ¨ y = f(xy) 2 f(X<x�). �­ ç¨â, Y�y� � f(X<x�). �á«¨ x < x�, â®
xf(x) � x < x� = xy� ¨, §­ ç¨â, f(x) � y�, â.¥. f(x) 2 Y � y�, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, f(X<x�) � Y�y�.
�â ª, f(X<x�) = Y�y�. �®£¤  ¢ á¨«ã § ¬ª­ãâ®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï f ¨¬¥¥¬ [Y�y]nY�y� � f([X<x�])n
Y�y� = f([X<x�]) n f(X<x�) � f([X<x� ]) nX<x� ¨, §­ ç¨â, j[Y�y� ] n Y�y�j � j[X<x� ] nX<x�j � k, çâ®
¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

�­ «®£¨ç­® ®¡®á­®¢ ­¨î â¥®à¥¬ë 3 ¤®ª §ë¢ ¥âáï
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�¥®à¥¬  4. �á«¨ f : X ! Y | ®âªàëâ®¥ ¡¨ª®¬¯ ªâ­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­  â®¯®«®£¨ç¥áª®¥

¯à®áâà ­áâ¢® Y ¨ ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ X áãé¥áâ¢ã¥â á« ¡® k-á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©­®¥ ã¯®àï¤®ç¥-
­¨¥ â ª®¥, çâ® ®¡à â­ë© ¯®àï¤®ª l-á®£« á®¢ ­ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î Z, â® ¯à®áâà ­áâ¢®
Y ï¢«ï¥âáï k-à áâï­ãâë¬.

�¥®à¥¬  5. �á«¨ X { ­¥ ¯ãáâ®© k-à áâï­ãâë© ¡¨ª®¬¯ ªâ áç¥â­®© â¥á­®âë, â® ¢ X
áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  áç¥â­®£® å à ªâ¥à .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x(x;X) � @ ¤«ï «î¡®£® x 2 X ¨ < | k-á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©­®¥
ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ­  X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î Z, F | á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ­¥¯ãáâëå ¡¨ª®¬¯ ªâ®¢
áç¥â­®£® å à ªâ¥à  ¢ X. �¯à¥¤¥«¨¬ F� 2 F ¨ x� 2 X ¤«ï «î¡®£® � < @ ¯® ¯à ¢¨«ã: F0 = X
¨ x0 = minX. �ãáâì � < @1 ¨ F� 2 F , x� 2 X ®¯à¥¤¥«¥­ë ¤«ï ¢á¥å � < � á ãá«®¢¨ï¬¨:
a) ¥á«¨ a0 < �00 < �, â® F�00 � F�0 n [fx� : � � �0g]; ¡) x� = minF� ¤«ï «î¡®£® � < �. �®£¤ 
�� = \fF� : � < �g 2 F . �«ï y� = min�� ¨¬¥¥¬ x� � y� «î¡®£® � < �, ¯®íâ®¬ã [fx� : � < �g] �
[fx 2 X : x < y�g]. �­ ç¨â, j[fx� : � < �g] � �Bj � K. � ª ª ª @(x;X) � @1 ¤«ï «î¡®£® x 2 X,
â® j��j < K. �®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â F� 2 F â ª®¥, çâ® F� � �� n [fx� : � < �g] ¨ x� = minF�.
�®£¤  fx� : � < @1g| á¢®¡®¤­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢ X ¤«¨­ë @1. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¤«ï «î¡®£®
� < @1 ¨¬¥¥¬ [fx� : � < �g] \ F� = ? ¨ [fx� : � � �g] � [F� ]. �® ¢ X ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì á¢®¡®¤­®©
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¤«¨­ë @1, çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â â¥®à¥¬ã.

�¥®à¥¬  6. �á«¨ X ¥áâì k-à áâï­ãâ®¥, áç¥â­® ª®¬¯ ªâ­®¥, à¥£ã«ïà­®¥ T1-¯à®áâà ­áâ¢®,
â® áãé¥áâ¢ãîâ â ª ï â®çª  x 2 X ¨ â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì � = fUn : n 2 N+g ­¥¯ãáâëå
®âªàëâëå ¢ X ¬­®¦¥áâ¢, çâ® � áå®¤¨âáï ª x.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 6 áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¤¢¥ «¥¬¬ë. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ P
á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ­¥¯ãáâëå ®âªàëâëå ¢ X ¬­®¦¥áâ¢ ¨ ¯ãáâì < | k-á®£« á®¢ ­­®¥ «¨­¥©­®¥ ã¯®-
àï¤®ç¥­¨¥ ­  X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î Z.

�¥¬¬  1. �á«¨ U 2 P ¨ jU j > 1, â® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ V 2 P ¨ x 2 U , çâ® V � U ¨ y < x
¤«ï «î¡®£® y 2 V .

�®ª § â¥«ìáâ¢® (®â ¯à®â¨¢­®£®). �ãáâì áãé¥áâ¢ã¥â U 2 P , jU j > 1, ¤«ï ª®â®à®£® ­¥ ¢ë¯®«-
­¥­® § ª«îç¥­¨¥ «¥¬¬ë 1, â®£¤  ¢ U ­¥â ­ ¨¡®«ìè¥£® í«¥¬¥­â , ¨­ ç¥ V = U nfmaxUg ¨áª®¬®¥.
�®«®¦¨¬ P � = fV 2 P : V � Ug. �§ á¤¥« ­­®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® x 2 U ¨
ª ¦¤®£® V 2 P � ¯®«ãç¨¬ V n [X<x] = ?. �¯à¥¤¥«¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ �i = fV i

j : j 2 N+g � P �

¨ �i = fxij : j 2 N+g � U , £¤¥ i 2 f1; 2; : : : ; k; k + 1g.
�ë¡¥à¥¬ V i

1 2 P � â ª, çâ®¡ë ¡ë«®: a) V i
1 \ V j

1 = ? ¯à¨ i; j 2 f1; 2; : : : ; k; k + 1g, i 6= j ¨
¡) V i

1 � U , i 2 f1; 2; : : : ; k; k + 1g.
�¨ªá¨àã¥¬ «î¡ë¥ xi1 2 V i

1 ¤«ï ª ¦¤®£® i 2 f1; 2; : : : ; k; k+1g. �ãáâì l 2 N+ ¨ V i
l 2 U , xil 2 U ,

£¤¥ i 2 f1; 2; : : : ; k; k+1g, ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­ë.�­®¦¥áâ¢® U i
l+1 = V i

1 n[X < maxfx�1l x�2l ; : : : ; x�kl ; xk+1l g]
­¥ ¯ãáâ® ¨ ®âªàëâ® ¢ X. �ë¡¥à¥¬ V i

l+1 2 P ¨ xil+1 2 X â ª, çâ® [V �i
l+1] � U i

l+1 ¨ x
i
l+1 2 V i

l+1. �®£¤ 
V i
l+1 2 P � ¨ xil+1 2 U ¤«ï «î¡®£® i 2 f1; 2; : : : ; k; k + 1g. �®áâà®¥­­ë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ �i ¨
�i ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢ ¬¨: ¢) [V i

l+1] � V ¯à¨ j 2 N+; £) xi
0

j0 < y ¤«ï «î¡®£® y 2 Vij ¯à¨ j0 < j ¨
i0; i 2 f1; 2; : : : ; k; k+1g. � á¨«ã áç¥â­®© ª®¬¯ ªâ­®áâ¨X ¨§ ¢) á«¥¤ã¥â, çâ® �i áå®¤¨âáï ª Fi = \�i.
� ª ª ª xij 2 V i

j , â® [�
i]\Fi 6= ?. �¨ªá¨àã¥¬ yi 2 Fi\[�i]. �® £) xij < yi ¯à¨ i0; i 2 f1; 2; : : : ; k; k+1g,

j0 2 N+, ­® yi 6= yj ¯à¨ i; j 2 f1; 2; : : : ; k; k + 1g, i 6= j, â.ª. yi 2 V i
1 ¨ V i

1 \ V j
1 = ? ¯à¨

i; j 2 f1; 2; : : : ; k; k + 1g, i 6= j. �®íâ®¬ã á®®â­®è¥­¨¥ [�1 [ �2 [ �k; [�k+1] � fy1; y2; : : : ; yk; yk+1g
¯à®â¨¢®à¥ç¨â k-á®£« á®¢ ­­®áâ¨ ã¯®àï¤®ç¥­¨ï < ­  X.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ x | ¨§®«¨à®¢ ­­ ï â®çª  ¢ X, â® ¬­®¦¥áâ¢® X<x § ¬ª­ãâ®.

�¥¬¬  2. �á«¨ U 2 P ¨ jU j > 1, â® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ U 0 2 P ¨ U 00 2 P , çâ® U 0 [U 00 � U
¨ x0 < x00 ¤«ï «î¡ëå x0 2 U 0, x00 2 U 00.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨¬¥­ïï «¥¬¬ã 1 ª U , ¯®«ãç¨¬ V1 2 P , V1 � U ¨ x1 2 U â ª¨¥, çâ®
y < x1 ¤«ï «î¡®£® y 2 V1. �á«¨ jV1j = 1, â® U 0 = V1 ¨ U 00 = U nX<=y, £¤¥ fyg = V1, ¨áª®¬ë¥.

�ãáâì jV1j > 1. �  á«¥¤ãîé¥¬ è £¥ ¯à¨¬¥­¨¬ «¥¬¬ã 1 ª V1. �®«ãç¨¬ V2 2 P ¨ x2 2 V1 â ª¨¥,
çâ® y < x2 ¤«ï «î¡®£® y 2 V2. �à¨¬¥­ïï ®¯¨á ­­ãî ¯à®æ¥¤ãàã k+1 à §, ¯®«ãç¨¬ Vk+1 2 P ¨
xk+1 2 Vk â ª¨¥, çâ® y < xk+1 ¤«ï «î¡®£® y 2 Vk+1. �à¨ U = Vk+1 ¨¬¥¥¬ xk+1 < xk < � � � < x2 < x1.
�®íâ®¬ã U 00 = U n [Xxk+1 ] = ?. �­®¦¥áâ¢  U 0, U 00 ¨áª®¬ë¥.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 6. �á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â U 2 P , ¤«ï ª®â®à®£® jU j = 1, â® § ª«îç¥­¨¥
â¥®à¥¬ë ®ç¥¢¨¤­®. �ãáâì jU j > 1 ¤«ï «î¡®£® U 2 P . � ª ª ª X à¥£ã«ïà­®, â® «¥¬¬ë 1 ¨ 2
¯®§¢®«ïîâ ¯®áâà®¨âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ � = fUi : i 2 N+g ¨ � = fVi : i 2 N+g ¢ P â ª¨¥, çâ®
¯à¨ ¢á¥å i 2 N+: 1) ¥á«¨ x 2 Ui ¨ y 2 Vi, â® x < y; 2) Ui+1[ [Vi+1] � Vi. �®«®¦¨¬ F = \� ¨ G = [�.
�§ 2) ¨ áç¥â­®© ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ X á«¥¤ã¥â, çâ® � áå®¤¨âáï ª F . �® Ui+1 � Vi, §­ ç¨â, ¨ � áå®¤¨âáï
ª F . �® 1) x < y ¯à¨ x 2 G ¨ y 2 F , W = [fX n [X<x] : x 2 Fg ®âªàëâ® ¢ X ¨W \G = ?. � ª ª ª
� áå®¤¨âáï ª F , â® F 6�W . �­ ç¨â, áãé¥áâ¢ã¥â x� = minF . �ãáâì A = [G]\F , â®£¤  1 � jAj � K.
�ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã x0 2 A. � «¥¥ ¯®áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ �0 = fU 0

i : i 2 N+g ¨
�0 = fV 0

i : i 2 N+g ¢ P , V 0
i = V1 n (A n fx0g) ¨ U 0

1 = U1.
�ãáâì ¯à¨ ¢á¥å i < 1 ¢ë¡à ­ë ¬­®¦¥áâ¢  V 0

i ; U
0
i 2 P , ª®â®àë¥ ªà®¬¥ 1), 2) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ

ãá«®¢¨î 3) x0 2 V 0
i . � á¨«ã à¥£ã«ïà­®áâ¨ ¯à®áâà ­áâ¢  X áãé¥áâ¢ã¥â V 2 P â ª®¥, çâ® x0 2 V �

[V ] � V 0
l�1. � ª ª ª x =2 [Ui] ¤«ï «î¡®£® i 2 N+, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ n 2 N+, çâ® Un \ V 6= ? ¨

¬®¦­® áç¨â âì, çâ® n � 1.
�­®¦¥áâ¢  U 0

l = Un \ V , V 0
l = Vn \ V 2 P ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ 1), 2), 3). �â ª, ¯®á«¥¤®-

¢ â¥«ì­®áâ¨ �0 ¨ �0 ¯®áâà®¥­ë. �®«®¦¨¬ F 0 = \�0 ¨ G0 = [�0. � ª ¨ ¢ëè¥, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨
�0 ¨ �0 áå®¤ïâáï ª F . W 0 � F 0 n fx0g ®âªàëâ® ¢ X ¨ W 0 \ G0 6= ?. �ãé¥áâ¢ã¥â minF 0 ¨ ¯®
ãá«®¢¨î 3) minF 0 = x0. � á¨«ã ¢ë¡®à  ¬­®¦¥áâ¢  V 0

i ¨¬¥¥¬ W 0 � F 0 n fx0g. �ãáâì Ox0 2 x0,
Ox0 2 P . �®£¤  Ox0 [W

0 � F 0 ¨ ¯®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ i0 2 N+, çâ® Vi0 � Ox0 [W
0. �­ ç¨â,

¯® 2) ¨ U 0
i � Ox0 [W

0 ¯à¨ ¢á¥å i > i0. �® U 0
i \W

0
i = ?, §­ ç¨â, U

0
i � Ox0 ¤«ï «î¡®£® i > i0, â.¥.

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì �0 áå®¤¨âáï ª x0, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.
� à ¡®â¥ [2] ¢¢¥¤¥­® ®¡®§­ ç¥­¨¥ �(x;X) � @0, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ áç¥â­®¥ æ¥­âà¨à®¢ ­­®¥

á¥¬¥©áâ¢® � ®âªàëâëå ¢ X ¬­®¦¥áâ¢, çâ® x 2 \f[U ] :2 �g ¨ ¤«ï «î¡®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ Ox â®çª¨ x
¢ X áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ V 2 �, çâ® V � Ox. �§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 6 ¯®«ãç ¥âáï

�¥®à¥¬  7. �á«¨ X ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã =(k), á®áâ®ïé¥¬ã ¨§ k-à áâï­ãâëå, áç¥â­® ª®¬-
¯ ªâ­ëå, à¥£ã«ïà­ëå T1-¯à®áâà ­áâ¢, â® [fx 2 X : �(x;X) � @0g] = X.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨ X 2 =(k), â® áãé¥áâ¢ãîâ â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì S = fFn : n 2 N+g
­¥¯ãáâëå § ¬ª­ãâëå ¢ X ¬­®¦¥áâ¢ Fn ¨ â ª ï â®çª  x 2 X, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì S áå®¤¨âáï
ª â®çª¥ x ¨ @(Fn;X) � @ ¤«ï «î¡®£® n 2 N+.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �á«¨ X 2 =(k) ¨ jXj � @, â® ¢ X ¨¬¥¥âáï ­¥âà¨¢¨ «ì­ ï áå®¤ïé ïáï ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâì.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ X ­¥ à §à¥¦¥­®, â® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á¢®¤¨âáï ª á«ãç î, ª®£¤  ¢ X
­¥â ¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª,   â®£¤  § ª«îç¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 6. �á«¨ ¦¥ X à §à¥¦¥­®, â®
á¬. ¯à¨«®¦¥­¨¥ 3 ¨§ à ¡®âë [2].

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �á«¨ X 2 =(k), â® ¬­®¦¥áâ¢® â®ç¥ª áç¥â­®£® � å à ªâ¥à  ¢ X ¢áî¤ã ¯«®â­®
¢ X.

�¨ª®¬¯ ªâ X ­ §ë¢ îâ ¤¨ ¤¨ç¥áª¨¬, ¥á«¨ ®­ ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­ë¬ ®¡à §®¬ ª ­â®à®¢ 
ªã¡  D� ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ � � @0.

�¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ §ë¢ îâ ¤¨ ¤¨ç¥áª¨¬, ¥á«¨ ®­® ¨¬¥¥â ¤¨ ¤¨ç¥áª®¥ ¡¨ª®¬-
¯ ªâ­®¥ à áè¨à¥­¨¥.

�«¥¤áâ¢¨¥ 5. �á«¨ X 2 =(k) ¨ X ¤¨ ¤¨ç­®, â® !(X) � @0.

47



� §ã â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­ §ë¢ îâ á« ¡® ­�¥â¥à®¢áª®©, ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¥¥ í«¥¬¥­â
á®¤¥à¦¨âáï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢ ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¤àã£¨å í«¥¬¥­â®¢ ¨§
¡ §ë.

�à®áâà ­áâ¢®, ¨¬¥îé¥¥ á« ¡® ­�¥â¥à®¢áªãî ¡ §ã, ­ §ë¢ îâ á« ¡® ­�¥â¥à®¢áª¨¬.

�«¥¤áâ¢¨¥ 6. �« ¡® ­�¥â¥à®¢áª¨© k-à áâï­ãâë© ¡¨ª®¬¯ ªâ ¬¥âà¨§ã¥¬, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �-
à áâï­ãâ.

�«¥¤áâ¢¨¥ 7. �á«¨ ¡¨ª®¬¯ ªâ D� k-à áâï­ãâ, â® � � @0.

�«¥¤áâ¢¨¥ 8. � ¦¤ë© k-à áâï­ãâë© ¤¨ ¤¨ç¥áª¨© ¡¨ª®¬¯ ªâ X ¬¥âà¨§ã¥¬, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
�-à áâï­ãâ.

�«¥¤áâ¢¨¥ 8 á¯à ¢¥¤«¨¢®, â.ª. ¨­ ç¥ X á®¤¥à¦¨â â®¯®«®£¨ç¥áªãî ª®¯¨î D@
1 .
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