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1. �¢¥¤¥­¨¥

�ãáâì U | ­¥¯ãáâ®¥, § ¬ª­ãâ®¥ ¨ ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ n-¬¥à­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢¥ Rn, G : Rn ! Rn | ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, f : Rn ! R | ¢ë¯ãª« ï
¨ ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï. �¬¥è ­­®¥ ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª § ¤ ç  ­ å®-
¦¤¥­¨ï â®çª¨ u� 2 U â ª®©, çâ®

hG(u�); u� u�i+ f(u)� f(u�) � 0 8u 2 U: (1)

� ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ § ¤ ç  (1) ¨áá«¥¤®¢ « áì ¢ [1] ¨ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¨§ãç « áì ¬­®£¨¬¨  ¢â®à ¬¨ (­ -
¯à., [2]). �­  ¨¬¥¥â ¡®«ìè®¥ ç¨á«® ¯à¨«®¦¥­¨© ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¥,   ¢ á«ãç ¥ f � 0
á¢®¤¨âáï ª ®¡ëç­®¬ã ¢ à¨ æ¨®­­®¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢ã. �¤­¨¬ ¨§ ­ ¨¡®«¥¥ à á¯à®áâà ­¥­­ëå ¯®¤å®-
¤®¢ ª à¥è¥­¨î ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ¥£® ª § ¤ ç¥ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¢
®â­®è¥­¨¨ ­¥ª®â®à®© ¨áªãááâ¢¥­­®© ®æ¥­®ç­®© (¨«¨, ¨­ ç¥, ¨­â¥à¢ «ì­®©) äã­ªæ¨¨. �®¤®¡­ë¥
®æ¥­®ç­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¡ë«¨ ¯à¥¤«®¦¥­ë ¢ [3], [4]. �­¨ ¯®§¢®«ïîâ ¯à¥®¡à §®¢ âì ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥-
à ¢¥­áâ¢® ª § ¤ ç¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ á ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨. �¥¤ ¢­® ¢ à ¡®â¥ [5] ¡ë« 
¢¢¥¤¥­  ­®¢ ï ®æ¥­®ç­ ï äã­ªæ¨ï ¤«ï ®¡ëç­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ , ª®â®à ï ¯®§¢®«ï¥â
á¢¥áâ¨ ¥£® ª § ¤ ç¥ ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®© äã­ªæ¨¨ ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨©. � à ¡®â¥ [6],
£¤¥ ¡ë« ¯à¥¤«®¦¥­ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©  «£®à¨â¬ à¥è¥­¨ï ¢®§­¨ª îé¥© ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© § ¤ ç¨,
â ª¨¥ äã­ªæ¨¨ ¡ë«¨ ­ §¢ ­ë D-¨­â¥à¢ «ì­ë¬¨ (D-gap functions).

�«ï ¡®«¥¥ ®¡é¨å á¬¥è ­­ëå ¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ à §«¨ç­ë¥ ¢ à¨ ­âë ®æ¥­®ç­ëå
äã­ªæ¨© ­  ®á­®¢¥ äã­ªæ¨© ¨§ [3], [4] ¯à¥¤« £ «¨áì ¢ à ¡®â¥ [7], ®¤­ ª® ¯à¨ íâ®¬ ¨áå®¤­ ï
§ ¤ ç  ¯à¥®¡à §ã¥âáï ª § ¤ ç¥ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ á ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨, ¯à¨ç¥¬ á ­¥¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®©,
¢®®¡é¥ £®¢®àï, æ¥«¥¢®© äã­ªæ¨¥©. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¢¢®¤¨âáï ª« áá D-¨­â¥à¢ «ì­ëå äã­ªæ¨©
¤«ï á¬¥è ­­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  (1), ­  ®á­®¢¥ ª®â®à®£® § ¤ ç  (1) á¢®¤¨âáï ª § -
¤ ç¥ ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ ®æ¥­®ç­®© äã­ªæ¨¨ ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨©. �®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® íâ  äã­ªæ¨ï ¡ã¤¥â
¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®©, çâ® ¯®§¢®«ï¥â ¯à¨¬¥­ïâì ¤«ï à¥è¥­¨ï ¡ëáâà® áå®¤ïé¨¥áï  «£®à¨â¬ë.

2. �­â¥à¢ «ì­ë¥ äã­ªæ¨¨

�­ ç «¥ à áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î

'�(u) = max
v2U

��(u; v); (2)

£¤¥

��(u; v) = hG(u); u � vi � 0:5�ku � vk2 + f(u)� f(v); � > 0: (3)

�ã­ªæ¨ï ��(u; �) á¨«ì­® ¢®£­ãâ , á«¥¤®¢ â¥«ì­®, áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (2),
â. ¥. í«¥¬¥­â v�(u) 2 U â ª®©, çâ® ��(u; v�(u)) = '�(u). � ¬¥â¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¨ ¡®«¥¥ ®¡é¨¥

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©,

¯à®¥ªâ ò98-01-00200.
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¨­â¥à¢ «ì­ë¥ äã­ªæ¨¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [7]. �«ï ¯à®áâ®âë ®£à ­¨ç¨¬áï ¤ ­­®© äã­ªæ¨¥© '�(u),
ª®â®àãî ¬®¦­® áç¨â âì ­¥ª®â®àë¬ ®¡®¡é¥­¨¥¬ ¨­â¥à¢ «ì­®© äã­ªæ¨¨ ¨§ [4] ¤«ï á¬¥è ­­ëå
¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢.

�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï äã­ªæ¨¨ '� á«¥¤ã¥â, çâ®
(i) '�(u) � 0 8u 2 U .

� «¥¥, ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ¨ ¤®áâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¢ § ¤ ç¥ (2) ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­®
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ ¤ ­  â®çª  z 2 U , â® z = v�(u) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

9g 2 @f(z); hG(u) + �(z � u); v � zi+ hg; v � zi � 0 8v 2 U; (4)

£¤¥ @f(z) ï¢«ï¥âáï áã¡¤¨ää¥à¥­æ¨ «®¬ ¤«ï äã­ªæ¨¨ f ¢ â®çª¥ z. � á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¢ à¨ æ¨®­­®¥
­¥à ¢¥­áâ¢® (4) íª¢¨¢ «¥­â­®

hG(u) + �(z � u); v � zi+ f(v)� f(z) � 0 8v 2 U: (5)

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, § ¤ ç  (5) ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª § ¤ ç  ¢ë¯ãª«®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨

min
v2U

hG(u) + �(z � u); vi + f(v);

¤«ï ª®â®à®© ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® (4) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ãá«®¢¨¥ ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨.
�â®â à¥§ã«ìâ â ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì àï¤ ®á­®¢­ëå á¢®©áâ¢ äã­ªæ¨¨ '�.
(ii) �ãáâì u 2 U . �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

a) '�(u) = 0;
b) u = v�(u);
c) â®çª  u ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (1).

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨á¯®«ì§ãï á®®â­®è¥­¨¥ (5) á z = v�(u), v = u, ¨¬¥¥¬

'�(u) = ��(u; v�(u)) � 0:5�ku � v�(u)k2;

â. ¥. ¨§ '�(u) = 0 á«¥¤ã¥â u = v�(u), á«¥¤®¢ â¥«ì­®, a) =) b). �¡à â­®¥ á®®â­®è¥­¨¥ b) =) a) ¨
á®®â­®è¥­¨¥ b) =) c), ®ç¥¢¨¤­®, á¯à ¢¥¤«¨¢ë. �ãáâì â¥¯¥àì â®çª  u ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨
(1), ­® u 6= v�(u). �®£¤  ¨§ (5) ¯à¨ v = u ¨¬¥¥¬

hG(u); v�(u)� ui+ f(v�(u)) � f(u) � ��kv�(u)� uk2 < 0;

â. ¥. ¯®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �®íâ®¬ã á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ á®®â­®è¥­¨¥ c) =) b), çâ® ¨ âà¥¡®¢ -
«®áì. � ª¨¬ ®¡à §®¬, äã­ªæ¨ï '� ï¢«ï¥âáï ®æ¥­®ç­®© (¨«¨, ¨­ ç¥, ¨­â¥à¢ «ì­®©) ¤«ï § ¤ -
ç¨ (1).�¤­ ª® íâ  äã­ªæ¨ï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¨§-§  ­¥¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨
äã­ªæ¨¨ f . � â® ¦¥ ¢à¥¬ï ­¥âàã¤­® ¯®ª § âì, çâ®

(iii) ®â®¡à ¦¥­¨¥ u 7! v�(u) ­¥¯à¥àë¢­®.
�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­® â®çª¨ u0; u00 2 Rn ¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ L ª®­áâ ­âã
�¨¯è¨æ  ®â®¡à ¦¥­¨ï G ­  ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ®£à ­¨ç¥­­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ V , á®¤¥à¦ é¥¬
â®çª¨ u0 ¨ u00. �ª« ¤ë¢ ï á®®â­®è¥­¨¥ (5) ¯à¨ u = u0, z = v�(u0), v = v�(u00) ¨ á®®â­®è¥­¨¥ (5)
¯à¨ u = u00, z = v�(u00), v = v�(u0), ¨¬¥¥¬

hG(u0)�G(u00)� �(u0 � u00); v�(u00)� v�(u0)i � �kv�(u00)� v�(u0)k2:

�âáî¤  á«¥¤ã¥â

kv�(u00)� v�(u0)k2 � (1 + L=�)ku00 � u0k kv�(u00)� v�(u0)k;

â. ¥. ®â®¡à ¦¥­¨¥ v� ­¥¯à¥àë¢­®, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì.
�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î

 ��(u) = '�(u)� '�(u); (6)

£¤¥ 0 < � < �. � á«ãç ¥ f � 0 â ª ï äã­ªæ¨ï à áá¬ âà¨¢ « áì ¢ [5], [6].
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�«ï â®£® çâ®¡ë ¯®«ãç¨âì ®á­®¢­ë¥ á¢®©áâ¢  äã­ªæ¨¨  ��, ¢­ ç «¥ ãáâ ­®¢¨¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì-
­®¥

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �«ï «î¡®£® u 2 Rn ¢ë¯®«­ï¥âáï

ku� v�(u)k2 � 2 ��(u)=(� � �) � ku� v�(u)k2: (7)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

 ��(u) = ��(u; v�(u)) ���(u; v�(u)) � ��(u; v�(u)) � ��(u; v�(u)) = (� � �)ku� v�(u)k2=2;

â. ¥. «¥¢®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¢ (7) á¯à ¢¥¤«¨¢®. �®¤®¡­ë¬ ®¡à §®¬ ¯®ª §ë¢ ¥¬ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¨ ¯à -
¢®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  ¢ (7).

�§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1 á«¥¤ã¥â, çâ® äã­ªæ¨ï  �� ¨¬¥¥â á¢®©áâ¢ , ¯®¤®¡­ë¥ (i) ¨ (ii), ­® ­¥ ­ 
¬­®¦¥áâ¢¥ U ,   ­  ¢á¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. a)  ��(u) � 0 ¤«ï ¢á¥å u 2 Rn;
b)  ��(u) = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  â®çª  u ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (1).

�¥®à¥¬  1. �ã­ªæ¨ï  �� ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ , ¯à¨ íâ®¬

r ��(u) = rG(u)[v�(u)� v�(u)] + �(u� v�(u))� �(u� v�(u)): (8)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­® ¢¥ªâ®à d 2 Rn. �ç¨âë¢ ï á¢®©áâ¢® (iii) ¨ á®®â­®-
è¥­¨ï (2), (3), ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¢ ¤ ­­ëå ãá«®¢¨ïå ¬®¦­® ¯à¨¬¥­¨âì â¥®à¥¬ã 3.4 ¨§ ([8], £«. I) ®
¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¨ äã­ªæ¨¨ ¬ ªá¨¬ã¬ , ®âªã¤  á ãç¥â®¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.1 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 3.3 ¨§
([8], £«. I) á«¥¤ã¥â, çâ® äã­ªæ¨ï '� ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¯® ­ ¯à ¢«¥­¨ï¬ ¢ «î¡®© â®çª¥ u 2 Rn ¨

'0

�(u; d) = hrG(u)(u� v�(u)) � �(u� v�(u)) +G(u); di + f 0(u; d):

�¥¯¥àì ¨§ á®®â­®è¥­¨ï (6) á«¥¤ã¥â, çâ® äã­ªæ¨ï  �� â ª¦¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¯® ­ ¯à ¢«¥­¨ï¬
¢ «î¡®© â®çª¥ u 2 Rn, ¯à¨ç¥¬

 0

��(u; d) = '0

�(u; d)� '0

�(u; d) = hrG(u)(u� v�(u)) � �(u� v�(u)); di + f 0(u; d) �

� (hrG(u)(u� v�(u))� �(u� v�(u)); di + f 0(u; d)) =

= hrG(u)[v�(u)� v�(u)] + �(u� v�(u)) � �(u � v�(u)); di = hr ��(u); di:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, äã­ªæ¨ï  �� ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¯® � â® ¢ â®çª¥ u. �® £à ¤¨¥­â r ��(u) ¢ (8)
­¥¯à¥àë¢¥­ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ á¢®©áâ¢  (iii), ¯®íâ®¬ã äã­ªæ¨ï  �� ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¯® �à¥è¥ â ª-
¦¥.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, § ¤ ç  (1) ¬®¦¥â ¡ëâì á¢¥¤¥­  ª § ¤ ç¥ ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®©
äã­ªæ¨¨  ��, â. ¥. ®­  íª¢¨¢ «¥­â­  § ¤ ç¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨©.

�«¥¤ã¥â § ¬¥â¨âì, çâ® ¨§ â¥®à¥¬ë 1 ¢ëâ¥ª ¥â ­¥¯à¥àë¢­®áâì £à ¤¨¥­â  äã­ªæ¨¨  �� . �â¬¥-
â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë ¤ ­­®£® à §¤¥«  ®áâ îâáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨ ¯à¨ § ¬¥­¥ ¯à®áâà ­-
áâ¢  Rn ­  £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® H.

3. �¥â®¤ à¥è¥­¨ï á¬¥è ­­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ 
­  ®á­®¢¥ D-¨­â¥à¢ «ì­®© äã­ªæ¨¨

�« £®¤ àï ¯®«ãç¥­­ë¬ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ à §¤¥«¥ à¥§ã«ìâ â ¬, ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì ¬¥â®¤ ¬¨­¨-
¬¨§ æ¨¨ äã­ªæ¨¨  ��, ª®â®àë© ¡ã¤¥â ­ å®¤¨âì à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (1).

� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ¯®áâà®¨¬ ¯®¤®¡­ë© ¬¥â®¤ ­  ®á­®¢¥ ¬¥â®¤  ¨§ [6] à¥è¥­¨ï ®¡ëç­®£®
¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ . � ¨¬¥­­®, ®¡®§­ ç¨¬

r(u) = v�(u)� v�(u); s(u) = �(u� v�(u))� �(u� v�(u))

¨ ¯®áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fukg ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã  «£®à¨â¬ã.
� £ 0. �ë¡¥à¥¬ â®çªã u0 2 Rn, ç¨á«  � > 0, � 2 (0; 1), 
 > 0. �®«®¦¨¬ k = 0.
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� £ 1. �á«¨  ��(uk) = 0, ®áâ ­®¢. �­ ç¥ ®¯à¥¤¥«¨âì dk = r(uk) + �s(uk).
� £ 2. �¯à¥¤¥«¨âì m ª ª ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® â ª®¥, çâ®

 ��(u
k + �mdk) �  ��(u

k)� �m
(kr(uk)k+ �ks(uk)k)2:

� £ 3. �®«®¦¨âì �k = �m, uk+1 = uk + �kd
k, k = k + 1 ¨ ¯¥à¥©â¨ ª è £ã 1.

�â®¡ë ®¡®á­®¢ âì áå®¤¨¬®áâì ¤ ­­®£®  «£®à¨â¬ , ¯®âà¥¡ã¥âáï ¢­ ç «¥ ãáâ ­®¢¨âì ­¥áª®«ì-
ª® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå á¢®©áâ¢.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. a) hr(u); s(u)i � 0 ¤«ï ¢á¥å u 2 Rn.
b) �á«¨ r ��(u) = 0 ¨ ïª®¡¨ ­ rG(u) ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­, â® â®çª  u ï¢«ï¥âáï

à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (1).
c) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ G á¨«ì­® ¬®­®â®­­® á ª®­áâ ­â®© � ¨ çâ® G ã¤®¢«¥-

â¢®àï¥â ãá«®¢¨î �¨¯è¨æ  «¨¡® ¬­®¦¥áâ¢® U ª®¬¯ ªâ­®. �®£¤ 
i) áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ª®­áâ ­â  e
 > 0, çâ®

ku� u�k � e
ku� v�(u)k 8u 2 Rn; (9)

ii) áãé¥áâ¢ã¥â ª®­áâ ­â  e� > 0 â ª ï, çâ® ¤«ï «î¡®£® u 2 	(u0) = fv 2 Rn j
 ��(u) �  ��(u0)g ¨ ¤«ï «î¡®£® � 2 (0; e�) ¢ë¯®«­ï¥âáï

hr ��(u); r(u) + �s(u)i � �(�=2)(kr(u)k + �ks(u)k)2: (10)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­ ç «¥ ®â¬¥â¨¬, çâ® á«®¦¥­¨¥ á®®â­®è¥­¨ï (5) ¯à¨ z = v�(u), v = v�(u)
¨ á®®â­®è¥­¨ï (5) ¯à¨ z = v�(u), v = v�(u) ¤ ¥â

0 � h�(v�(u)� u)� �(v�(u)� u); v�(u)� v�(u)i = hr(u); s(u)i;

â. ¥. ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ a) á¯à ¢¥¤«¨¢®. �¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï b) ¯®ª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­®
®¡®á­®¢ ­¨î â¥®à¥¬ë 3.3 ¨§ [6]. � á«ãç ¥ c) ¯ãáâì G ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î �¨¯è¨æ  á ª®­-
áâ ­â®© L. �ª« ¤ë¢ ï á®®â­®è¥­¨¥ (1) ¯à¨ u = v�(u) ¨ á®®â­®è¥­¨¥ (5) ¯à¨ v = u�, z = v�(u),
¨¬¥¥¬

hG(u)�G(u�)� �(v�(u)� u); u� � v�(u)i � 0:

�âáî¤  á«¥¤ã¥â

�ku� u�k2 � hG(u)�G(u�); u� u�i �

� �hv�(u)� u; u� � v�(u)i+ hG(u)�G(u�); u� v�(u)i � (� + L)ku� u�k ku � v�(u)k;

â. ¥. á®®â­®è¥­¨¥ (9) ¢ë¯®«­ï¥âáï á e
 = (�+L)=�. �áâ ¢è ïáï ç áâì ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à®¢®¤¨âáï
 ­ «®£¨ç­® ®¡®á­®¢ ­¨î «¥¬¬ 4.1 ¨ 5.1 ¢ [6].

� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ á®®â­®è¥­¨ï (10) ¨ â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®æ¥¤ãà  «¨­¥©­®£® ¯®¨áª  ­ 
è £¥ 2  «£®à¨â¬  ¢á¥£¤  ª®­¥ç­ , ¥á«¨ 
 < �=2. � «¥¥, ®¡ê¥¤¨­ïï (7) ¨ (9), ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥­ªã
¯®£à¥è­®áâ¨

ku� u�k � e
(2 ��(u)=(� � �))1=2 8u 2 Rn;

á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®¦¥áâ¢® 	(u0) ª®¬¯ ªâ­®.
�®£« á­® ¯®«ãç¥­­ë¬ á¢®©áâ¢ ¬ ¡ã¤¥â á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ª®â®à®¥ ¬®¦-

­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª  ­ «®£ â¥®à¥¬ë 5.1 ¢ [6].

�¥®à¥¬  2. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ G á¨«ì­® ¬®­®â®­­® á ª®­áâ ­â®© �,  
â ª¦¥ G ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î �¨¯è¨æ  «¨¡® ¬­®¦¥áâ¢® U ª®¬¯ ªâ­®. �á«¨ 
 < �=2
¨ 0 < � < e�, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fukg áå®¤¨âáï ª ¥¤¨­áâ¢¥­­®¬ã à¥è¥­¨î § ¤ ç¨ (1).

�â¬¥â¨¬, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤ ­­®© â¥®à¥¬ë ®áâ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬, ¥á«¨ § ¬¥­¨¬ á« £ ¥¬®¥
0:5�ku � vk2 ¢ á®®â­®è¥­¨¨ (3) ­  ��(u � v), £¤¥ ��(0) = 0, �� : Rn ! R | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï
­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ ï ¨ á¨«ì­® ¢ë¯ãª« ï äã­ªæ¨ï.
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