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�ãáâì (T; T ) | ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, X ¨ Y | ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢ , B(X) ¨ B(Y )
| á¥¬¥©áâ¢  ¢á¥å ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¢ X ¨ Y á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �ã­ªæ¨ï f : T � X ! Y
­ §ë¢ ¥âáï áã¯¥à¯®§¨æ¨®­­® ¨§¬¥à¨¬®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© (T ;B(X))-¨§¬¥à¨¬®© äã­ªæ¨¨ ' :
T ! X äã­ªæ¨ï � : T ! Y , £¤¥ �(t) = f(t; '(t)), (T ;B(Y ))-¨§¬¥à¨¬ .

� ¬®­®£à ä¨¨ ([1], ¯. 17.8) ¯® ®¡à §æã ¨§¢¥áâ­ëå ª« áá®¢ �íà  ¡®à¥«¥¢áª¨å äã­ªæ¨© ®¯à¥-
¤¥«¥­ë ª« ááë B(�) áã¯¥à¯®§¨æ¨®­­® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå äã­ªæ¨© ¯à¨ ¢á¥å áç¥â­ëå
®à¤¨­ « å �. �à¨ íâ®¬ ª« áá B(0) á®áâ®¨â ¨§ äã­ªæ¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¨§¢¥áâ­ë¬ ãá«®¢¨ï¬
� à â¥®¤®à¨.

� à ¡®â å [2] ¨ [3] ¨áá«¥¤®¢ ­ è¨à®ª¨© ª« áá áã¯¥à¯®§¨æ¨®­­® ¨§¬¥à¨¬ëå äã­ªæ¨©, â ª
­ §ë¢ ¥¬ëå áâ ­¤ àâ­ëå äã­ªæ¨©. � ç áâ­®áâ¨, ¯®ª § ­®, çâ® ¥á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® X á¥¯ à -
¡¥«ì­®, â® ¢á¥ ª« ááë B(�) ¨§ [1] á®áâ®ïâ ¨§ áâ ­¤ àâ­ëå äã­ªæ¨© (á¬. â ª¦¥ [4], x 1.4). �à¨
íâ®¬ ®áâ ¢ «áï ®âªàëâë¬ ¢®¯à®á, ®å¢ âë¢ îâáï «¨ ª« áá ¬¨ B(�) ¢á¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ áâ ­¤ àâ-
­ë¥ äã­ªæ¨¨ ([3], x 4). �®«®¦¨â¥«ì­ë© ®â¢¥â ­  íâ®â ¢®¯à®á ¤ ­ ¢ [5].

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯à®¡«¥¬  ¡íà®¢áª®© ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ à¥è¥­  ¢  ¡áâà ªâ­®© á¨âã æ¨¨, ¢ ª®-
â®à®© à áá¬ âà¨¢ îâáï äã­ªæ¨¨ f : L ! Y , £¤¥ L | ¯à®áâà ­áâ¢® á �- «£¥¡à®© �,   Y |
¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

� à §¤¥«¥ 1 ¯® ®¡à §æã ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¢ ¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å
([6], x 11) ¢¢®¤ïâáï ª« ááë ¬­®¦¥áâ¢, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å �- «£¥¡à¥ �.

� à §¤¥« å 2 ¨ 3 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯®­ïâ¨¥ �-¨§¬¥à¨¬®áâ¨ äã­ªæ¨¨ f : L! Y , ¡®«¥¥ ®¡é¥¥,
ç¥¬ ®¡ëç­ ï ¨§¬¥à¨¬®áâì, ¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª« ááë â¨¯  �íà  B� (¯à¨ ¢á¥å áç¥â­ëå ®à¤¨­ « å
� � 1), ®å¢ âë¢ îé¨¥ ¯à¨ á¥¯ à ¡¥«ì­®¬ Y ¢á¥ �-¨§¬¥à¨¬ë¥ äã­ªæ¨¨.

� à §¤¥«¥ 4 ¯®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¯à¨¬¥­ïîâáï ª á¨âã æ¨¨, ª®£¤  L = T�X, � = T �B(X),
  �-¨§¬¥à¨¬®áâì äã­ªæ¨© ®§­ ç ¥â ¨å áâ ­¤ àâ­®áâì. �¥¬ á ¬ë¬ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï (¯à¨ á¥¯ à -
¡¥«ì­®¬ Y ), çâ® äã­ªæ¨ï f : T�X ! Y áâ ­¤ àâ­  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­  ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
­¥ª®â®à®¬ã ª« ááã B�. �à®¬¥ â®£®, ¯à¨ ­¥ª®â®àëå ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ãá«®¢¨ïå ¤®ª § ­®, çâ® ¢á¥
ª« ááë B� áâ ­¤ àâ­ëå äã­ªæ¨© à §«¨ç­ë.

1. �« áá¨ä¨ª æ¨ï ¨§¬¥à¨¬ëå ¬­®¦¥áâ¢

�ãáâì (L;�) | ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â. ¥. L | ­¥¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, � | �- «£¥¡à  ­ 
L. �¡®§­ ç¨¬, ª ª ®¡ëç­®, ç¥à¥§ !1 ¯¥à¢ë© ­¥áç¥â­ë© ®à¤¨­ «,   ç¥à¥§ W | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å
áç¥â­ëå ®à¤¨­ «®¢, ªà®¬¥ ­ã«ï, â. ¥. W = f� : 1 � � < !1g.

�¯à¥¤¥«¨¬ à¥ªãàá¨¢­® ª« ááë �� ¨ �� (� 2 W ) ¬­®¦¥áâ¢, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å �- «£¥¡à¥ �, ¢
¤ãå¥ ¨§¢¥áâ­®© ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬­o¦ecâ¢ ¢ ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �à¨ íâ®¬
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¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¬¥â®¤¨ª®© ¨§ ([6], x 11). �â ª, ¯ãáâì ­¥ª®â®à®¥ á¥¬¥©áâ¢® �1 � � ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ã-
îé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: 1) �1 ¯®à®¦¤ ¥â �- «£¥¡àã �; 2) á¥¬¥©áâ¢® �1 ª®­¥ç­®- ¤¤¨â¨¢­® ¨ ª®­¥ç­®-
¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­® (®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® f;; Lg � �1); 3) ¥á«¨ A 2 �1, â® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥
¬­®¦¥áâ¢  Cn, n = 1; 2; : : : , çâ® (8n) L n Cn 2 �1 ¨ A = [

n
Cn.

�à¨¢¨ «ì­ë¬ ¯à¨¬¥à®¬ â ª®£® á¥¬¥©áâ¢  á«ã¦¨â á ¬  �- «£¥¡à  �. �á«¨ L | ¬¥âà¨ç¥-
áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,   � | �- «£¥¡à  ¥£® ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬­®¦¥áâ¢, â® ¢ ª ç¥áâ¢¥ �1 ¬®¦­® ¢§ïâì
á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ®âªàëâëå ¬­®¦¥áâ¢ ¢ L.

�ãáâì ¤ «¥¥ �1 | á¥¬¥©áâ¢® ¤®¯®«­¥­¨© (¯® ®â­®è¥­¨î ª L) ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢ ¨§ �1 (§­ ç¨â,
¢ ãá«®¢¨¨ 3) (8n) Cn 2 �1). �ç¥¢¨¤­®, �1 ®¡« ¤ ¥â â¥¬¨ ¦¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ 1) ¨ 2), çâ® ¨ �1,  
¢¬¥áâ® ãá«®¢¨ï 3) ¨¬¥¥¬ á¢®©áâ¢®: 3a) ª ¦¤®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨§ �1 ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ áç¥â­®£®
¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢ ¨§ �1.

�®§ì¬¥¬ � > 1 ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥­ë ¢á¥ ª« ááë �� ¨ ��, £¤¥ 1 � � < �. �®£¤  ¯®
®¯à¥¤¥«¥­¨î

�� =
n 1
[
n=1

Cn : (8n) Cn 2 [
1��<�

��

o
; (1.1)

�� =
n 1
\
n=1

Dn : (8n) Dn 2 [
1��<�

��

o
: (1.2)

�à¨¬¥­ïï ¨­¤ãªæ¨î, ¯®«ãç ¥¬ (8� 2 W ) �� = fL n C : C 2 ��g. �à®¬¥ â®£®, ®ç¥¢¨¤­®, ª« ááë
�� ¯à¨ � > 1 áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­ë,   �� áç¥â­®-¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë. �®«®¦¨¬

�� = �� \��; � 2W:

�á­®, çâ® (8�) f;; Lg � ��.

�¥¬¬  1.1. �á«¨ � < �, â® �� [�� � ��.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ (1.1) ¨ (1.2) á«¥¤ã¥â, çâ® �� � �� ¨ �� � ��. �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ®
�� � ��, ®âªã¤ , ¯¥à¥å®¤ï ª ¤®¯®«­¥­¨ï¬, ¯®«ãç¨¬ �� � ��.

�á«¨ � > �+1, â®, ª ª ã¦¥ ¯®ª § ­®, �� � ��+1 � ��. �à¨ � = �+1 ¯à¨¬¥­¨¬ ¨­¤ãªæ¨î. �§
ãá«®¢¨ï 3) ¨ à ¢¥­áâ¢  (1.1) á«¥¤ã¥â �1 � �2. �a«ee, ¯ycâì � > 1 ¨ (8� < �) �� � ��+1, ®âªã¤ 
�� � ��+1. �®£¤  ¥á«¨ A 2 ��, â® A = [

n
Cn, £¤¥ (8n 2 N) Cn 2 ��(n) ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ �(n) < �.

� ª ª ª ��(n) � ��(n)+1, â® A 2 ��+1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, �� � ��+1.

� ¬¥ç ­¨¥ 1.1. �§ «¥¬¬ë 1.1 ¨ à ¢¥­áâ¢ (1.1) ¨ (1.2) á«¥¤ã¥â

��+1 =
n 1
[
n=1

Cn : (8n) Cn 2 ��

o
; ��+1 =

n 1
\
n=1

Dn : (8n) Dn 2 ��

o
8� 2W:

�¥¬¬  1.2. �á¥ ª« ááë �� ª®­¥ç­®-¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë,   �� ª®­¥ç­®- ¤¤¨â¨¢­ë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¨¤ã á¢®©áâ¢  2) ª« áá®¢ �1 ¨ �1 ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® � > 1. �ãáâì A;B 2
��, â. ¥. A = [

m
Cm, B = [

n
Dn, £¤¥ (8m;n 2 N) Cm 2 ��(m), Dn 2 ��(n) ¯à¨ ­¥ª®â®àëå �(m),

�(n) < �. �®£¤  A \ B = [
m;n

(Cm \ Dn). �ãáâì 
(m;n) = max(�(m); �(n)), â ª çâ® 
(m;n) < �

¨ ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1.1 Cm;Dn 2 �
(m;n). � ª ª ª ª« áá �
(m;n) ª®­¥ç­®-¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢¥­, â®
Cm \ Dn 2 �
(m;n). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® A \ B 2 ��, â. ¥. ª« áá �� ª®­¥ç­®-¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢¥­.
�¥à¥å®¤ï ª ¤®¯®«­¥­¨ï¬, ¯®«ãç ¥¬, çâ® ª« áá �� ª®­¥ç­®- ¤¤¨â¨¢¥­.

�¥¬¬  1.3. �á¥ ª« ááë �� ï¢«ïîâáï  «£¥¡à ¬¨ ­  L,   ¨å ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ | �- «£¥¡à®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ç¥¢¨¤­®, çâ® L n C 2 ��, ¥á«¨ C 2 ��. �ç¥¢¨¤­  â ª¦¥ ª®­¥ç­ ï  ¤¤¨-
â¨¢­®áâì ª« áá  ��. �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® á¥¬¥©áâ¢® [

�2W
�� áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®.

�ãáâì An 2 ��(n), n = 1; 2; : : : , ¯à¨ ­¥ª®â®àëå �(n) 2 W . � ª ¨§¢¥áâ­®, (9� 2 W ) (8n 2 N)
�(n) < �. � á¨«ã «¥¬¬ë 1.1 (8n) An 2 ��, ®âªã¤  [

n
An 2 �� � ��+1.
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�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1.1. �¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢  [�� = [�� = [�� = �, £¤¥ ¢á¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï

¡¥àãâáï ¯® � 2W .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ «¥¬¬ë 1.1 á«¥¤ã¥â

[�� � [�� � [�� � �:

�® â. ª. ª« áá �1 ¯®à®¦¤ ¥â �- «£¥¡àã � ¨ �1 � [��, â® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1.3 � � [��.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®áâà®¥­­ ï ª« áá¨ä¨ª æ¨ï ¬­®¦¥áâ¢, ¢å®¤ïé¨å ¢ �, ¯®«­®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
¢ë¡®à®¬ ¨áå®¤­®£® ª« áá  �1.

�«¥¤ãîé¨¥ ¤¢¥ «¥¬¬ë ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¢ à §¤¥«¥ 3 (áà. [7], x 30, VII, â¥®à¥¬  1 ¨ IX,
â¥®à¥¬ë 1 ¨ 2).

�¥¬¬  1.4 («¥¬¬  à¥¤ãªæ¨¨). �ãáâì Ck 2 ��, k = 1; p, ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ � > 1, ¯à¨ç¥¬
[
k
Ck 2 ��. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¬­®¦¥áâ¢  Dk 2 ��, k = 1; p,

çâ® (8k) Dk � Ck ¨ [
k
Dk = [

k
Ck.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á­® (1.1) Ck =
1
[
n=1

Ck;n, £¤¥ (8n) Ck;n 2 [
�<�

��, k = 1; p. �®£¤  ¢ á¨«ã

«¥¬¬ë 1.1 8(k; n) Ck;n 2 ��.
� áá¬®âà¨¬ ¡¨¥ªæ¨î ' : f1; 2; : : : ; pg�N ! N, £¤¥ '(k; n) = (n�1)p+k, ¨ ¯®«®¦¨¬ Bm = Ck;n,

m = 1; 2; : : : , £¤¥ '(k; n) = m. �®£¤ 
p

[
k=1

Ck =
p

[
k=1

1
[
n=1

Ck;n =
1
[

m=1
Bm =

1
[

m=1
Em;

£¤¥ (8m) Em = Bm n [
i<m

Bi. �ç¥¢¨¤­®, ¬­®¦¥áâ¢  Em ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¨ ¢ á¨«ã «¥¬¬ë

1.3 (8m) Em 2 ��. �®«®¦¨¬

Dk =
1
[
n=1

E'(k;n); k = 1; p:

�®£¤  (8k) Dk 2 �� ¨ ¬­®¦¥áâ¢  Dk ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï. �à¨ íâ®¬ â. ª. (8n) E'(k;n) �

B'(k;n) = Ck;n � Ck, â® Dk � Ck, k = 1; p, ¨
p

[
k=1

Dk =
1
[

m=1
Em =

p

[
k=1

Ck 2 ��. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

(8k) Dk =
p

[
i=1

Di \ [L n [
i6=k

Di] 2 ��;

¯®íâ®¬ã Dk 2 ��, k = 1; p.

�¥¬¬  1.5. �á«¨ A 2 ��+1, £¤¥ � > 1, â® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  An 2 ��, n 2 N,

çâ® A = limAn. �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ � | ¯à¥¤¥«ì­ë© ®à¤¨­ «, â® (8n) An 2 [
�<�

��.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª A 2 ��+1 ¨ � > 1, âo ¢ á¨«ã § ¬¥ç ­¨ï 1.1 ¨ à ¢¥­áâ¢  (1.2)

A =
1
[
k=1

1
\
i=1

Bk;i;

£¤¥ 8(k; i) Bk;i 2 ��(k;i) ¯à¨ ­¥ª®â®àëå �(k; i) < �, ®âªã¤  ¯® «¥¬¬¥ 1.1 Bk;i 2 ��.

� «¥¥, â. ª. A 2 ��+1, â® A =
1
\
i=1

Ei, £¤¥ (8i) Ei 2 ��. �®«®¦¨¬ (8i) Di =
i

\
j=1

Ej . �®£¤ 

A =
1
\
i=1

Di ¨ (8i) Di+1 � Di, ¯à¨ç¥¬ ¯® «¥¬¬¥ 1.2 Di 2 ��.

� ª ª ª � > 1, â® ¢ á¨«ã (1.1) (8i 2 N) Di =
1
[
k=1

Ck;i, £¤¥ 8(k; i) Ck;i 2 ��(k;i) ¯à¨ ­¥ª®â®àëå

�(k; i) < �, ®âªã¤  Ck;i 2 ��. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

A =
1
\
i=1

1
[
k=1

Ck;i;

¯à¨ç¥¬ (8i) [
k
Ck;i+1 � [

k
Ck;i.
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�®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥¯¥àì «¥¬¬®© �¥à¯¨­áª®£® ([7], x 30, IX). �á«¨

A =
1
[
k=1

1
\
i=1

Bk;i =
1
\
i=1

1
[
k=1

Ck;i;

¯à¨ç¥¬ (8i) [
k
Ck;i+1 � [

k
Ck;i, â® A = limAn, £¤¥

An =
n

[
k=1

h�
n

\
i=1

Bk;i

�
\
�

n

[
i=1

Ci;k

�i
; n = 1; 2; : : : (1.3)

� ª ª ª ¢á¥ ãá«®¢¨ï íâ®© «¥¬¬ë ¢ë¯®«­¥­ë, â® A = limAn, £¤¥ ¬­®¦¥áâ¢  An ®¯à¥¤¥«¥­ë ¢
(1.3). � ª ª ª 8(i; k) Bk;i; Ci;k 2 ��, â® ¯® «¥¬¬¥ 1.3 (8n) An 2 ��. �á«¨ � | ¯à¥¤¥«ì­ë© ®à¤¨­ «,
â® ¯®«®¦¨¬


n = max
1�i;k�n

[max(�(k; i); �(i; k))] + 1; n = 1; 2; : : :

�®£¤  (8n) 
(n) < �, ¨ ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1.1 An 2 �
(n).

2. �-¨§¬¥à¨¬ë¥ äã­ªæ¨¨

�ãáâì (L;�) | ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �ã¤¥¬ áç¨â âì ¯®áâà®¥­­ë¬¨ ª« ááë �� ¨ ��,
� 2W , ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ ¢ë¡®à¥ ª« áá  �1.

�ãáâì ¤ «¥¥ Y | ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® á ¬¥âà¨ª®© �, B(Y ) | á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ¡®à¥«¥¢-
áª¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¢ Y . � ª ®¡ëç­®, ­ §®¢¥¬ äã­ªæ¨î f : A! Y , £¤¥ A � L, (�;B(Y ))-¨§¬¥à¨¬®©,
¥á«¨ (8B 2 B(Y )) f�1(B) 2 �.

�¢¥¤¥¬ ­¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ ®¡é¥¥ ¯®­ïâ¨¥. � íâ®© æ¥«ìî § ä¨ªá¨àã¥¬ ­¥ª®â®à®¥ áç¥â­®-
¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­®¥ á¥¬¥©áâ¢® � � �1 n f;g, â ª çâ® L 2 �.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.1. �ã­ªæ¨ï f : L ! Y ­ §ë¢ ¥âáï �-¨§¬¥à¨¬®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥
¬­®¦¥áâ¢® K 2 �, çâ® äã­ªæ¨ï f jK (áã¦¥­¨¥ f ­  K) (�;B(Y ))-¨§¬¥à¨¬ .

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å �-¨§¬¥à¨¬ëå äã­ªæ¨© ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ��.
� ª ª ª L 2 �, â® ¢áïª ï (�;B(Y ))-¨§¬¥à¨¬ ï äã­ªæ¨ï f : L ! Y �-¨§¬¥à¨¬ . �â¬¥â¨¬

¥é¥, çâ® ¥á«¨ � = fLg, â® �-¨§¬¥à¨¬®áâì á®¢¯ ¤ ¥â á (�;B(Y ))-¨§¬¥à¨¬®áâìî.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.2. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨© fn : L ! Y ­ §ë¢ ¥âáï �-áå®¤ïé¥©áï ª
f : L! Y , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ L0 2 �, çâ® (8l 2 L0) fn(l) �!

n
f(l).

�¥¬¬  2.1. �á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨© fn 2 �� �-áå®¤¨âáï ª äã­ªæ¨¨ f , â®
f 2 ��.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì äã­ªæ¨¨ fnjLn , £¤¥ (8n) Ln 2 �, (�;B(Y ))-¨§¬¥à¨¬ë, ¨ ¯à¨ ­¥ª®-

â®à®¬ L0 2 � fn(l) �!
n
f(l), l 2 L0. �®«®¦¨¬ K =

1
\
n=0

Ln. �®£¤  K 2 � ¨ ¤«ï «î¡®£® § ¬ª­ãâ®£®

¬­®¦¥áâ¢  F � Y

(f jK)
�1(F ) =

1
\
n=1

1
[
i=1
fl 2 K : fn+i(l) 2 Gng; (2.1)

£¤¥ (8n) Gn = fy 2 Y : �(y; F ) < 1=ng. �§ (2.1) á«¥¤ã¥â, çâ® (f jK)�1(F ) 2 �, â. ¥. f 2 ��.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.3. �ã­ªæ¨ï f : L ! Y ­ §ë¢ ¥âáï ��-¨§¬¥à¨¬®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥
K 2 �, çâ® (f jK)�1(U) 2 �� ¤«ï «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  U � Y .

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ��-¨§¬¥à¨¬ëå äã­ªæ¨© ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ��.
�á«¨ � < �, â® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1.1 �� � ��,   â. ª. �� � �, â® (8� 2W ) �� � ��.
�¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® f 2 �� â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ K 2 �, çâ®

(f jK)�1(F ) 2 �� ¯à¨ «î¡®¬ § ¬ª­ãâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ F � Y .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.1. �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Y á¥¯ à ¡¥«ì­®, â® �� � [
�2W

��.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì f 2 �� ¨ ¯ãáâì fUng | áç¥â­ ï ¡ §  ®âªàëâëå ¬­®¦¥áâ¢ ¢ Y .
�®£¤  9K 2 �

(f jK)
�1(Un) 2 �; n = 1; 2; : : : ;

  â. ª. � = [
�2W

��, â® (8n) (9�(n) 2W )

(f jK)
�1(Un) 2 ��(n):

�®§ì¬¥¬ â ª®¥ � 2W , çâ® (8n) �(n) < � (â ª çâ® � > 1). � ª ª ª ��(n) � ��, â® (8n) (f jK)�1(Un) 2
��. �® ª« áá �� áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢¥­, â ª çâ® (f jK)�1(U) 2 �� ¤«ï «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ 
U � Y , â. ¥. f 2 ��.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Y á¥¯ à ¡¥«ì­®, â® �� = [
�2W

��.

3. �« áá¨ä¨ª æ¨ï â¨¯  �íà  �-¨§¬¥à¨¬ëå äã­ªæ¨©

�®åà ­ïï ¨áå®¤­ë¥ ¤ ­­ë¥ ¨§ à §¤¥«  2 ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ä¨ªá¨à®¢ ­­®¥ á¥¬¥©áâ¢® �, à á-
á¬®âà¨¬ ª« ááë �-¨§¬¥à¨¬ëå äã­ªæ¨©,  ­ «®£¨ç­ë¥ ª« áá ¬ �íà  ¡®à¥«¥¢áª¨å äã­ªæ¨© ([6],
x 24).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.1. �ã­ªæ¨ï f : L ! Y ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã B1, ¥á«¨ ®­  �2-¨§¬¥à¨¬ .
�ãáâì 1 < � < !1 ¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë ¢á¥ ª« ááë B� ¯à¨ 1 � � < �. �®£¤  äã­ªæ¨ï f : L ! Y
¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã B�, ¥á«¨ ª f �-áå®¤¨âáï ­¥ª®â®à ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
äã­ªæ¨© fn 2 [

�<�
B�.

�ç¥¢¨¤­®, B� � B� ¯à¨ � < �. �®«®¦¨¬ B = [
�2W

B�. � ª ª ª á®£« á­® «¥¬¬¥ 2.1 á¥¬¥©áâ¢®

�� § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® �-áå®¤¨¬®áâ¨ ¨ B1 � ��, â® B � ��. �â®ç­¨¬ íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢
á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.1. B� � ��+1 ¯à¨ «î¡®¬ � 2W .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨¬¥­¨¬ ¨­¤ãªæ¨î. �®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 3.1 B1 = �2. �à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® B� � ��+1 ¯à¨ ¢á¥å � < �, £¤¥ � > 1, ¨ ¢®§ì¬¥¬ f 2 B�. �®£¤  ­¥ª®â®à ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
äã­ªæ¨© fn 2 B�(n), £¤¥ (8n) �(n) < �, �-áå®¤¨âáï ª f , â. ¥. ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ L0 2 � fn(l) �!

n
f(l),

l 2 L0. �® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î (8n) fn 2 ��(n)+1, â. ¥. ¤«ï ­¥ª®â®à®£® Ln 2 �

fl 2 Ln : fn(l) 2 Ug 2 ��(n)+1 � ��

¯à¨ «î¡®¬ ®âªàëâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ U � Y . �®«®¦¨¬ K =
1
\
n=0

Ln. �®£¤  K 2 � ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

(2.1) ¤«ï «î¡®£® § ¬ª­ãâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  F � Y . � ª ª ª � � �1, â® K 2 ��, â ª çâ® 8(i; n)
fl 2 K : fn+i(l) 2 Gng 2 ��. �®£¤  ¢ á¨«ã áç¥â­®©  ¤¤¨â¨¢­®áâ¨ ª« áá  �� ¨§ (2.1) á«¥¤ã¥â
fl 2 K : f(l) 2 Fg 2 ��+1, â. ¥. f 2 ��+1.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¡à â­®£® ¢ª«îç¥­¨ï ��+1 � B� (¯à¨ á¥¯ à ¡¥«ì­®¬ Y ) ¯®âà¥¡ã¥âáï
­¥áª®«ìª® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå ¯à¥¤«®¦¥­¨© (cp. [5], x 31, VIII).

�¥¬¬  3.1. �ãáâì äã­ªæ¨ï f : L ! Y ¨¬¥¥â ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® §­ ç¥­¨© Z =
fz1; z2; : : : ; zpg, ¯à¨ç¥¬ f�1fzkg 2 ��+1, k = 1; p, ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ � > 1. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ

â ª¨¥ äã­ªæ¨¨ fn 2 ��, n = 1; 2; : : : , çâ® (8n) fn(L) � Z ¨ (8l 2 L) fn(l) �!
n
f(l). �à®¬¥ â®£®,

¥á«¨ � | ¯à¥¤¥«ì­ë© ®à¤¨­ «, â® (8n) fn 2 ��(n) ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ �(n) < �.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«®¦¨¬ Ck = f�1fzkg, k = 1; p, â ª çâ®
p

[
k=1

Ck = L, ¯à¨ç¥¬ ¬­®¦¥áâ¢ 

Ck ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï. �® «¥¬¬¥ 1.5 áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  Ck;n 2 ��, n = 1; 2; : : : ,
çâ® (8k) Ck = lim

n
Ck;n. �à¨ íâ®¬ ¥á«¨ � | ¯à¥¤¥«ì­ë© ®à¤¨­ «, â® 8(k; n) Ck;n 2 [

�<�
��.

�®«®¦¨¬ 8n Dk;n = Ck;n n [
i<k

Ci;n, k = 1; p. �ç¥¢¨¤­®, 8n ¬­®¦¥áâ¢  Dk;n, k = 1; p, ¯®¯ à­®

­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¨ ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1.3 8(k; n) Dk;n 2 ��. �à¨ íâ®¬ ¥á«¨ � | ¯à¥¤¥«ì­ë© ®à¤¨­ «,
â®, ª ª ®ç¥¢¨¤­®, 8(k; n) Dk;n 2 [

�<�
��.

�®ª ¦¥¬, çâ® Ck = lim
n
Dk;n, k = 1; p. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â. ª.Dk;n � Ck;n, â® limDk;n � limDk;n �

limCk;n = Ck, k = 1; p. �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® Ck � limDk;n, k = 1; p. �à¨ íâ®¬ ¬®¦­® áç¨â âì,
çâ® k > 1, â. ª. (8n) D1;n = C1;n. �â ª, ¯ãáâì l 2 Ck. �®£¤  (9n0) (8n � n0) l 2 Ck;n. �® â. ª. l =2 Ci

¯à¨ i < k, â® (9ni) (8n � ni) l =2 Ci;n, 1 � i < k. �®£¤  ¯à¨ n � maxfni : 0 � i < kg l 2 Dk;n, â. ¥.
l 2 limDk;n.

�®«®¦¨¬ ¯à¨ n = 1; 2; : : :

fn(l) =

8<
:
zk; l 2 Dk;n; k = 1; p;

z1; l 2 L n
p

[
k=1

Dk;n:

� ª ª ª (8n) Dk;n 2 ��, k = 1; p, â® fn 2 ��. �à¨ íâ®¬ ¥á«¨ � | ¯à¥¤¥«ì­ë© ®à¤¨­ «, â® 8(k; n)
Dk;n 2 ��(k;n) ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ �(k; n) < �. �®«®¦¨¬ �(n) = maxf�(k; n) : 1 � k � pg. �®£¤  (8n)
Dk;n 2 ��(n), k = 1; p, â ª çâ® (8n) fn 2 ��(n), ¯à¨ç¥¬ �(n) < �.

�®ª ¦¥¬ ­ ª®­¥æ, çâ® (8l 2 L) fn(l) �!
n
f(l). �ãáâì l 2 L. �®£¤  l 2 Ck, â. ¥. f(l) = zk ¯à¨

­¥ª®â®à®¬ k. � ª ª ª Ck = lim
n
Dk;n, â® (9mk) (8n � mk) l 2 Dk;n. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, (8n � mk)

fn(l) = zk = f(l), â. ¥. fn(l) �!
n
f(l).

�¥¬¬  3.2. �ãáâì 8n 2 N äã­ªæ¨¨ fn ¨ gn ��(n)-¨§¬¥à¨¬ë, ¨¬¥îâ ª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ 

§­ ç¥­¨© ¨ 8l 2 L
fn(l) �!

n
f(l); gn(l) �!

n
g(l):

�®£¤  ¥á«¨ (9K � L) (8l 2 K) �(f(l); g(l)) < a, â® 8n áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã­ªæ¨ï hn 2 ��(n) á

ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ §­ ç¥­¨©, çâ® (8l 2 K) hn(l) �!
n
g(l) ¨ 8l 2 L

�(fn(l); hn(l)) < a; n = 1; 2; : : : (3.1)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«®¦¨¬ ¯à¨ n = 1; 2; : : : ¨ l 2 L

hn(l) =

(
gn(l); ¥á«¨ �(fn(l); gn(l)) < a;

fn(l) ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥:

�á­®, çâ® 8l 2 L ­¥à ¢¥­áâ¢  (3.1) ¢ë¯®«­ïîâáï ¨ 8n ¬­®¦¥áâ¢® hn(L) ª®­¥ç­®. �ç¥¢¨¤­®
â ª¦¥, çâ® (8l 2 K) hn(l) �!

n
g(l).

�ãáâì ¤ «¥¥ ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ n

fn(L) [ gn(L) = fy1; y2; : : : ; ypg:

� ª ª ª ffn; gng � ��(n), â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® M 2 �, çâ® Ci;Di 2 ��(n), i = 1; p, £¤¥
Ci = (fnjM )�1fyig, Di = (gnjM )�1fyig.

�®«®¦¨¬ P = f(i; j) : Ci \Dj 6= ;g, Q = f(i; j) 2 P : �(yi; yj) < ag. �®£¤  M = [
(i;j)2P

(Ci \Dj)

¨ 8l 2 Ci \Dj

hn(l) =

(
yj ; ¥á«¨ (i; j) 2 Q;

yi; ¥á«¨ (i; j) 2 P nQ:

� ª ª ª 8(i; j) Ci \Dj 2 ��(n), â® hn 2 ��(n).
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�¥¬¬  3.3. �ãáâì ¯à®áâà ­áâ¢® Y á¥¯ à ¡¥«ì­®. �®£¤  ¥á«¨ f 2 ��+1 ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ �>1,
â® ª f �-áå®¤¨âáï ­¥ª®â®à ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨© 'n 2 ��(n), £¤¥ �(n) < �, ¥á«¨ � |
¯à¥¤¥«ì­ë© ®à¤¨­ «, ¨ �(n) = � ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® £®¬¥®¬®àä­® ¢¯®«­¥
®£à ­¨ç¥­­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã ([7], x 22, II, á«¥¤áâ¢¨¥ 1a), â® ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¡ã¤¥¬
áç¨â âì ¯à®áâà ­áâ¢® Y ¢¯®«­¥ ®£à ­¨ç¥­­ë¬. �­ ç¨â, 8p 2 N ¢ Y áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢®

Yp = fyp;i : 1 � i � mpg, çâ® Y =
mp

[
i=1

Up;i, £¤¥

Up;i = fy : �(y; yp;i) < 2�pg; i = 1;mp:

� ª ª ª f 2 ��+1, â® (9K 2 �) 8p 2 N

Cp;i := (f jK)
�1(Up;i) 2 ��+1; i = 1;mp:

�à¨ íâo¬
mp

[
i=1

Cp;i = K 2 �1 � ��+1. �®£¤  ¯® «¥¬¬¥ 1.4 áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª î-

é¨¥áï ¬­®¦¥áâ¢  Dp;i 2 ��+1, çâ® Dp;i � Cp;i, i = 1;mp, ¨
mp

[
i=1

Dp;i = K.

�¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨¨ fp : L! Y , p = 1; 2; : : : , ¯®«®¦¨¢

fp(l) =

(
yp;i; l 2 Dp;i; i = 1;mp;

yp;1; l 2 L n K:

�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® 8l 2 K

�(f(l); fp(l)) < 2�p; (3.2)

®âªã¤  �(fp(l); fp+1(l)) < 21�p, p = 1; 2; : : :
�® «¥¬¬¥ 3.1 8p áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ äã­ªæ¨¨ fp;n 2 ��(p;n), n = 1; 2; : : : , çâ® (8n) fp;n(L) � Yp

¨ (8l 2 L) fp;n(l) �!
n
fp(l). �à¨ íâ®¬ �(p; n) < �, ¥á«¨ � | ¯à¥¤¥«ì­ë© ®à¤¨­ «, ¨ �(p; n) = � ¢

¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.
� «¥¥ á«¥¤ã¥â ¯®áâà®¥­¨¥ ¯ãâ¥¬ ¨­¤ãªæ¨¨ ¯® p â ª¨å äã­ªæ¨© hp;n 2 ��(p;n), n = 1; 2; : : : , á

ª®­¥ç­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ §­ ç¥­¨©, çâ® 8(l 2 K, p 2 N) hp;n(l) �!
n
fp(l) ¨

�(hp+1;n(l); hp;n(l)) < 21�p; n = 1; 2; : : : (3.3)

�à¨ íâ®¬ �(p; n) < �, ¥á«¨ � | ¯à¥¤¥«ì­ë© ®à¤¨­ «, ¨ �(p; n) = � ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.
�®« £ ï (8n) h1;n = f1;n ¨ �(1; n) = �(1; n), ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ p ®¯à¥¤¥«¥­ë

âà¥¡ã¥¬ë¥ äã­ªæ¨¨ hp;n, n = 1; 2; : : : �à¨¬¥­¨¬ «¥¬¬ã 3.2, £¤¥ à®«¨ fn, gn, f , g, a ¨£à îâ
hp;n, fp+1;n, fp, fp+1, 21�p á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®£¤  ¯®«ãç¨¬ â ª¨¥ äã­ªæ¨¨ hp+1;n, n = 1; 2; : : : ; á
ª®­¥ç­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ §­ ç¥­¨©, çâ® (8l 2 K) hp+1;n(l) �!

n
fp+1(l) ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (3.3). �à®¬¥

â®£®, (8n) hp+1;n 2 ��(p+1;n), £¤¥ �(p+ 1; n) = max(�(p + 1; n); �(p; n)).
�®«®¦¨¬ (8l 2 L) 'n(l) = hn;n(l) ¨ �(n) = �(n; n), n = 1; 2; : : : �®£¤  (8n) 'n 2 ��(n), ¯à¨ç¥¬

�(n) < �, ¥á«¨ � | ¯à¥¤¥«ì­ë© ®à¤¨­ «, ¨ �(n) = � ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥. �®ª ¦¥¬, çâ® (8l 2 K)
'n(l) �!

n
f(l). � íâ®© æ¥«ìî, § ä¨ªá¨à®¢ ¢ l 2 K, " > 0 ¨ p 2 N, ¯à¨ ª®â®à®¬ 2�p < ", ¢®§ì¬¥¬

â ª®¥ n0 � p, çâ® (8n > n0)

�(hp;n(l); fp(l)) < ": (3.4)

�®£¤  ¯à¨ n > n0 ¢ á¨«ã (3.3), (3.4) ¨ (3.2)

�('n(l); f(l)) � �(hn;n(l); hn�1;n(l)) + � � �+ �(hp+1;n(l); hp;n(l)) +

+ �(hp;n(l); fp(l)) + �(fp(l); f(l)) < 22�n + � � �+ 21�p + "+ 2�p < 22�p + 2" < 6":

� ª¨¬ ®¡à §®¬, âà¥¡ã¥¬ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì f'ng ¯®áâà®¥­ .
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�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ®¡®¡é ¥â â¥®à¥¬ã 24.3 ¨§ [6], ®â­®áïéãîáï ª ª« áá ¬ ¡®à¥«¥¢áª¨å äã­ª-
æ¨©.

�¥®à¥¬  3.1. �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Y á¥¯ à ¡¥«ì­®, â® (8� 2W ) ��+1 � B�.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ f 2 �2, â® f 2 B1 á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 3.1. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
â¥®à¥¬  ¢¥à­  ¯à¨ ¢á¥å � < �, £¤¥ � > 1. �®£¤  ¥á«¨ f 2 ��+1, â® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 3.3 ª äã­ªæ¨¨
f �-áå®¤¨âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨© 'n 2 ��(n), £¤¥ (8n) �(n) = �, ¥á«¨ � ¨¬¥¥â ¢¨¤
� = �+ 1, ¨ �(n) < �, ¥á«¨ � | ¯à¥¤¥«ì­ë© ®à¤¨­ «.

� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥, â. ª. 'n 2 ��+1, â® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î (8n) 'n 2 B�. �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥, â. ª.
'n 2 ��(n)+1, â® 'n 2 B�(n), n = 1; 2; : : : B ®¡®¨å á«ãç ïå á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 3.1 f 2 B�.

�§ â¥®à¥¬ë 3.1 ¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.1 ¢ëâ¥ª ¥â

�«¥¤áâ¢¨¥ 3.1. �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Y á¥¯ à ¡¥«ì­®, â® (8� 2W ) B� = ��+1.

�âáî¤  ¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.1 ¢ëâ¥ª ¥â

�«¥¤áâ¢¨¥ 3.2. �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Y á¥¯ à ¡¥«ì­®, â® ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å �-¨§¬¥à¨¬ëå äã­ª-
æ¨© á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ¢á¥å ª« áá®¢ B�, � 2W , â. ¥. �� = B.

4. �« áá¨ä¨ª æ¨ï £¨¡à¨¤­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¨ áâ ­¤ àâ­ëå äã­ªæ¨©

�ãáâì (T;T ) | ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, X | ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, B(X) | �- «£¥¡à 
¢á¥å ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¢ X. �®«®¦¨¬ L = T �X ¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ � �- «£¥¡àã T �B(X)
­  L, ¯®à®¦¤¥­­ãî á¥¬¥©áâ¢®¬ fA � B : A 2 T , B 2 B(X)g. �«¥¬¥­âë �- «£¥¡àë � ­ §®¢¥¬
£¨¡à¨¤­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ G(X) ¨ F(X) á¥¬¥©áâ¢  ¢á¥å ®âªàëâëå ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® § ¬ª­ãâëå ¬­®-
¦¥áâ¢ ¢ X,   çepe§ T � G(X) | �- «£¥¡àã ­  L, ¯®à®¦¤¥­­ãî á¥¬¥©áâ¢®¬ fA � U : A 2 T ,
U 2 G(X)g. �­ «®£¨ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï �- «£¥¡à  T �F(X). � ª ª ª ª ¦¤®¥ ¨§ á¥¬¥©áâ¢ G(X) ¨
F(X) ¯®à®¦¤ ¥â �- «£¥¡àã B(X), â®, ª ª ­¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�¥¬¬  4.1. T � G(X) = T � F(X) = �.

�à¨¬¥­¨¬ à¥§ã«ìâ âë ¨§ à §¤¥«  1 ª ¨§ãç ¥¬®¬ã §¤¥áì ¨§¬¥à¨¬®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã (L;�). �
íâ®© æ¥«ìî ¢®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ �1 á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ª®­¥ç­ëå ®¡ê¥¤¨­¥­¨© ¬­®¦¥áâ¢ ¢¨¤  A�U ,
£¤¥ A 2 T , U 2 G(X). �§ «¥¬¬ë 4.1 á«¥¤ã¥â á¢®©áâ¢® 1) á¥¬¥©áâ¢  �1. �®­¥ç­ ï  ¤¤¨â¨¢­®áâì
ª« áá  �1 ®ç¥¢¨¤­ ,   ª®­¥ç­ ï ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­®áâì «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï, â. ¥. �1 ®¡« ¤ ¥â á¢®©-
áâ¢®¬ 2). �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á¢®©áâ¢  3) ãáâ ­®¢¨¬ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­® á«¥¤ãîéãî «¥¬¬ã.

�¥¬¬  4.2. �®¢®ªã¯­®áâì ¤®¯®«­¥­¨© (¯® ®â­®è¥­¨î ª L) ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢ ¨§ ª« áá  �1

á®¢¯ ¤ ¥â á á¥¬¥©áâ¢®¬ ¢á¥å ª®­¥ç­ëå ®¡ê¥¤¨­¥­¨© ¬­®¦¥áâ¢ ¢¨¤  A � F , £¤¥ A 2 T , F 2
F(X).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâìD 2 �1, â. ¥.D =
p

[
k=1

(Ak�Uk), £¤¥ (8k) Ak 2 T , Uk 2 G(X). �®«®¦¨¬

P = f1; 2; : : : ; pg. �®£¤ 

L nD = [
J�P

h�
T n [

i2J
Ai

�
�
�
X n [

i2PnJ
Ui
�i

= [
J�P

(CJ � FJ);

£¤¥ (8J � P) CJ 2 P, FJ 2 F(X).

�¡à â­®, ¥á«¨ C =
p

[
k=1

(Ak � Fk), £¤¥ (8k) Ak 2 T , Fk 2 F(X), â® L n C = [
J�P

(DJ � UJ), £¤¥

(8J � P) DJ 2 T , UJ 2 G(X), â. ¥. L n C 2 �1.
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�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì á¢®©áâ¢® 3) ª« áá  �1. �ãáâì D 2 �1, â. ¥. D =
p

[
k=1

(Ak�Uk), £¤¥ (8k) Ak 2 T ,

Uk 2 G(X). � ª ª ª Uk =
1
[
j=1

Fkj , £¤¥ (8j) Fkj 2 F(X), â® D =
p

[
k=1

1
[
j=1

(Ak � Fkj =
1
[
j=1

Cj , £¤¥

Cj =
p

[
k=1

(Ak � Fkj), â ª çâ® ¯® «¥¬¬¥ 4.2 (8j) L n Cj 2 �1.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤ ­­ë© ª« áá �1 ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ 1){3) ¨§ à §¤¥«  1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ª
¨§ãç ¥¬®© á¨âã æ¨¨ ¯à¨¬¥­¨¬ë ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë ¨§ à §¤¥«  1. � ç áâ­®áâ¨, ®¯à¥¤¥«¥­ë ª« ááë
��, �� ¨ �� £¨¡à¨¤­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¯à¨ ¢á¥å � 2W , ¯à¨ç¥¬ � = [�� = [�� = [��.

�¥à¥©¤¥¬ ª ¯à¨¬¥­¥­¨î à¥§ã«ìâ â®¢ ¨§ à §¤¥«®¢ 2, 3. � íâ®© æ¥«ìî à áá¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢®

J := fA � T : (B � A)) (B 2 T )g:

�ç¥¢¨¤­®, J � T ¨ ï¢«ï¥âáï �-¨¤¥ «®¬ ­  T (â. ¥. á¥¬¥©áâ¢® J áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®, ¨ ¥á«¨ A 2 J ,
  B � A, â® B 2 J ), ¯à¨ç¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ ¨§ ¨¤¥ «®¢, á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ T .

�áª«îç¨¬ â¥¯¥àì á«ãç ©, ª®£¤  T á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  T . �àã£¨¬¨
á«®¢ ¬¨, ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® T =2 J . �®«®¦¨¬ R = fT0 � T : T n T0 2 J g, � = fT0 � X :
T0 2 Rg. �ç¥¢¨¤­®, á¥¬¥©áâ¢  R ¨ � áç¥â­®-¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë. �à®¬¥ â®£®, � � �1 n f;g, â. ¥.
� ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ¨§ à §¤¥«  2. �­ ç¨â, ¯à¨¬¥­¨¬ë ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë ¨§ à §¤¥«®¢ 2, 3
®â­®á¨â¥«ì­® �-¨§¬¥à¨¬ëå äã­ªæ¨© f : L! Y , £¤¥ Y | ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

� ¤ ­­®© á¨âã æ¨¨ (â. ¥. ª®£¤  L = T �X, � = T �B(X)) �-¨§¬¥à¨¬ë¥ äã­ªæ¨¨ ­ §ë¢ îâáï
[2], [3] áâ ­¤ àâ­ë¬¨. �¢¨¤ã ¢ ¦­®áâ¨ íâ®£® ¯®­ïâ¨ï ¤ ¤¨¬ ¥¬ã ¯àï¬®¥

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4.1. �ã­ªæ¨ï f : T � X ! Y ­ §ë¢ ¥âáï áâ ­¤ àâ­®©, ¥á«¨ ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬
T0 2 R äã­ªæ¨ï f jT0�X (�;B(Y ))-¨§¬¥à¨¬ .

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å áâ ­¤ àâ­ëå äã­ªæ¨© (¯à¨ ¤ ­­ëå T , T ,X ¨ Y ), â. ¥. S|
¤àã£®¥ ®¡®§­ ç¥­¨¥ ¤«ï ��. � á¨«ã «¥¬¬ë 2.1 á¥¬¥©áâ¢® S § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® �-áå®¤¨¬®áâ¨.

�«ï äã­ªæ¨© f : L ! Y á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 2.3 (£¤¥ � = fT0 � X : T0 2 Rg) ¢¢®¤¨âáï
¯®­ïâ¨¥ ��-¨§¬¥à¨¬®áâ¨. �§ à §¤¥«  2 á«¥¤ã¥â, çâ® (8� 2 W ) �� � S,   ¥á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Y
á¥¯ à ¡¥«ì­®, â® S = [

�2W
��.

�¥à¥©¤¥¬ ª ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ â¨¯  �íà  áâ ­¤ àâ­ëå äã­ªæ¨©,   ¨¬¥­­®, ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯à¨ ¢á¥å
� 2 W ª«aááë B� äã­ªæ¨© f : L ! Y á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 3.1. �á¥ íâ¨ ª« ááë á®áâ®ïâ ¨§
áâ ­¤ àâ­ëå äã­ªæ¨©, â. ¥. B � S. �®ç­¥¥ £®¢®àï (á¬. ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.1) (8� 2 W ) B� � ��+1,  
¯à¨ á¥¯ à ¡¥«ì­®áâ¨ ¯à®áâà ­áâ¢  Y ¢¥à­® ¨ ®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥ (â¥®à¥¬  3.1). � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¥á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Y á¥¯ à ¡¥«ì­®, â® äã­ªæ¨ï f : T �X ! Y áâ ­¤ àâ­  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ®­  ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ­¥ª®â®à®¬ã ª« ááã B�, â. ¥. S = B.

B § ª«îç¥­¨¥ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ ­¥ª®â®àëå ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå ãá«®¢¨ïå ¢á¥ ª« ááë B� áâ ­¤ àâ-
­ëå äã­ªæ¨© à §«¨ç­ë. �à¨ íâ®¬ ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ â¥®à¥¬ã 22.4 ¨§ [6], ¢ ª®â®à®©, ¢ ç áâ­®áâ¨,
ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® ¥á«¨ X | ­¥áç¥â­®¥ ¯®«ìáª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â® (8� 2 W ) ��(X) 6= ��+1(X).
�¤¥áì ¯®¤ �1(X) (�1(X)) ¯®­¨¬ ¥âáï ª« áá ¢á¥å ®âªàëâëå (á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, § ¬ª­ãâëå) ¬­®-
¦¥áâ¢ ¢ X,   ¯à¨ � > 1 ª« ááë ��(X) ¨ ��(X) ®¯à¥¤¥«ïîâáï à¥ªãàá¨¢­® ¯® ä®à¬ã« ¬ (1.1) ¨
(1.2).

� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢¯à¥¤ì ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ª« ááë £¨¡à¨¤­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ç¥à¥§ ��(L), ��(L),
��(L), £¤¥, ª ª ¨ ¯à¥¦¤¥, L = T �X.

�«¥¤ãîé¨¥ ¤¢¥ «¥¬¬ë «¥£ª® ¤®ª §ë¢ îâáï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® � 2W .

�¥¬¬  4.3. �ãáâì A 2 T n f;g, B � X. �®£¤  ¥á«¨ A � B 2 ��(L) (��(L)) ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬

� 2W , â® B 2 ��(X) (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ��(X)).

�¥¬¬  4.4. �á«¨ B 2 ��(X) (��(X)) ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ � 2 W , â® T � B 2 ��(L) (á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­® ��(L)).

�¥®à¥¬  4.1. �ãáâì X | ­¥áç¥â­®¥ ¯®«ìáª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,   Y á®¤¥à¦¨â ¡®«¥¥ ®¤­®©

â®çª¨. �®£¤  (8� 2W ) ��+1 6= ��.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ä¨ªá¨àã¥¬ � 2W . � á¨«ã «¥¬¬ë 1.1 ¨ â¥®à¥¬ë 22.4 ¨§ [6] áãé¥áâ¢ã¥â
¬­®¦¥áâ¢® D 2 ��+1(X) n��(X). �®§ì¬¥¬ ¢ Y ¤¢¥ â®çª¨ y ¨ z ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨î f : L! Y ,
¯®«®¦¨¢

f(t; x) =

(
y; (t; x) 2 T �D;

z; (t; x) 2 L n (T �D):

� ª ª ª D 2 ��+1(X), â® ¯® «¥¬¬¥ 4.4 T �D 2 ��+1(L). �®£¤  ¨ L n (T �D) 2 ��+1(L). � ª çâ®

(8V 2 G(Y )) f�1(V) 2 ��+1(L);

â. ¥. f 2 ��+1. �®ª ¦¥¬, çâ® f =2 ��. � íâ®© æ¥«ìî ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ T0 2 R (â. ª. T =2 J ,
â® T0 6= ;). �®£¤  (f jT0�X)

�1(Y n fzg) = T0 � D =2 ��(L), â. ª. ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¯® «¥¬¬¥ 4.3
¯®«ãç¨¬, çâ® D 2 ��(X),   íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ë¡®àã ¬­®¦¥áâ¢  D.

�«¥¤áâ¢¨¥ 4.1. �á«¨ ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë 4.1 ¯à®áâà ­áâ¢® Y á¥¯ à ¡¥«ì­®, â® ¢á¥ ª« ááë
B� áâ ­¤ àâ­ëå äã­ªæ¨© à §«¨ç­ë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® (8� 2W ) B� 6= B�+1, ­® íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë
4.1 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 3.1.
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