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ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

Аннотация. В работе найден спектральный радиус одного интегрального оператора, являю-
щегося обобщением оператора Чезаро.
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1. Введение. В предлагаемой работе рассматривается оператор Aρ : Lp → Lp, опреде-
ляемый равенством (

Aρz
)
(t) =

1
t

∫ t/ρ

0
z(s) ds

при 1 � ρ < ∞. Здесь Lp, 1 < p < ∞, есть пространство суммируемых со степенью p

вещественных скалярных функций z : [0,+∞) → R с нормой ‖z‖Lp =
( +∞∫

0

|z(s)|p ds
)1/p

.

При ρ = 1 оператор Aρ называется оператором Чезаро и имеет вид

(Az)(t) =
1
t

∫ t

0
z(s) ds.

Оператор Чезаро активно исследовался в 70-х годах XX века. Интерес к оператору Чезаро
возник в процессе изучения сингулярного дифференциального уравнения, применяющегося
в теории химического реактора [1]–[3] и в некоторых математических моделях механики [4].
При изучении сингулярных уравнений в Пермской школе по функционально-дифферен-

циальным уравнениям часто применялись известные свойства оператора Чезаро, в том
числе оценка его нормы ([5], с. 177; [6]–[10]). Использовались также различные обобщения

оператора Чезаро. Например, операторы вида 1
tα

t∫
0

sα−1z(s) ds и
t∫
0

t−s
t2

z(s) ds изучались в

работах [11]–[13].
Оператор Aρ возникает при исследовании функционально-дифференциальных уравне-

ний, в линейной части которых присутствует оператор вида ẋ(t) + 1
t x

(
t
ρ

)
, содержащий сла-

гаемое x
(

t
ρ

)
, ρ = const, определяющее преобразование растяжения (сжатия). В частности,

такие уравнения исследовались в работах [14] и [15].
В предлагаемой работе найдены точные значения нормы и спектрального радиуса опе-

ратора Aρ при ρ > 1. При этом использовался метод, который позволил оценить норму
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оператора Чезаро. Норма оператора Чезаро оценивается с помощью неравенства Харди

‖Az‖Lp � p

p − 1
‖z‖Lp . (1)

Отметим, что в неравенстве (1) константа p
p−1 является наилучшей ([16], с. 289), т. е.

совпадает с нормой оператора A.
Неравенство (1) было впервые доказано Харди ([16], с. 289) в 1920 году. Позднее появи-

лись другие доказательства этого неравенства. В ([16], с. 289) упомянуты работы таких
математиков, как Э.Ландау, И.Шур и другие. Там же приведены соответствующие ссыл-
ки. Следует отметить, что эти результаты и позднее повторялись некоторыми авторами,
например, в работах [17], [18].
Можно выделить три типа доказательств неравенства Харди ([16], с. 291–294). Наиболее

лаконичное и изящное доказательство принадлежит И.Шуру (I. Schur) и приведено в виде
тестаШура для случая p = 2 в ([19], с. 33). Будем опираться на один из усиленных вариантов
теста Шура, который для удобства читателей приводится ниже с доказательством.

2. Тест Шура. Для формулировки требуемого утверждения введем следующие обозна-
чения и предположения.
Пусть T , S — имеющие ненулевую меру подмножества вещественной прямой, Lp(S) —

пространство суммируемых со степенью p, 1 < p < ∞, скалярных вещественных функций
z : S → R, имеющее стандартную норму ‖z‖Lp(S) =

( ∫
S

|z(s)|p ds
)1/p

. Аналогично определим

пространство Lp(T ). Сопряженный к p индекс обозначим p′ = p/(p − 1).
Усиленный вариант теста Шура сформулируем для оператора K : Lp(S) → Lp(T ), опре-

деленного равенством (Kz)(t) =
∫
S

K(t, s)z(s) ds. Здесь z ∈ Lp(S), функция K(t, s) измерима

на множестве T × S и неотрицательна при почти всех (t, s) ∈ T × S. Далее, произведение
K(t, ·)z(·) суммируемо на множестве S при почти всех t ∈ T .
Следующее утверждение в основных деталях повторяет теорему 5.2 из ([19], с. 33).

Лемма A. Пусть существуют измеримые функции u и v такие, что u(t) � 0 при t ∈ T
и v(s) > 0 при s ∈ S.
Если существуют положительные числа α и β такие, что для почти всех t ∈ T и

s ∈ S выполняются неравенства[ ∫
S

K(t, s)v(s) ds

]p−1

� αu(t) (2)

и ∫
T

K(t, s)u(t) dt � β
[
v(s)

]p−1
, (3)

то оператор K : Lp(S) → Lp(T ) ограничен и ‖K‖p
Lp(S)→Lp(T ) � αβ.

Доказательство. Оценим норму Kz в пространстве Lp(T ) при произвольном z ∈ Lp(S):

‖Kz‖p
Lp(T ) =

∫
T

∣∣∣∣
∫

S
K(t, s)z(s) ds

∣∣∣∣
p

dt =

=
∫

T

∣∣∣∣
∫

S

[
K(t, s)

]1/p′[
v(s)

]1/p′[
K(t, s)

]1/p[
v(s)

]−1/p′
z(s) ds

∣∣∣∣
p

dt.
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Применим неравенство Гёльдера

‖Kz‖p
Lp(T ) �

∫
T

[(∫
S

K(t, s)v(s) ds

)1/p′(∫
S

K(t, s)
[
v(s)

]−p+1∣∣z(s)
∣∣p ds

)1/p]p

dt.

Воспользуемся тем, что p/p′ = p − 1, и неравенством (2)

‖Kz‖p
Lp(T ) �

∫
T

(∫
S

K(t, s)v(s) ds

)p−1(∫
S

K(t, s)
[
v(s)

]−p+1∣∣z(s)
∣∣p ds

)
dt �

�
∫

T
αu(t)

( ∫
S

K(t, s)
[
v(s)

]−p+1∣∣z(s)
∣∣p ds

)
dt.

Воспользуемся теоремой Тонелли ([20], с. 65), позволяющей изменить порядок интегриро-
вания, и неравенством (3)

‖Kz‖p
Lp(T ) � α

∫
S

∫
T

K(t, s)u(t) dt
[
v(s)

]−p+1∣∣z(s)
∣∣p ds �

� α

∫
S

β
[
v(s)

]p−1[
v(s)

]−p+1∣∣z(s)
∣∣p ds = αβ‖z‖p

Lp(S).

Поэтому ‖K‖p
Lp(S)→Lp(T ) � αβ. �

Замечание 1. Измеримость функций K(t, ·)v(·) и K(·, s)u(·), применяемая в доказатель-
стве, следует из измеримости функции K(·, ·) в силу теоремы Тонелли ([20], с. 65) и свойств
измеримых функций. Суммируемость функции K(t, ·)z(·) вытекает из того факта, что p > 1
и Lp является подпространством пространства суммируемых функций.

Замечание 2. Эффективность применения леммы A зависит от удачного выбора пары
функций u и v, удовлетворяющих ее условиям. Сама лемма A не содержит никаких рекомен-
даций, однако примеры показывают, что для широкого класса сингулярных интегральных
операторов, например, для некоторых обобщений оператора Чезаро [21] выбор необходимой
пары функций не составляет труда.

3. Основной результат.

Лемма 1. Спектральный радиус оператора Aρ в пространстве Lp не может быть больше
p′/ρ1/p′ .

Доказательство. Оценим норму оператора Aρ с помощью леммы A. Для ее применения
положим T = S = (0,∞). На декартовом произведении T × S определим функцию Aρ(·, ·)

равенством Aρ(t, s) = 1
t θ

(
t
ρ − s

)
, где θ(τ) =

{
1, если τ � 0;
0, если τ < 0.

Тогда для любой функции

z ∈ Lp справедливо (Aρz)(t) =
∞∫
0

Aρ(t, s)z(s) ds.

В качестве функций u и v выберем функции u(t) = t−1/p′ , v(s) = s−1/p. Покажем спра-
ведливость неравенств (2) и (3) и найдем соответствующие значения α и β.

Выражение
∫
S

Aρ(t, s)v(s) ds имеет вид
∞∫
0

1
t θ

(
t
ρ − s

)
s−1/p ds = p′

ρ1/p′ t
−1/p.

Вычислим
[ ∫

S

Aρ(t, s)v(s) ds
]p−1

. Получим
(
t−1/p

)p−1 = u(t) в силу соотношения между

p и p′; α = (p′/ρ1/p′)p−1.



6 А.Р.АБДУЛЛАЕВ, И.М.ПЛАКСИНА

Аналогично предыдущему можно показать, что∫
T
Aρ(t, s)u(t) dt =

∫ +∞

0

1
t
θ

(
t

ρ
− s

)
t−1/p′ dt =

p′

ρ1/p′
s−1/p′ ,

т. е. β = p′/ρ1/p′ и
(
s−1/p′

)1/(p−1) = s−1/p = v(s).
Итак, α = (p′/ρ1/p′)p−1 и β = p′/ρ1/p′ . Следовательно, в силу леммы A ‖Aρ‖Lp � p′/ρ1/p′ .

Поэтому ([20], с. 106) спектральный радиус r
(
Aρ

)
оператора Aρ удовлетворяет неравенству

r
(
Aρ

)
� p′/ρ1/p′ . �

Лемма 2. Спектральный радиус оператора Aρ в пространстве Lp не может быть мень-
ше p′

ρ1/p′ .

Доказательство. I. Покажем, что

(
An

ρz
)
(t) =

1
(n − 1)!

1
t

∫ t/ρn

0

(
ln

t

ρns

)n−1

z(s) ds. (4)

Так как (
An+1

ρ z
)
(t) =

1
t

∫ t/ρ

0

(
An

ρz
)
(s) ds, (5)

то методом математической индукции получим

(
An+1

ρ z
)
(t) =

1
n!

1
t

∫ t/ρn+1

0

(
ln

t

ρn+1s

)n

z(s) ds.

Начнем с n = 1:
(
A1

ρz
)
(t) ≡ (Aρz)(t) =

1
t

∫ t/ρ

0
z(s) ds ≡ 1

0!
1
t

∫ t/ρ1

0

(
ln

t

ρ1s

)0

z(s) ds.

Далее, в силу (4) и (5) имеем

(
An+1

ρ z
)
(t) =

1
t

∫ t/ρ

0

1
(n − 1)!

1
s

∫ s/ρn

0

(
ln

s

ρnτ

)n−1

z(τ) dτ ds.

Изменение порядка интегрирования в последнем равенстве, ссылка на теорему Тонелли

([20], с. 65) и вычисление внутреннего интеграла
t/ρ∫

ρnτ

(
ln s

ρnτ

)n−1 1
s ds завершают доказатель-

ство формулы (4).

II. Покажем, что существует последовательность zm ∈ Lp такая, что ‖zm‖Lp = 1 для
всех натуральных значений m и соответствующая последовательность ‖An

ρzm‖Lp такова,
что lim

m→+∞
‖An

ρzm‖Lp �
( p′

ρ1/p′
)n.

Положим zm(t) =

{
cmt(1−m)/mp, если t ∈ (0,m];
0, если t ∈ (m,+∞).

Из условия ‖zm‖Lp = 1 получим cm = m−(m+1)/mp. Теперь оценим норму выражения
An

ρzm в пространстве Lp. Для этого запишем при t � mρn выражение

(
An

ρzm

)
(t) = cm

1
(n − 1)!

1
t

∫ t/ρn

0

(
ln

t

ρns

)n−1

s(1−m)/mp ds. (6)
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После замены переменной ζ =
(

1
p′ + 1

mp

)
ln t

ρns выражение (6) принимает вид(
An

ρzm

)
(t) = t−(m−1)/mp

(
mp

(p − 1)m + 1
ρ−[(p−1)m+1]/mp

)n

.

Оценим норму An
ρzm в пространстве Lp снизу

∥∥An
ρzm

∥∥p

Lp � cp
m

(
mp

(p − 1)m + 1
ρ−[(p−1)m+1]/mp

)np ∫ m

0
t−1+1/m dt =

=
(

mp

(p − 1)m + 1
ρ−[(p−1)m+1]/mp

)np

.

Поэтому lim
m→+∞

‖An
ρzm‖Lp � (p′/ρ1/p′)n, следовательно, для любого натурального значе-

ния n справедливо неравенство

‖An
ρ‖Lp �

(
p′

ρ1/p′

)n

(7)

и lim
n→+∞

‖An
ρ‖

1/n
Lp � (p′/ρ1/p′).

Последнее неравенство означает, что спектральный радиус r(Aρ) оператора Aρ не может
быть меньше p′/ρ1/p′ . Неравенство (7) при n = 1 гарантирует ограниченность снизу ‖Aρ‖Lp

числом p′/ρ1/p′ . �

Из лемм 1, 2 следует

Теорема 1. Оператор Aρ действует в пространстве Lp и является ограниченным опе-
ратором. Норма и спектральный радиус оператора Aρ равны p′/ρ1/p′ .

Теорема 2. Пусть |k| < 1
p′ρ

1/p′ . Тогда оператор I+kAρ : Lp → Lp обратим, причем обрат-

ный к нему оператор имеет вид
(
Λρz

)
(t) = z(t) + 1

t

+∞∑
n=1

(−1)n kn

(n−1)!

t/ρn∫
0

(
ln t

ρns

)n−1
z(s) ds.

Доказательство. Если |k| < 1
p′ρ

1/p′ , то норма оператора kAρ меньше единицы. Поэтому
оператор I + kAρ обратим. Обратный оператор представим в виде суммы ряда Неймана,
причем этот ряд сходится. Поэтому обратный оператор имеет вид

Λρ ≡
(
I + kAρ

)−1 = I − kAρ + k2A2
ρ − k3A3

ρ + · · · .

Здесь оператор An
ρ определяется равенством (4) в силу доказательства леммы 2. �

Значение k = − 1
p′ρ

1/p′ оказывается критическим для оператора вида I + kAρ. В прило-
жении к функционально-дифференциальным уравнениям важное значение имеет

Теорема 3. Если |k| < 1
p′ρ

1/p′, то оператор Λρ : Lp → Lp представим в виде I +Kρ, где Kρ

является линейным интегральным вольтерровым оператором и его ядро Kρ(t, s) имеет

вид 1
t

[
logρ

t
s

]∑
n=1

(−1)n kn

(n−1)!

(
ln t

ρns

)n−1. Здесь [a] — целая часть числа a.

Доказательство. Напомним, что оператор V : X → Y ([5], с. 64) называется вольтерро-
вым, если для каждого c ∈ (0, b) и для всех таких x ∈ X, что x(t) = 0 при t ∈ [0, c],
равенство (V x)(t) = 0 выполняется на отрезке t ∈ [0, c]. В силу теоремы 2 при |k| < 1

p′ρ
1/p′
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ряд
+∞∑
n=1

(−1)n kn

(n−1)!

t/ρn∫
0

(
ln t

ρns

)n−1
z(s) ds сходится. Поэтому ([20], с. 72) допустима переме-

на порядка суммирования и интегрирования. Следовательно, ядро Kρ(t, s) оператора Kρ

принимает вид

Kρ(t, s) =
1
t

+∞∑
n=1

(−1)n
kn

(n − 1)!

(
ln

t

ρns

)n−1

θ(t − ρns) =
1
t

[logρ
t
s
]∑

n=1

(−1)n
kn

(n − 1)!

(
ln

t

ρns

)n−1

и оператор Kρ определяется равенством (Kρz)(t) =
t∫
0

Kρ(t, s)z(s) ds. �
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