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Аннотация

В работе построена одномерная математическая модель высокочастотного емкост-
ного разряда в аргоне в локальном приближении между симметричными электродами
при атмосферном давлении. В модели учтено наличие электронов, атомарных и моле-
кулярных ионов, метастабильных атомов и димеров аргона, а также атомов в основном
состоянии. Описан численный алгоритм реализации математической модели, основанный
на конечномерной аппроксимации задачи с помощью разностных схем с последующим
применением для ее решения итерационного процесса. Для реализации итерационного
процесса разработан комплекс программ в среде MatLab. С помощью этого комплекса
для модельной задачи построены характеристики высокочастотного емкостного разряда
в плазмотроне с межэлектродными расстояниями 0.2 и 2 см при атмосферном давлении.
Получено хорошее качественное и количественное согласование результатов численных
расчетов с известными из литературы данными натурных экспериментов и расчетными
данными.

Ключевые слова: математическое моделирование, высокочастотный емкостной раз-
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менты

Введение

Низкотемпературная плазма широко применяется в различных областях науки
и техники [1–6]. Для получения плазмы используются различные типы разрядов, и
в их числе большое место занимают высокочастотные разряды, в частности высо-
кочастотные емкостные (ВЧЕ) разряды [7–12]. В качестве плазмообразующего газа
часто используется аргон. Для связи внутренних и внешних параметров разряда
применяются экспериментально-расчетные методики, которые, взаимно дополняя
друг друга, позволяют решать многие задачи физики и химии низкотемпературной
плазмы [13, 14]. В предыдущих работах автора [15, 16] был дан обзор работ, посвя-
щенных моделированию ВЧЕ-разрядов. При этом отмечалось, что, как правило, в
работах, посвященных моделированию ВЧЕ-разряда в аргоне, предполагается, что
плазма состоит из электронов, атомарных ионов, метастабильных атомов и атомов
в основном состоянии. Однако в статье [17] для СВЧ-разряда исследована зави-
симость соотношений концентраций молекулярных и атомных ионов в аргоне при
атмосферном давлении от температуры газа и выявлено, что при температурах
порядка 500 К преобладают молекулярные ионы, тогда как при температурах от
1500 К начинается рост концентрации атомарных ионов. Поэтому в работах [18–21]
путем решения модельных задач, учитывающих наличие электронов, атомарных
ионов, метастабильных атомов и атомов в основном состоянии, исследована зави-
симость газовой температуры и остальных характеристик разряда от граничных
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условий, описывающих свойства образца-электрода, и сделан вывод о необходимо-
сти включения в кинетическую схему молекулярных ионов и димеров аргона.

В настоящей работе предложена одномерная самосогласованная модель ВЧЕ-
разряда при атмосферном давлении в аргоне, учитывающая вышеуказанные фак-
торы. Разработан приближенный алгоритм численной реализации предложенной
нелинейной модели, основанный на ее конечномерной аппроксимации с последую-
щим применением итерационного метода. Отметим, что различные итерационные
методы решения нелинейных задач, в том числе с частными производными, пред-
лагались и ранее (см., например, [22–26] и др.). Однако изучаемая нами задача
имеет ряд особенностей, в частности наличие разных временных масштабов изме-
нения основных характеристик установившегося состояния ВЧЕ-разряда понижен-
ного давления. Кроме того, характерной особенностью задачи является большие
градиенты плотности заряженных частиц и напряженности электрического поля,
электронной температуры в приэлектродных слоях на границах расчетной области.
Поэтому потребовалась разработка специальных методов, учитывающих эти осо-
бенности. Результаты проведенных численных экспериментов хорошо качественно
и количественно согласуются с известными из литературы данными натурных экс-
периментов, а также с результатами численных расчетов.

1. Постановка задачи

Изучается ВЧЕ-разряд между двумя плоско-параллельными электродами, один
из которых заземлен, а другой соединен с ВЧЕ-генератором, расстояние между
электродами меньше размеров самих электродов. В этих условиях электрическое
поле близко к потенциальному и разряд однороден вдоль электродов, что позволяет
применить одномерную модель, которая допускает в диффузионно-дрейфовой по-
становке учесть кинетику плазмохимических процессов. Оценки времени и расстоя-
ния, за которые электроны теряют приобретенную от поле энергию, показывают,
что при моделировании ВЧЕ-разряда при атмосферных давлениях можно исполь-
зовать локальное приближение, при котором параметры электронной компоненты
плазмы (коэффициенты диффузии, подвижности, а также средняя энергия, скоро-
сти процессов плазмохимических реакций и т. д.) зависят от локального значения
приведенного электрического поля (отношения E/N напряженности электриче-
ского поля E к концентрации тяжелых частиц N – концентрации атомов аргона
в основном состоянии) [27]. Разработанная модель учитывает следующие особен-
ности ВЧЕ-разряда: существование областей, где квазинейтральность не наблюда-
ется, изменение во времени приложенного напряжения, а также наличие процессов
с участием метастабильных атомов, молекулярных ионов и димеров. Эффективное
перемешивание четырех низших близкорасположенных электронно-возбужденных
состояний позволяет заменить их единым уровнем [28, 29].

Обозначим через b расстояние между электродами, считаем, что заземленный
электрод находится в точке x = 0 , нагруженный – в точке x = b (ось Ox направ-
лена перпендикулярно поверхности электродов).

Процессы, происходящие в ВЧЕ-разряде при атмосферных давлениях, описы-
ваются с помощью следующих начально-краевых задач и задач Коши.

1.1. Уравнение конвекции-диффузии для атомарных ионов.

∂n+

∂t
+

∂G+

∂x
= R1neN + R2n

2
m + R3nmne −R5n+n2

e −R4n+ne+

+ R12nen2+ −R11n+N2 + R20Nn2+, 0 < x < b, t > 0, (1)
где ne , n2+ – концентрации электронов и атомарных и молекулярных положи-

тельно заряженных ионов соответственно, nm – эффективная концентрация
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метастабильных атомов аргона, G+ = −D+∂n+/∂x + n+µ+ E – плотность пото-
ка атомарных ионов, µ+ – подвижность атомарных ионов, D+ – коэффициент
диффузии атомарных ионов, E = ∂ϕ/∂x , ϕ – потенциал электрического поля.

Здесь и далее Ri , i = 1, 2, . . . , 20 , – коэффициенты скоростей плазмохимических
реакций, приведенные в табл. 1.

В соответствии с [28] уравнение (1) дополним следующими граничными усло-
виями:

при x = 0 {
G+(0, t) = (−n+v+ + µ+n+E )|(0+,t) , E < 0,

G+(0, t) = (−n+v+)|(0+,t) , E ≥ 0;
(2)

при x = b {
G+(b, t) = (n+v+ + µ+n+E)|(b−,t) , E ≥ 0,

G+(b, t) = (n+v+)|(b−,t) , E < 0.
(3)

Здесь m+ – масса атомарного иона, v+ =
√

8kTa/(πm+)
/
4 – средняя тепловая

скорость атомарных ионов, k – постоянная Боцмана.
В модели предполагается равенство температур Ta атомов, атомарных ионов

и возбужденных атомов, что отражено при формулировке граничных условий
(2), (3), а также ниже – (5), (6) и (13).

1.2. Уравнение конвекции-диффузии для молекулярных ионов Ar2+

∂n2+

∂t
+

∂G2+

∂x
= R10n

2
m + R11n+N2 −R13n2+ne + R16n

2
2∗+

+ R17nmn2∗ −R20Nn2+, 0 < x < b, t > 0, (4)

где n2∗ – концентрация димеров аргона, G2+ = −D2+∂n2+/∂x + n2+µ2+E – плот-
ность потока молекулярных ионов, µ2+ – подвижность молекулярных ионов, D2+ –
коэффициент диффузии молекулярных ионов.

Как и для уравнения конвекции-диффузии для атомарных ионов, граничные
условия сформулируем в следующем виде (m2+ – масса молекулярного положи-
тельно заряженного иона):

при x = 0
{

G2+(0, t) = (−n2+v2+ + µ2+n2+E)|(0+,t) , E < 0,

G2+(0, t) = (−n2+v2+)|(0+,t) , E ≥ 0;
(5)

при x = b

{
G2+(b, t) = (n2+v2+ + µ2+n2+E)|(b−,t) , E ≥ 0,

G2+(b, t) = (n2+v2+)|(b−,t) , E < 0,
(6)

где v2+ =
√

8kTa/(πm2+)
/
4 – средняя тепловая скорость молекулярных ионов.

1.3. Уравнение конвекции-диффузии для электронного газа

∂ne

∂t
+

∂Ge

∂x
= R1neN + R2n

2
m + R3nmne −R4nen+ −R5n+n2

e+

+ R10n
2
m −R13n2+ne + R16n

2
2∗ + R17nmn2∗, 0 < x < b, t > 0, (7)
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где Ge = −De∂ne/∂x − neµeE – плотность потока электронов, µe – подвижность
электронов, De – коэффициент диффузии электронов.

Граничные условия при x = 0 выбираются в виде
{

Ge(0, t) = (−neve − µeneE)|(0+,t) , E ≥ 0,

Ge(0, t) = (−neve − γ(µ+n+E + µ2+n2+E))|(0+,t) , E < 0;
(8)

а при x = b – в виде
{

Ge(b, t) = (neve − µeneE)|(b−,t) , E < 0,

Ge(b, t) = (neve − γ(µ+n+E + µ2+n2+E) )|(b−,t) , E ≥ 0.
(9)

Здесь γ – коэффициент вторичной электронной эмиссии с электродов, Te – тем-
пература электронов, me – масса электрона, ve =

√
8kTe/(πme)

/
4 – средняя теп-

ловая скорость электронов.
При нормальных условиях считается, что в газе содержится ∼ 104 см−3 заря-

женных частиц. Это значение примем за начальное условие для полной концент-
рации заряженных положительных частиц и электронов.

1.4. Уравнение Пуассона для потенциала электрического поля

− ∂2ϕ

∂x2
=

qe

ε0

(
n+ + n2+ − ne

)
, 0 < x < b, t > 0, (10)

с граничными условиями
{

ϕ(b, t) = Va sin(ωt) (нагруженный электрод),

ϕ(0, t) = 0 (заземленный электрод).
(11)

Здесь qe – заряд электрона, ε0 – электрическая постоянная вакуума, ω – круго-
вая частота электромагнитного поля, Va – амплитуда колебания напряжения на
нагруженном электроде.

1.5. Уравнение баланса концентрации метастабильных атомов

∂nm

∂t
− ∂Gm

∂x
= R6neN + R18nen2∗ −R2n

2
m −R3nmne −R7nm −R8nmN−

−R9nmne −R10n
2
m −R15nmN2 −R17nmn2∗ −R19nmN2, 0 < x < b, t > 0. (12)

Здесь Gm = Dm∂nm/∂x – плотность потока метастабильных атомов, Dm – коэф-
фициент диффузии метастабильных атомов аргона.

Граничные условия для уравнения (12) имеют вид
{

Gm(0, t) = (−nava)|(0+,t) ,

Gm(b, t) = (nava)|(b−,t) ,
(13)

где va =
√

8kTa/(πma)
/
4 – средняя тепловая скорость возбужденных атомов.

Начальные условия для уравнения (12) зададим в виде

nm(x, 0) = 0. (14)
1.6. Кинетическое уравнение для димеров аргона Ar∗2

∂n2∗
∂t

= R19nmN2 + R15N
2nm −R14n2∗ −R16n

2
2∗ −R17nmn2∗ −R18nen2∗. (15)
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Начальные условия выберем нулевыми, так же как и для метастабильных ато-
мов:

n2∗(x, 0) = 0. (16)

1.7. Кинетическое уравнение для нейтральных атомов

∂ N

∂t
= −R1neN + R2n

2
m + R4n+ne + R5n+n2

e −R6neN + R7nm+

+ R8nmN + R9nmne −R11n+N2 + R12n2+ne + 2R13n2+ne + R14n2∗−
−R15nmN2 + 2R16n2∗ + R17nmn2∗ −R19nmN2, 0 < x < b, t > 0. (17)

Начальные условия, исходя из уравнения идеального газа, будем ставить как
P/(kTa(x, 0)) = N(x, 0) .

1.8. Уравнение теплопроводности атомно-ионного газа. Вследствие
того, что флуктуации атомной температуры возле средних за период измене-
ния поля значений пренебрежимо малы, уравнение баланса атомной температуры
можно рассматривать усредненным по периоду колебания электрического поля,
определяемому частотой f = 13.56 Мгц высокочастотного генератора. Кроме того,
считаем, что коэффициент передачи энергии, полученной ионами при перемещении
их полем к атомам, равен единице [11], что не должно привести к существенному
завышению атомной температуры, так как энергия, полученная в результате столк-
новений атомов и электронов, много больше, чем энергия, полученная в результате
столкновения атомов и ионов.

В дальнейшем крышкой будем обозначать усреднение соответствующей вели-
чины по периоду T = 2π/ω = 1/f , где ω = 2π f – круговая частота генератора.
Например, для ne при t ∈ ((p−1)T, pT ] , p = 1, 2, . . . (p – номер периода), полагаем

n̂p
e(x) =

pT∫

(p−1)T

ne(x, ξ) dξ. (18)

Аналогичным образом проводим усреднение и других параметров, входящих в
уравнение теплопроводности атомно-ионного газа. С учетом вышесказанного это
уравнение при t ∈ ((p− 1)T, pT ] , p = 1, 2, . . . , имеет вид

∂

∂x

(
−λa

∂ Ta

∂x

)
= ĵ p

i Ê p + Q̂ p
уп n̂ p

e N̂ p, (19)

где ji = qe (G+ +G2+) – ионный ток, λa – коэффициент теплопроводности атомно-
ионного газа, Qуп – энергия, получаемая тяжелыми частицами при упругих столк-
новениях.

Будем считать, что электрод охлаждается водой. Тогда уравнение (19) допол-
няется граничными условиями

− λa
∂Ta(0)

∂x
= −χ (Ta(0)− Tв) ,

− λa
∂Ta(b)

∂x
= χ (Ta(b)− Tв) ,

(20)

где χ – полный коэффициент теплоотдачи образца, Tв – температура охлаждаю-
щей электроды воды.
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Табл. 1

№ Процесс/характеристика Значение параметра Источник
1 Прямая ионизация R1 рассчитывается с помощью [31]

Ar+e → Ar++2e программы BOLSIG+, версия1.2
2 Пеннинговая ионизация R2=const= 6.2·10−16 [32]

Ar∗+ Ar∗ → Ar + Ar++e R2=7·10−16(Ta/300)0.5 [33]
R2=1.2·10−15(Ta/300)0.5 [34, 35]
R2=const= 5·10−16 [36]

3 Ступенчатая ионизация R3 = 2 · 10−11 exp(-25524.4/ Te) [33]
Ar∗+e → Ar++2e

4 Pекомбинация фото R4 = 2.7 · 10−19(Te/11602)−3/4 [13]
Ar++e → Ar+ hν

5 Тройная рекомбинация R5 = 8.75 · 10−39(Te/11602)−9/2 [13]
Ar++2e→Ar+e

6 Возбуждение метаста- R6 рассчитывается с помощью [31]
бильных атомов программы BOLSIG+, версия 1.2
Ar + e → Ar∗+e R6 = 10−9(Te/11602)× [13]

× exp(−134583/Te)

7 Излучение R7=const= 2.5·10−11 [29]
Ar∗ → Ar+ hν R7=const= 5·10−11 [34, 35]

8 Ar∗+ Ar → 2Ar R8=const=3·10−21 [32]
9 Ar∗+ e → Ar+e R9=const= 10−11 [32]
10 Хемоиионизация R10=const= 1.2·10−11 [29]

Ar∗+ Ar∗ → Ar2++e
11 Конверсия ионов R11=const= 2.5·10−43 [29]

2 Ar+ Ar+ → Ar2++Ar R11=2.25·10−43(Ta/300)−0.4 [17]
R11=2.5·10−43(Ta/300)3/2 [34, 35]
R11=2.5·10−43 [36]

12 Ar2++e → Ar+Ar++e R12= 1·10−11 exp(−23204/Te) [33]
13 Ar2++e → Ar+Ar R13= 1·10−13T−0.6

e (Ta/300)−0.6 [33]
R13= 1.1·10−13(Te/11602)−0.5 [37]

14 Ar∗2 → 2 Ar+hν R14=const= 1·10−11 [33]
15 Ar∗+2 Ar → Ar∗2+Ar R15=const= 1.1·10−43 [32, 38]
16 Ar∗2+Ar∗2 → e+ 2Ar+Ar2+ R16= 7·10−16(Ta/300)0.5 [33]
17 Ar∗2+Ar∗ → e+Ar+Ar2+ R17= 7·10−16(Ta/300)0.5 [33]
18 e+Ar∗2 → 2 Ar∗+e R18= 1·10−13 exp(11602/Te) [33]
19 Образование димеров R19=const= 1.5·10−44 [29]

Ar∗+2 Ar→ Ar∗2 + Ar

20 Ar∗2+Ar→ 3 Ar+Ar∗+e R20 =
5.22 · 10−16 exp(−15129.008/Ta)

Ta/11602
[33]

21 Коэффициент диффузии D+ = 1 · 1023(Ta)1/2/N [17]
ионов D+ = 2.07 · 1020/N [32]

D+ = 0.11029 · 1025/N [39]
22 Подвижность молекуляр- µ2+ = 1.79× (Ta/300) [40]

ных ионов
23 Теплопроводность λa = 3.5 · 10−4(T 0.68

a ) [33]
атомно-ионного газа λa = 1.78 · 10−2(Ta/300)0.66 [41, c. 61]

24 Подвижность атомарных µ+ = 4.65 · 1020/N [32]
ионов µ+ = 0.044/Ta [42]

µ+ = µ[43]
1) [43]

25 Коэффициент диффузии Dm = 0.18023 · 1020/N [39]
метастабильных атомов Dm = 2.42 · 1020/N [32]

26 Коэффициент диффузии De рассчитывается с помощью) [31]
электронов программы BOLSIG+, версия 1.2
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27 Подвижность µe рассчитывается с помощью [31]
электронов программы BOLSIG+, версия 1.2

28 Энергия, получаемая тя- Qуп рассчитывается с помощью [31]
желыми частицами при программы BOLSIG+, версия 1.2
упругих столкновениях

29 Коэффициент диффузии D2+ = 0.13181 · 1025/N [44, 45]
молекулярного иона

30 Ar∗2+e→ Ar∗+Ar 7 ·10−13(Te/300N)−0.5 [34, 35]
1) Подвижность атомарных ионов µ[43] вычисляется из соотношения

(
P

133

)
µ[43] =





10−1

(
1− 2.22 · 10−5 E

P/133

)
, E/P ≤ 45;

8.25 · 103

(
E/100

P/133

)1/2

(
E/100

P/133

)3/2

− 86.52

(
E/100

P/133

)3/2
, E/P > 45.

1.9. Характеристики процессов. При проведении расчетов в качестве си-
стемы единиц измерения выбрана система СИ. Данные для аппроксимации коэф-
фициента диффузии De , подвижности электронов µe , коэффициентов скоростей
процессов прямой ионизации R1 и возбуждения метастабилей R6 , вклада, вноси-
мого упругими соударениями в нагрев газа Qуп , средней энергии ε = 3kTe/2 вы-
бираются с учетом их зависимости от приведенной напряженности электрического
поля и наличия электрон–электронных соударений с помощью пакета BOLSIG+,
версия 1.2 [31]. Для удобства указанные, а также и остальные зависимости сведены
в табл. 1.

2. Разностные схемы для краевых и начально-краевых задач
и задач Коши, входящих в систему

Численный алгоритм решения задачи моделирования ВЧЕ-разряда при повы-
шенных давлениях вполне аналогичен алгоритму решения этой задачи при пони-
женных давлениях, изложенному в работе [18] и основанному на сносе нелинейно-
сти по входящим коэффициентам на нижний слой. Нелинейные квадратичные сла-
гаемые в правой части линеаризовались с помощью схемы Ньютона [46]. Решение
уравнения для газовой температуры проводилось один раз за период T с помощью
итерационного процесса типа Якоби.

Введем на отрезке [0, b] пространственные равномерные сетки ωh = {xl = lh, l =
= 1, 2, . . . ,M − 1} , ωh = {xl = lh, l = 0, 1, . . . ,M} , h = b/M , а также временную
сетку ωτ = {ts = sτ, s = 0, 1, . . .} , τ = T/LT – шаг по времени, LT – количе-
ство временных шагов на периоде. На сетках ωh × ωτ , ωh определим сеточные
функции (для которых сохраним те же обозначения, что и для дифференциаль-
ных функций). Значения сеточных функций ϕ в точке xs

l = (xl, ts) ∈ ωh×ωτ будем
обозначать через ϕs

l .

2.1. Разностная схема для задачи баланса атомарных ионов. При s >
> 0 , 2 ≤ l ≤ M − 2 разностная схема для задачи (1)–(3) имеет вид

h
ns

+,l − ns−1
+,l

τ
−

(
Ds−1

+,l+1/2

ns
+,l+1 − ns

+,l

h
−Ds−1

+,l−1/2

ns
+,l − ns

+,l−1

h

)
−

− E+,s−1
l−1/2 µs−1

+,l−1 ns
+,l−1 + E−,s−1

l+1/2 µs−1
+,l+1 ns

+,l+1 + E+,s−1
l+1/2 µs−1

+,l ns
+,l−
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− E−,s−1
l−1/2 µs−1

+,l ns
+,l = h

(
Rs−1

1,l ns−1
e,l Ns−1

l + Rs−1
2,l

(
ns−1

m,l

)2

+ Rs−1
3,l ns−1

m,l ns−1
e,l −

−Rs−1
4,l ns−1

e,l ns
+,l −Rs−1

5,l

(
ns−1

e,l

)2

ns
+,l + Rs−1

12,l n
s−1
e,l ns−1

2+,l−

−Rs−1
11,l n

s−1
+,l

(
Ns−1

2+l

)2

+ Rs−1
20,l n

s−1
2+,lN

s−1
l

)
.

Здесь и далее E± = (E ± |E|)/2 – положительная и отрицательная составляющие
поля E .

Граничные условия (2), (3) аппроксимируются следующим образом. При s > 0 ,
l = 1

h
ns

+,1 − ns−1
+,1

τ
−Ds−1

+,3/2

ns
+,2 − ns

+,1

h
+

(
E1/2 + E3/2

)+,s−1

µs−1
+,1 ns

+,1/2+

+
(
E5/2 + E3/2

)−,s−1

µs−1
+,2 ns

+,2/2−
[
− 1

4
ns

+,1

√
8kTa,1/πm++

+
(
E1/2 + E3/2

)−,s−1

µs−1
+,1 ns

+,1/2
]

= h
(
Rs−1

1,1 ns−1
e,1 Ns−1

1 + Rs−1
2,1

(
ns−1

m,1

)2

+

+ Rs−1
3,1 ns−1

m,1ns−1
e,1 −Rs−1

4,1 ns−1
e,1 ns

+,1 −Rs−1
5,1

(
ns−1

e,1

)2

ns
+,1 + Rs−1

12,1n
s−1
e,1 ns−1

2+,1−

−Rs−1
11,1n

s−1
+,1

(
Ns−1

1

)2

+ Rs−1
20,1n

s−1
2+,1N

s−1
1

)
.

При s > 0 , l = M − 1

h
ns

+,M−1 − ns−1
+,M−1

τ
−

[
−Ds−1

+,M−3/2

ns
+,M−1 − ns

+,M−2

h
+

+
(
EM−1/2+EM−3/2

)−,s−1

µs−1
+,M−1n

s
+,M−1/2+

(
E5/2+E3/2

)−,s−1

µs−1
+,M−2n

s
+,M−2/2

]
+

+
1
4

ns
+,M−1

√
8kTa,M−1/πm+ +

(
EM−1/2 + EM−3/2

)+,s−1

µs−1
+,M−1n

s
+,M−1/2 =

= h
(
Rs−1

1,M−1n
s−1
e,M−1 Ns−1

M−1 + Rs−1
2,M−1

(
ns−1

m,M−1

)2

+ Rs−1
3,M−1n

s−1
m,M−1 ns−1

e,M−1−

−Rs−1
4,M−1n

s−1
e,M−1n

s
+,M−1 −Rs−1

5,M−1

(
ns−1

e,M−1

)2

ns
+,M−1 + Rs−1

12,M−1n
s−1
e,M−1n

s−1
2+,M−1−

−Rs−1
11,M−1n

s−1
+,M−1

(
Ns−1

M−1

)2

+ Rs−1
20,M−1n

s−1
2+,M−1N

s−1
M−1

)
.

2.2. Разностная схема для задачи баланса молекулярных ионов. При
s > 0 , 2 ≤ l ≤ M − 2 разностная схема для задачи (4)–(6) имеет вид

h
ns

2+,l − ns−1
2+,l

τ
−

(
Ds−1

2+,l+1/2

ns
2+,l+1 − ns

2+,l

h
−Ds−1

2+,l−1/2

ns
2+,l − ns

2+,l−1

h

)
−

− E+,s−1
l−1/2 µs−1

2+,l−1n
s
2+,l−1 + E−,s−1

l+1/2 µs−1
2+,l+1n

s
2+,l+1 + E+,s−1

l+1/2 µs−1
2+,ln

s
2+,l−

− E−,s−1
l−1/2 µs−1

2+,ln
s
2+,l = h

(
Rs−1

10,l

(
ns−1

m,l

)2

+ Rs−1
11,l

(
Ns−1

l

)2

ns−1
+,l −Rs−1

12,l n
s
2+,ln

s−1
e,l −

−Rs−1
13,l n

s−1
e,l ns

2+,l + Rs−1
16,l

(
ns−1

2∗,l

)2

+ Rs−1
17,l n

s−1
m,l ns−1

2∗,l −Rs−1
20,l n

s
2+,lN

s−1
l

)
.

Граничные условия (5), (6) аппроксимируются следующим образом. При s > 0 ,
l = 1
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h
ns

2+,1 − ns−1
2+,1

τ
−Ds−1

2+,3/2

ns
2+,2 − ns

2+,1

h
+

(
E1/2 + E3/2

)+,s−1

µs−1
2+,1n

s
2+,1/2+

+
(
E5/2 + E3/2

)−,s−1

µs−1
2+,2n

s
2+,2/2 +

1
4

ns
2+,1

√
8kTa,1/πm2+−

−
(
E1/2 + E3/2

)−,s−1

µs−1
2+,1n

s
2+,1/2 = h

(
Rs−1

10,1

(
ns−1

m,1

)2

+ Rs−1
11,1

(
Ns−1

1

)2

ns
+,1−

−Rs−1
12,1n

s
2+,1n

s−1
e,1 −Rs−1

13,1n
s−1
e,1 ns

2+,1 + Rs−1
16,1

(
ns−1

2∗,1

)2

+

+ Rs−1
17,1n

s−1
m,1ns−1

2∗,1 −Rs−1
20,1n

s
2+,1N

s−1
1

)
.

При s > 0 , l = M − 1

h
ns

2+,M−1 − ns−1
2+,M−1

τ
+ Ds−1

2+,M−3/2

ns
2+,M−1 − ns

2+,M−2

h
−

−
(
EM−1/2 + EM−3/2

)−,s−1

µs−1
2+,M−1n

s
2+,M−1/2−

−
(
E5/2 + E3/2

)+,s−1

µs−1
2+,M−2n

s
2+,M−2/2+

+
1
4

ns
2+,M−1

√
8kTa,M−1/πm2+ +

(
EM−1/2 + EM−3/2

)+,s−1

µs−1
2+,M−1n

s
2+,M−1/2 =

= h
(
Rs−1

10,M−1

(
ns−1

m,M−1

)2

+ Rs−1
11,M−1

(
Ns−1

M−1

)2

ns
+,M−1 −Rs−1

12,M−1n
s
2+,M−1n

s−1
e,M−1−

−Rs−1
13,M−1n

s−1
e,M−1 ns

2+,M−1 −Rs−1
20,M−1n

s
2+,M−1 Ns−1

M−1 + Rs−1
16,M−1

(
ns−1

2∗,M−1

)2

+

+ Rs−1
17,M−1n

s−1
m,M−1n

s−1
2∗,M−1

)
.

2.3. Разностная схема для задачи баланса электронного газа. При
s > 0 , 2 ≤ l ≤ M − 2 разностная схема для задачи (7)–(9) имеет вид

h
ns

e,l − ns−1
e,l

τ
−

(
Ds−1

e,l+1/2

ns
e,l+1 − ns

e,l

h
−Ds−1

e,l−1/2

ns
e,l − ns

e,l−1

h

)
−

− (−E)+,s−1
l−1/2 µs−1

e,l−1n
s
2+,l−1 + (−E)−,s−1

l+1/2 µs−1
e,l+1n

s
e,l+1 + (−E)+,s−1

l+1/2 µs−1
e,l ns

e,l−

− (−E)−,s−1
l−1/2 µs−1

e,l ns
e,l = h

(
Rs−1

1,l ns−1
e,l Ns−1

l + Rs−1
3,l ns−1

m,l ns
e,l −Rs−1

4,l ns
+,l n

s
e,l−

−Rs−1
5,l

((
ns−1

e,l

)2

ns
+,l + 2 ns−1

e,l

(
ns

e,l − ns−1
e,l

))
−Rs−1

13,l n
s
e,ln

s
2+,l + Rs−1

16,l

(
ns−1

2∗,l

)2

+

+ Rs−1
10,l

(
ns−1

m,l

)2

+ Rs−1
17,l n

s−1
m,l ns−1

2∗,l + Rs−1
2,l

(
ns−1

m,l

)2)
.

Граничные условия (8), (9) аппроксимируются следующим образом. При s > 0 ,
l = 1

h
ns

e,1 − ns−1
e,1

τ
−Ds−1

e,3/2

ns
e,2 − ns

e,1

h
+

(
− E1/2 − E3/2

)+,s−1

µs−1
e,1 ns

e,1/2+

+
(
− E5/2 − E3/2

)−,s−1

µs−1
e,2 ns

e,2/2 +
1
4
ns

e,1

√
8kTe,1/πme−

−
(
− E1/2 − E3/2

)−,s−1

, µs−1
e,2 ns

e,2/2 = h
(
Rs−1

1,1 ns
e,1N

s−1
1 + Rs−1

2,1

(
ns−1

m,1

)2

+
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+ Rs−1
10,1

(
ns−1

m,1

)2

+ Rs−1
3,1 ns−1

m,1ns
e,1 −Rs−1

4,1 ns
e,1 ns

+,1 −Rs−1
5,1

((
ns−1

e,1

)2

+

+ 2ns−1
e,1

(
ns

e,1 − ns−1
e,1

))
+ Rs−1

17,1n
s−1
m,1ns−1

2∗,1 −Rs−1
13,1n

s
e,1n

s
2+,1 + Rs−1

16,1

(
ns−1

2∗,1

)2)
−

− γ
(
E1/2 + E3/2

)−,s−1

µs−1
+,1 ns

+,1/2− γ
(
E1/2 + E3/2

)−,s−1

µs−1
2+,1n

s
2+,1/2.

При s > 0 , l = M − 1

h
ns

e,M−1 − ns−1
e,M−1

τ
+ Ds−1

e,M−3/2

ns
e,M−1 − ns

e,M−2

h
−

−
(
− EM−1/2 − EM−3/2

)−,s−1

µs−1
e,M−1n

s
e,M−1/2−

−
(
− E5/2 − E3/2

)+,s−1

µs−1
e,M−2n

s
e,M−2/2 +

1
4

ns
e,M−1

√
8kTe,M−1/πme−

−
(
− EM−1/2 − EM−3/2

)+,s−1

µs−1
e,M−1n

s
e,M−1/2 =

= h
(
Rs−1

1,M−1n
s
e,M−1 Ns−1

M−1 + Rs−1
2,M−1

(
ns−1

m,M−1

)2

+ Rs−1
3,M−1n

s−1
m,M−1n

s
e,M−1−

−Rs−1
4,M−1n

s−1
e,M−1n

s
+,M−1 −Rs−1

5,M−1n
s
+,M−1

(
ns−1

e,M−1

)2

+ Rs−1
10,M−1

(
ns−1

m,M−1

)2

+

+ 2ns−1
e,M−1

(
ns

e,M−1 − ns−1
e,M−1

)
−Rs−1

13,M−1n
s
e,M−1n

s−1
2+,M−1+

+ Rs−1
16,M−1

(
ns−1

2∗,M−1

)2

+ Rs−1
17,M−1n

s−1
m,M−1n

s−1
2∗,M−1

)
+

+ γ
(
EM−1/2 + EM−3/2

)+,s−1

µs−1
+,M−1n

s
+,M−1/2+

+ γ
(
EM−1/2 + EM−3/2

)−,s−1

µs−1
2+,M−1n

s
2+,M−1/2.

2.4. Разностная схема для уравнения Пуассона для потенциала элек-
трического поля. Разностная схема для задачи (12), (11) запишется в виде

− ϕs
l−1 − 2 ϕs

l + ϕs
l+1

h2
=

qe

ε0

(
ns

+,l + ns
2+,l − ns

e,l

)
, s > 0, 1 ≤ l ≤ M − 1,

ϕs
0 = 0, ϕs

M = Va sin(ω sτ), s > 0.

2.5. Разностная схема для задачи баланса концентрации метаста-
бильных атомов. При s > 0 , 2 ≤ l ≤ M − 2 разностная схема для задачи
(13)–(15) запишется в виде

h
ns

m,l − ns−1
m,l

τ
−

(
Ds−1

m,l+1/2

ns
m,l+1 − ns

m,l

h
−Ds−1

m,l−1/2

ns
m,l − ns

m,l−1

h

)
=

= h
(
Rs−1

6,l ns
e,lN

s−1
l + Rs−1

18,l n
s
e,ln

s−1
2∗,l −Rs−1

3,l ns
m,ln

s
e,l −Rs−1

7,l ns
m,l −Rs−1

8,l Ns−1
l ns

m,l−

−Rs−1
9,l ns

m,ln
s
e,l −Rs−1

10,l

(
ns

m,l

)2

−Rs−1
15,l

(
Ns−1

l

)2

ns
m,l −Rs−1

18,l n
s
e,ln

s−1
2∗,l −Rs−1

17,l n
s
m,ln

s−1
2∗,l−

−Rs−1
19,l n

s
m,l

(
Ns−1

l

)2

−
(
Rs−1

2,l + Rs−1
10,l

)((
ns−1

m,l

)2

+ 2ns−1
m,l

(
ns

m,l − ns−1
m,l

)))
.
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Граничные условия (14), (15) аппроксимируются следующим образом. При s >
> 0 , l = 1

h
ns

m,1 − ns−1
m,1

τ
−Ds−1

m,3/2

ns
m,2 − ns

m,1

h
− 1

4
ns

m,1

√
8kTa,1/πma =

= h
(
Rs−1

6,1 Ns−1
1 ns

e,1 −Rs−1
7,1 ns

m,1 + Rs−1
18,1n

s
e,1n

s
2∗,1 −Rs−1

3,1 ns
m,1n

s
e,1 −Rs−1

8,1 ns
m,1N

s−1
1 −

−Rs−1
9,1 ns

m,1n
s−1
e,1 −

(
Rs−1

2,1 + Rs−1
10,1

)((
ns−1

m,1

)2

+ 2ns−1
m,1

(
ns

m,1 − ns−1
m,1

))
−

−Rs−1
15,1

(
Ns−1

1

)2

ns
m,1 −Rs−1

17,1n
s
m,1n

s−1
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m,1

(
Ns−1

1

)2)
.

При s > 0 , l = M − 1

h
ns

m,M−1 − ns−1
m,M−1

τ
+Ds−1

m,M−3/2

ns
m,M−1 − ns

m,M−2

h
−1

4
ns

m,M−1

√
8kTa,M−1/πma =

= h
(
Rs−1

6,M−1N
s−1
M−1n

s
e,M−1 −Rs−1

7,M−1n
s
m,M−1 + Rs−1

18,M−1n
s
e,M−1n

s
2∗,M−1−

−Rs−1
3,M−1n

s
m,M−1n

s
e,M−1 −Rs−1

8,M−1n
s
m,M−1N

s−1
M−1 −Rs−1

9,M−1n
s
m,M−1n

s−1
e,M−1−

−
(
Rs−1

2,M−1 + Rs−1
10,M−1

)((
ns−1

m,M−1

)2

+ 2ns−1
m,M−1

(
ns

m,M−1 − ns−1
m,M−1

))
−

−Rs−1
15,M−1

(
Ns−1

M−1

)2

ns
m,M−1−Rs−1

17,M−1n
s
m,M−1n

s−1
2∗,M−1−Rs−1

19,M−1n
s
m,M−1

(
Ns−1

M−1

)2)
.

2.6. Разностная схема для кинетического уравнения для димеров ар-
гона Ar∗2 . При s > 0 , 2 ≤ l ≤ M − 2 разностная схема для уравнения (16) имеет
вид

ns
2∗,l − ns−1

2∗,l

τ
= Rs−1

19,l n
s
m,l

(
Ns−1

l

)2

+ Rs−1
15,l n

s
m,l

(
Ns−1

l

)2

−Rs−1
14,l n

s
2∗,l−

−Rs−1
16,l

((
ns−1

2∗,l

)2

+ 2ns−1
2∗,l

(
ns

2∗,l − ns−1
2∗,l

))
−Rs−1

17,l n
s
m,ln

s
2∗,l −Rs−1

18,l n
s
e,ln

s
2∗,l.

2.7. Разностная схема для кинетического уравнения нейтральных
атомов. При s > 0 , 1 ≤ l ≤ M −1 разностная схема для уравнения (17) имеет вид

Ns
l −Ns−1

l

τ
= −Rs−1

1,l ns
e,lN

s
l + Rs−1

2,l

(
ns

m,l

)2

+ Rs−1
4,l ns

+,ln
s
e,l + Rs−1

7,l ns
m,l−

−Rs−1
5,l

(
ns

e,l

)2

ns
+,l −Rs−1

6,l Ns
l ns

e,l + Rs−1
13,l n

s
e,ln

s
2+,l +

(
Rs−1

19,l −Rs−1
15,l

)
ns

m,l+

+ Rs−1
13,l n

s
e,ln

s
2+,l + 2Ns−1

l

(
Ns

l −Ns−1
l

)
+ Rs−1

12,l n
s
e,ln

s
2+,l + Rs−1

14,l n
s
2∗,l+

+
(
Rs−1

19,l −Rs−1
15,l

)
ns

m,l

((
Ns−1

l

)2

+ 2Ns−1
l

(
Ns

l −Ns−1
l

))
+

+ Rs−1
16,l n

s
2∗,l + Rs−1

17,l n
s
2∗,ln

s
m,l.

2.8. Разностная схема для уравнения теплопроводности атомно-ион-
ной температуры. Усредненные параметры, входящие в уравнение (19), рассчи-
тываем, применяя для приближенного вычисления интегралов, входящих в выра-
жения вида (18), квадратурные формулы левых прямоугольников:

n̂ p
e,l =

1
Lt

p LT∑

s=(p−1)LT +1

n s
e,l.
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Аналогичным образом аппроксимируются ĵ p
i , Ê p , Q̂ p

уп , N̂ p . Тогда при 1 ≤ l ≤
≤ M − 1 разностная схема для задачи (19) запишется в виде

−
(

λa,l+1/2
Ta,l+1 − Ta,l

h
− λa,l−1/2

T s
a,l − Ta,l−1

h

)
= h

(
Q̂ p
уп,ln̂

p
e,lN

p
l + ĵ p

i,l Ê p
l

)
.

Граничные условия (20) аппроксимируются следующим образом. При l = 0

−
(

λa,3/2
Ta,2 − Ta,1

h
− χ

(
Ta,0 − Tв

) )
= h

(
Q̂ p
уп,1n̂

p
e,1N

p
1 + ĵ p

i,1 Ê p
1

)
.

При l = M

−
(
−χ

(
Ta,M − Tв

)
− λa,M−3/2

Ta,M−1 − Ta,M−2

h

)
=

= h
(
Q̂ p
уп,M−1n̂

p
e,M−1N

p
M−1 + ĵ p

i,M−1 Ê M−1
1

)
.

3. Вычисление плотности потоков заряженных частиц

Одной из основных характеристик каждого конкретного плазмотрона является
вольтамперная характеристика – это зависимость между полным током через га-
зоразрядный промежуток и напряжением на нем, построенная с помощью либо
натурных экспериментов, либо численных расчетов. Полный ток j(t) = qe(G+ +
+ G2+−Ge) + ε0∂E/∂t , проходящий через газоразрядный промежуток, состоит из
тока проводимости qe(G+ +G2+−Ge) и тока смещения ε0∂E/∂t . При расчете тока
проводимости возникает необходимость вычисления плотности потока заряженных
частиц, усредненная за период плотность ионного потока входит также в правую
часть уравнения атомно-ионной температуры. Так как при сильных градиентах
решения и коэффициентов уравнений баланса заряженных частиц простое чис-
ленное дифференцирование дает сильную погрешность в вычислении плотности
потока заряженных частиц, а метод потоковой прогонки не применим при ис-
пользовании направленных разностей, то для вычисления потока мы проводим
модифицикацию метода Гуммеля [32]. Согласно предложенной нами модифика-
ции сначала вычисляются значения концентраций заряженных частиц путем ре-
ализации неявной разностной схемы, построенной в п. 2.1–2.3 настоящей работы,
а затем проводится нахождение плотности потока заряженных частиц по уже из-
вестной концентрации частиц с учетом зависимости коэффициентов подвижности
от приведенного локального поля. Такая последовательность вычислений позво-
ляет отказаться от ограничения на шаг по временной оси, связанного с условием
Куранта.

4. Результаты численного решения модельных задач и их анализ

ВЧЕ-разряд при повышенных давлениях изучен сравнительно мало. При атмо-
сферном давлении и межэлектродном расстоянии в 0.2 см в работе [34] получена
максимальная экспериментальная плотность электронов в центре разряда, равная
5 · 1011 см−3 , по результатам расчетов в этой же работе плотность электронов
и ионов в амбиполярной области составила ≈ 7 · 1011 см−3 . Расчеты по нашей
модели в аналогичных условиях показали максимум концентрации ≈ 3.9 · 1011

(рис. 1). Профиль пространственного распределения заряженных частиц между
электродами качественно совпадает с приведенным в расчетной работе [35], коли-
чественное отличие от полученных нами результатов с результатами работы [35]
объясняется более высоким напряжением в [35].
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Рис. 1. Распределение усредненной за период концентрации заряженных частиц при ме-
жэлектродном расстоянии, равном 0.2 см

Рис. 2. Распределение усредненной за период концентрации заряженных частиц при ме-
жэлектродном расстоянии, равном 2 см

Были проведены также расчеты для модельной задачи при атмосферном давле-
нии, межэлектродном расстоянии в 0.2 см и амплитуде приложенного напряжения
в 100 В. Усредненные за период плотности заряженных частиц показаны на рис. 2.
Расчеты показали, что плотности молекулярных ионов аргона повышаются вбли-
зи приэлектродных областей с сохранением квазинейтральности. Данный эффект
обусловлен большей газовой температурой в центре разряда по сравнению с при-
электродной областью, а также зависимостью коэффициентов плазмохимических
процессов с участием тяжелых частиц от газовой температуры (см. табл. 1). Плот-
ность атомарных ионов согласно проведенным расчетам выше плотности димеров
приблизительно в 2.5 раза, при этом минимум концентрации димеров наблюдается
в центре разряда, в приэлектродных областях наблюдается рост концентрации.
Профиль же атомарных ионов имеет два симметричных локальных максимума
около приэлектродных областей.

Заключение

В работе предложена математическая модель ВЧЕ-разряда между симметрич-
ными электродами в локальном приближении при атмосферном давлении. В мо-
дели учитывается наличие электронов, атомарных и молекулярных ионов, мета-
стабильных атомов, атомов в основном состоянии и димеров аргона, всего в работе
учтено двадцать плазмохимических реакций. Использована упрощенная схема ато-
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ма аргона, в которой 4 низших близкорасположенных электронно-возбужденных
состояния (два метастабильных и два резонансных) заменены единым уровнем. Ма-
тематическая модель включает в себя уравнение конвекции-диффузии для элек-
тронного газа, уравнения конвекции-диффузии для атомарных и молекулярных
ионов, уравнение Пуассона для потенциала электрического поля, уравнение ба-
ланса концентрации метастабильных атомов, кинетическое уравнение для димеров
аргона, уравнение теплопроводности атомно-ионного газа.

Построены разностные схемы для начальных, краевых и начально-краевых за-
дач, входящих в нелинейную систему, описывающую рассматриваемый процесс
ВЧЕ-разряда.

Результаты численных расчетов при атмосферном давлении и межэлектродном
расстоянии в 0.2 см сравнивались с имеющимися известными экспериментальными
данными и данными моделирования из других литературных источников. Кроме
того, приведены результаты расчетов при межэлектродном расстоянии 2 см и про-
анализированы полученные результаты.

Результаты численного моделирования показали, что в случае существенного
нагрева газа (при повышенных давлениях, а также в случае больших межэлектрод-
ных расстояний при пониженных давлениях) изменение газовой температуры в ме-
жэлектродном пространстве начинает существенно влиять на соотношение вкладов
в образование и гибель частиц различных плазмохимических процессов, а следо-
вательно, влияет на распределение и долю заряженных (электронов, атомарных и
молекулярных ионов) и возбужденных частиц в разрядном промежутке, что опре-
деляет развитие разряда.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского
научного фонда (проект № 16-11-10299).
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Abstract

A one-dimensional self-consistent model of capacitive coupled radio-frequency discharge
between symmetrical electrodes in argon in the local approximation at atmospheric pressure is
considered in this paper. Electrons, atomic and molecular ions, metastable atoms and dimers
of argon, as well as atoms in the ground state are taken into account in the model. A numerical
algorithm is described for solving the mathematical model based on finite-dimensional approx-
imation of the problem using difference schemes with subsequent application of the iterative
process for its realization. A software package is developed in the MatLab environment to
implement the algorithm of numerical calculation. The results of numerical calculations for
the interelectrode distance of 0.2 and 2 cm at atmospheric pressure are given. The results
of our calculations are in good agreement with the known results of field experiments and
calculations.

Keywords: mathematical simulation, radio-frequency capacitive discharge, discharge at
atmospheric pressure, local approximation, numerical experiments
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Figure Captions

Fig. 1. The profile of the averaged concentration of charged particles at the interelectrode
distance of 0.2 cm.

Fig. 2. The profile of the averaged concentration of charged particles at the interelectrode
distance of 2 cm.
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