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�à¥¤¨ ®£à ¨ç¥¨©, ¯®§¢®«ïîé¨å ¢ë¤¥«ïâì ¤®áâã¯ë¥ ¨§ãç¥¨î ª« ááë «®ª «ì® ª®¬¯ ªâ-
ëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å £àã¯¯ G, § ç¨â¥«ìë© ¨â¥à¥á ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ®£à ¨ç¥¨ï ¢ â¥à¬¨ å
¬®¦¥áâ¢  (à¥è¥âª¨) L(G) ¢á¥å § ¬ªãâëå ¯®¤£àã¯¯ ¨§ G. �§ ¬®£®ç¨á«¥ëå ã¦¥ ¨§ãç¥ëå
®£à ¨ç¥¨© â ª®£® à®¤  ãª ¦¥¬ áç¥â®áâì L(G). � [1] ãáâ ®¢«¥® áâà®¥¨¥ ¤¨áªà¥âëå ¨«¨
ª®¬¯ ªâëå  ¡¥«¥¢ëå,   â ª¦¥ ¨¤ãªâ¨¢® ª®¬¯ ªâëå £àã¯¯ á® áç¥âë¬ L(G). �¥«ì ¤ ®©
à ¡®âë | ¨§ãç¨âì £àã¯¯ë, ¯®¤ç¨¥ë¥ âà¥¡®¢ ¨î áç¥â®áâ¨ «¨èì ¥ª®â®à®£® ¬®¦¥áâ¢ 
¬®®â¥â¨çëå (â. ¥. ¯®à®¦¤¥ëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨ ®¤¨¬ í«¥¬¥â®¬) § ¬ªãâëå ¯®¤£àã¯¯. �®-
¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®®â¥â¨çëå ¯®¤£àã¯¯ ¨§ G (®¡®§ ç¨¬ ¥£® ¬®é®áâì ç¥à¥§ � = �(G),   ¬®é®áâì
L(G) | ç¥à¥§ � = �(G)) ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ à¥è¥âª¨ L(G) ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à æ¨¨ ¯®à®¦¤¥¨ï
§ ¬ªãâ®© ¯®¤£àã¯¯ë. � ª ¯®ª § ® ¢ ([2], c. 76), â ª®© ¡ §¨áM(G) ¢ L(G) ¬®¦® á®áâ ¢¨âì ¢á¥-
£® «¨èì ¨§ Z-¯®¤£àã¯¯ (¡¥áª®¥çëå ¤¨áªà¥âëå æ¨ª«¨ç¥áª¨å) ¨ æ¨ª«®¢ (â ª¨å A 2 L(G), çâ®
A(L) ¥áâì æ¥¯ì á ª® â®¬®¬, | íâ® «¨¡® ¯®¤£àã¯¯ë, ¨§®¬®àäë¥  ¤¤¨â¨¢ë¬ £àã¯¯ ¬ Zp æ¥-
«ëå p- ¤¨ç¥áª¨å ç¨á¥«, «¨¡® ª®¥çë¥ ¯à¨¬ àë¥ æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ C pn [3]); ¬®é®áâì � = �(G)
íâ®£® ¬®¦¥áâ¢  | ¨¢ à¨ â (¢ ®â«¨ç¨¥ ®â �) à¥è¥âª¨ L(G) [3]. �á®, çâ® � � � � �.
�.�.�«ìè áª¨© ¯®áâà®¨« ¯à¨¬¥àë ¡¥áª®¥çëå ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¤¨áªà¥âëå £àã¯¯, ¢á¥ á®¡-
áâ¢¥ë¥ ¯®¤£àã¯¯ë ª®â®àëå | ¯à®áâë¥ æ¨ª«¨ç¥áª¨¥, â ª çâ® � = � = � = �, £¤¥ � | áç¥â ï
¬®é®áâì (\ «¥ä-ã«ì"). �â¨¬ ¬®â¨¢¨àã¥âáï ¨§ãç¥¨¥ £àã¯¯ á ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ áç¥âë¬¨ �, �
¨«¨ � ¯à¨ ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå â¨¯  ®¡®¡é¥®© ª®¬¬ãâ â¨¢®áâ¨ ¨«¨ ®¡®¡é¥-
®© ª®¥ç®áâ¨. �¤¥áì ¢ë¡¨à ¥âáï ¤«ï íâ®© æ¥«¨ âà¥¡®¢ ¨¥ ¨¤ãªâ¨¢®© ¯à®¨«ì¯®â¥â®áâ¨
£àã¯¯ë G. �¤ãªâ¨¢® ª®¬¯ ªâë¥ £àã¯¯ë á � � � ¡ã¤ãâ ®¯¨á ë ¢ ¤àã£®¬ ¬¥áâ¥.

�¥à¥§ G0 ®¡®§ ç¨¬ á¢ï§ãî ª®¬¯®¥âã ¥¤¨¨æë e £àã¯¯ë G; 
(G) | á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å
í«¥¬¥â®¢ ª®¥çëå ¯®àï¤ª®¢ ¨§ G; �(G) | ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯à®áâëå ç¨á¥« p, ¤«ï ª®â®àëå ¢ G
¥áâì â®¯®«®£¨ç¥áª¨© p-í«¥¬¥â, ¥ à ¢ë© e; Gp | á¨«®¢áª ï p-¯®¤£àã¯¯ , ¥á«¨ ®  ¥¤¨áâ¢¥ ;
ZG(M) | æ¥âà «¨§ â®à ¯®¤¬®¦¥áâ¢  M ¢ £àã¯¯¥ G; Tm | m-¬¥àë© â®à; Qp | £àã¯¯ 
¢á¥å p- ¤¨ç¥áª¨å ç¨á¥«; C p1 = Qp=Zp | ª¢ §¨æ¨ª«¨ç¥áª ï £àã¯¯ , �, i | § ª¨ ¯àï¬®£® ¨
¯®«ã¯àï¬®£® â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨©; ' | § ª â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¨§®¬®àä¨§¬ . �«¥¬¥â
a ç¨áâ, ¥á«¨ ¯®à®¦¤ ¥â ¯®¤£àã¯¯ã hai ' Z.

�à¨¬¥àë. 1) G | â¨å®®¢áª®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®¥çëå £àã¯¯ Gi 6= e ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå
¯®àï¤ª®¢, i 2 I, jIj = �. �¤¥áì ª ¦¤ë© ¯à¨¬ àë© í«¥¬¥â «¥¦¨â ¢ [iGi, â ª çâ® �(G) =
�. �¤ ª® 
(G) | ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢á¥å Gi | ¯«®â ï ¯®¤£àã¯¯  ¢ G. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¤«ï £àã¯¯ á � � � ¥¢®§¬®¦® ¯®«ãç¨âì âã ¦¥ áâàãªâãàãî â¥®à¥¬ã, çâ® ¨ ¤«ï £àã¯¯ á � �
�. � ¤ ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¨¬¥¥¬ ª®â¨ãã¬ í«¥¬¥â®¢ ¢¨¤  (yi), £¤¥ yi ¯à¨¨¬ ¥â ®¤® ¨§ ¤¢ãå
ä¨ªá¨à®¢ ëå § ç¥¨© gi ¨«¨ e ¢ Gi, ¯®à®¦¤ îé¨å à §«¨çë¥ ¬®®â¥â¨çë¥ ¯®¤£àã¯¯ë,
â ª çâ® �(G) > �. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¥á«¨ ¢á¥ Gi ¨§®¬®àäë ®¤®© £àã¯¯¥ ( ¯à., C p), â®
�(G) > �.

2) G | ¤¨áªà¥â®¥ ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®¥çëå £àã¯¯ Gi 6= e, i 2 I, jIj = �. � ®â«¨ç¨¥
®â ¯à¨¬¥à  1) §¤¥áì �(G) = �, ®¤ ª® ã¦¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯®¤£àã¯¯ à £  1 (¨ â¥¬ ¡®«¥¥  ¡¥«¥¢ëå
¯®¤£àã¯¯) ¥áç¥â®.
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3) G = A i B, A = hai ' Z, B | ¡¥áª®¥ç ï ª®¬¯ ªâ ï £àã¯¯ . � ª ¨§¢¥áâ®, ¬®é®áâì
B ¥ ¬¥ìè¥ ª®â¨ãã¬ . � ¦¤ë© í«¥¬¥â ax, x 2 B, ç¨áâ, â. ¥. haxi ' Z, ¯à¨ç¥¬ haxi = hax1i
¢®§¬®¦® «¨èì ¯à¨ x1 = x, ®âªã¤  �(G) > �.

4) G = A�B, A ' Zp ' B. �«¥¬¥âë, â®¯®«®£¨ç¥áª¨ ¯®à®¦¤ îé¨¥ B, ®¡à §ãîâ ¬®¦¥áâ¢®
BnBp ¬®é®áâ¨ ª®â¨ãã¬ . �®ª ¦¥¬, çâ® ¥á«¨ x; y 2 BnBp ¨ e 6= a 2 A, â® Zp-¯®¤£àã¯¯ë haxi ¨
hayi à §«¨çë ¯à¨ y 6= x. �á«¨ íâ® ¥ â ª, â® ay = lim

k!1
(ax)nk , nk 2 Z. �ç¨âë¢ ï (ax)nk = ankxnk ,

®¤®§ ç®áâì à §«®¦¥¨ï í«¥¬¥â®¢ ¢ A�B ¨ â®¯®«®£¨î ¯àï¬®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï, § ª«îç ¥¬,
çâ® ank ! a, xnk ! y. �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï â®¯®«®£¨¨ ¢ Zp ¢¨¤®, çâ® ¯¥à¢ë© ¨§ íâ¨å ¯à¥¤¥«®¢
à¥ «¨§ã¥âáï, «¨èì ¥á«¨ nk � mod pmk , £¤¥ mk ! 1 ¯à¨ k ! 1. �® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨ xnk ! x,
â. ¥. y = x. �¥£ª® ¯®ïâì, çâ® G=haxi ' Zp, ¥á«¨ x 2 A n Ap, â ª çâ® ¢ G ¥áç¥â® ¬®¦¥áâ¢®
¤ ¦¥ Zp-¯®¤£àã¯¯, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å Zp-ä ªâ®à£àã¯¯ã. �® â¥®à¨¨ ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ ¯®«ãç ¥¬, çâ®
(C p1 )2 ®¡« ¤ ¥â ¥áç¥âë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ ª¢ §¨æ¨ª«¨ç¥áª¨å ä ªâ®à£àã¯¯ ¨ ¯®¤£àã¯¯, â®£¤  ª ª
¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®®â¥â¨çëå (= æ¨ª«¨ç¥áª¨å) ¯®¤£àã¯¯ ¢ (C p1 )2 áç¥â®.

5) G | à áè¨à¥¨¥ ª®¥ç®© ¨«¨ ª¢ §¨æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë D ¯®áà¥¤áâ¢®¬ Qp . �¢¨¤ã ¤¥-
«¨¬®áâ¨ ¯®á«¥¤¥© ¨ ®âáãâáâ¢¨ï ¤¥«¨¬ëå ¯®¤£àã¯¯ ¢ AutD ¨¬¥¥¬ G = DZG(D) ¨ ZG(D) ¥áâì
æ¥âà «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ £àã¯¯ë Z(D) ¯®áà¥¤áâ¢®¬ Qp . �®£¤  ¨§ â®£®, çâ® Qp ¥áâì ®¡ê¥¤¨¥¨¥
¢®§à áâ îé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¬®®â¥â¨çëå ¯®¤£àã¯¯, á«¥¤ã¥â  ¡¥«¥¢®áâì ZG(D), ¯à¨ç¥¬
¥¥ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ç áâì Z(D), ¡ã¤ãç¨ «¨¡® ¤¥«¨¬®©, «¨¡® ª®¥ç®©, ¨¬¥¥â ¯àï¬®¥ ¤®¯®«¥¨¥,
á®¤¥à¦ é¥¥ § ¤ ãî ®âªàëâãî ¯®¤£àã¯¯ã U á U \D = e, â ª çâ® G = D �Q, Q ' Qp .

�á«¨D ª®¥ç , â® ª®¥ç® ¨ ç¨á«® ¯®¤£àã¯¯, ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå áQ, ª ¦¤ ï¦¥ ¨§ ®áâ «ìëå
X 2 L(G) ¯¥à¥á¥ª ¥â Q ¯® ®¤®© ¨§ áç¥â®£® á¥¬¥©áâ¢  Zp-¯®¤£àã¯¯ Y . � áç¥â®© £àã¯¯¥ G=Y '
D � C p1 ¢á¥ ¯®¤£àã¯¯ë, ªà®¬¥ Q=Y , ª®¥çë, â ª çâ® ¨å áç¥â®¥ ¬®¦¥áâ¢®.

�á«¨ D ' C p1 , q 6= p, â® «î¡ ï X 2 L(G) ¨¬¥¥â ¢¨¤ (X \ D) � (X \ Q), ®âªã¤  á«¥¤ã¥â
áç¥â®áâì L(G).

�á«¨ ¦¥ D ' C p1 , e 6= Y < Q, â® ¢¢¨¤ã ¯à¨¬¥à  4 £àã¯¯  G=Y ®¡« ¤ ¥â ¥áç¥âë¬ ¬®-
¦¥áâ¢®¬ ¯®¤£àã¯¯ â¨¯  p1. �®«ë© ¯à®®¡à § ª ¦¤®© ¨§ ¨å, ªà®¬¥ DY=Y , ¥áâì £àã¯¯  ¡¥§
ªàãç¥¨ï, ï¢«ïîé ïáï à áè¨à¥¨¥¬ Zp ¯®áà¥¤áâ¢®¬ C p1 ¨ ¯®â®¬ã á ãç¥â®¬ ã«ì¬¥à®áâ¨ ¨§®-
¬®àä ï Qp . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ C p1 �Qp ¬®¦¥áâ¢® Qp -¯®¤£àã¯¯ ¥áç¥â®, â®£¤  ª ª ¬®¦¥áâ¢®
¬®®â¥â¨çëå ¯®¤£àã¯¯ áç¥â® (¨¡® ¢á¥ æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ «¥¦ â ¢ D,   ¢á¥ Zp-¯®¤£àã¯¯ë § æ¥¯«ïîâ
Q, á¢®¤ï ¢®¯à®á ª G=Y ' (C p1 )2).

�¥¬¬  1. �¢®©áâ¢  \�(G) � �" ¨ \�(G) � �"  á«¥¤ãîâáï § ¬ªãâë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ ¨

ä ªâ®à£àã¯¯ ¬¨ (® ¥ ¯àï¬ë¬¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï¬¨).

�«ï ¯®¤£àã¯¯ «¥¬¬  ®ç¥¢¨¤ . � ¦¤ ï Z-¯®¤£àã¯¯  ä ªâ®à£àã¯¯ë G=N ¥áâì ®¡à § Z-
¯®¤£àã¯¯ë ¨§ G. �á«¨ eC = heci | p-£àã¯¯  ¢ G=N , â® C0 � N ,   í«¥¬¥â a 2 ec ¯®à®¦¤ ¥â
«¨¡® Z-¯®¤£àã¯¯ã, «¨¡® ª®¬¯ ªâãî ¯®¤£àã¯¯ã A, à ¢ãî ([2], á. 75) BA0, £¤¥ B = hbi ã«ì-
¬¥à , B = Bp � Bp0 . �á®, çâ® A0 ¨ Bp «¥¦ â ¢ ï¤à¥ ¬®àä¨§¬  G ! G=N , á«¥¤®¢ â¥«ì®,
C ¥áâì ®¡à § Bp, ¨ ¬ë ¯à¨è«¨ ª �(G=N) � �(G). � ¬¥ç ¨¥ ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ïå ¯®¤â¢¥à¦¤ ¥âáï
¯à¨¬¥à®¬ 4, ¨¡® �(Zp) = �.

�¥¬¬  2. �á«¨ £àã¯¯  G ¤¨áªà¥â , â® ª ¦¤®¥ ¨§ ¥à ¢¥áâ¢ �(G) � �, �(G) � � à ¢®-

á¨«ì® â®¬ã, çâ® G ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â .

� á ¬®¬ ¤¥«¥, jGj � �(G) � �(G),   ¥á«¨ �(G) � �, â® áç¥â® ¨ ¬®¦¥áâ¢® ª®¥çëå  -
¡®à®¢ ¡¥áª®¥çëå ¨ ¯à¨¬ àëå æ¨ª«¨ç¥áª¨å ¯®¤£àã¯¯, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â áç¥â®áâì G, à ¢®©
®¡ê¥¤¨¥¨î (áç¥âëå) ¯®¤£àã¯¯, ¯®à®¦¤¥ëå íâ¨¬¨  ¡®à ¬¨.

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¤«ï áç¥â®© £àã¯¯ë G, ª ª ¢¨¤® ¨§ ¯à¨¬¥à  2, �(G) ¬®¦¥â ¡ëâì ¥áç¥â-
ë¬.

�¥¬¬  3. �ãáâì N | ®à¬ «¨§ â®à ¢ G ¯®¤£àã¯¯ë H = H ¨ ¯à®áâà áâ¢® G=N ª®¬-

¯ ªâ®. �á«¨ H 2 M(G) (H ¬®®â¥â¨ç ) ¨ �(G) � � (á®®â¢¥âáâ¢¥® �(G) � �), â®
jG:Hj <1.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®.�®é®áâì ª®¬¯ ªâ®£® ®¤®à®¤®£® ¯à®áâà áâ¢  G=N «¨¡® ª®¥ç , «¨-
¡® ¥ ¬¥ìè¥ ª®â¨ãã¬ . � ¯®á«¥¤¥¬ á«ãç ¥ ª« áá á®¯àï¦¥ëå á H ¯®¤£àã¯¯ ®ª § «áï ¡ë
¥áç¥âë¬ ¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ãá«®¢¨¥¬.

�¥¬¬  4. �ãáâì G ã«ì¬¥à , ¨¤ãªâ¨¢® ª®¬¯ ªâ  ¨ �(G) � �. �®£¤  
 = 
(G) |
(å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï) ¨¤ãªâ¨¢® ª®¥ç ï áç¥â ï ¯®¤£àã¯¯  ¢ G (¥ ®¡ï§ â¥«ì® § ¬ªã-

â ï).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ x1; : : : ; xk 2 
, â® ª ¦¤ë© xi, i � k, ¥áâì ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®¥ç®£®
ç¨á«  ¯à¨¬ àëå í«¥¬¥â®¢, ®¡à §ãîé¨å ª®¥çë©  ¡®à Y = fy1; : : : ; yng � 
. �¬¥áâ¥ á ¥ª®-
â®à®© ¯à¥¤ª®¬¯ ªâ®© ®ªà¥áâ®áâìî ¥¤¨¨æë Y ¯®à®¦¤ ¥â ¢¢¨¤ã ¨¤ãªâ¨¢®© ª®¬¯ ªâ®áâ¨
G ([2], á. 86) ª®¬¯ ªâãî ¯®¤£àã¯¯ã U , ¢ ª®â®à®© ¯® «¥¬¬¥ 3 ª« áá á®¯àï¦¥ëå ¯®¤£àã¯¯
á Yi = hyji ª®¥ç¥ ¨ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¢á¥å íâ¨å ¯®¤£àã¯¯, j � n, | ª®¥ç®¥ U -¨¢ à¨ â®¥
¬®¦¥áâ¢® í«¥¬¥â®¢ ª®¥çëå ¯®àï¤ª®¢. �® «¥¬¬¥ �¨æ¬   ¯®à®¦¤¥ ï íâ¨¬ ¬®¦¥áâ¢®¬
¯®¤£àã¯¯  F / U ª®¥ç , â. ¥. F � 
, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â á ãç¥â®¬ x1; : : : ; xk 2 F , çâ® 
 | ¯®¤-
£àã¯¯  ¢ G, ¯à¨ç¥¬ ¨¤ãªâ¨¢® ª®¥ç ï. �  áç¥â , ¨¡® ¯®à®¦¤ ¥âáï áç¥âë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬
¯à¨¬ àëå æ¨ª«¨ç¥áª¨å ¯®¤£àã¯¯.

�¥®à¥¬  1. �á«¨ G | ¨¤ãªâ¨¢® ª®¬¯ ªâ ï p-£àã¯¯ , â® �(G) � � â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  
 = 
(G) | áç¥â ï ¤¨áªà¥â ï ¯®¤£àã¯¯ ,   G=
 | £àã¯¯  à £  1 ¡¥§ ªàãç¥¨ï
(â. ¥. Qp , Zp ¨«¨ e).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �ãáâì U | ®âªàëâ ï ª®¬¯ ªâ ï ¯®¤£àã¯¯  ¢ G, A
|  ¡¥«¥¢  ¯®¤£àã¯¯  ¨§ 
(U) = 
 \ U . � ª®¬¯ ªâ®© p-£àã¯¯¥ A ä ªâ®à£àã¯¯  ¯® ¯®¤£àã¯¯¥
�à ââ¨¨ ¥áâì â¨å®®¢áª ï áâ¥¯¥ì C p ¨ ¢¢¨¤ã ¯à¨¬¥à  1 ¤®«¦  ¡ëâì ª®¥ç®©. �® â®£¤  A
ª®¥ç®¯®à®¦¤¥  ¨ á®£« á® [4] ¨¬¥¥â ¢¨¤ (Zp)n�F , £¤¥ F = 
(A) ª®¥ç . �á®, çâ® A = 
(A)
¤®«¦  «¥¦ âì ¢ F , ® â®£¤  A ª®¥ç  ¨ A = A. �á«¨ ¡ë ¨¤ãªâ¨¢® ª®¥ç ï £àã¯¯  
(U)
¡ë«  ¡¥áª®¥ç®©, ®  á®¤¥à¦ «  ¡ë ¡¥áª®¥çãî  ¡¥«¥¢ã ¯®¤£àã¯¯ã [5]. � ç¨â, 
\U ª®¥ç 
¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, 
 ¤¨áªà¥â .

�¥à¥©¤ï ª G=
, ¬®¦¥¬ áç¨â âì G p-£àã¯¯®© ¡¥§ ªàãç¥¨ï. �¥ í«¥¬¥âë b ¨ c ¯®à®¦¤ îâ Zp-
¯®¤£àã¯¯ë B ¨ C. � ¯®à®¦¤¥®© ¨¬¨ ª®¬¯ ªâ®© ¯®¤£àã¯¯¥ H ®à¬ «¨§ â®àë B ¨ C ¨¬¥îâ ¯®
«¥¬¬¥ 3 ª®¥çë¥ ¨¤¥ªáë, ¯®íâ®¬ã ¨å ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ á®¤¥à¦¨â ®à¬ «ìë¥ Zp-¯®¤£àã¯¯ë B1 ¨
C1. �á«¨ ¡ë B1\C1 = e, â®G á®¤¥à¦ «  ¡ë (Zp)2, çâ® ¥¢®§¬®¦® (á¬. ¯à¨¬¥à 4). �«¥¤®¢ â¥«ì®,
D = B \C 6= e. �á«¨ ¡ë «î¡ë¥ ¤¢¥ Zp-¯®¤£àã¯¯ë ¡ë«¨ ¨æ¨¤¥âë, â® ¢áïª¨© ª®¥çë©  ¡®à
í«¥¬¥â®¢ ¯®à®¦¤ « ¡ë Zp-¯®¤£àã¯¯ã ¨ G ¡ë«  ¡ë ¨§®¬®àä  Zp ¨«¨ Qp [3]. �®¯ãáâ¨¬, çâ®
B ¨ C ¥ ¨æ¨¤¥âë. �ã¤ãç¨ ®à¬ «ì®© ¢ B ¨ C, D / H,   H=D ¯®à®¦¤ ¥âáï í«¥¬¥â ¬¨
bD ¨ cD ª®¥çëå ¯®àï¤ª®¢. �® ¨§«®¦¥®¬ã ¢ëè¥ (á ãç¥â®¬ «¥¬¬ 1 ¨ 4) H=D | ª®¥ç ï
£àã¯¯ . �§ï¢ ¥é¥ Zp-¯®¤£àã¯¯ã X = hxi ¢ H, § ¬¥ç ¥¬, çâ® X \ D 6= e, â ª çâ® ZX(D) ¨¬¥¥â
ª®¥çë© ¨¤¥ªá ¢ X. �®¥ç ï p-£àã¯¯  X=ZX(D) ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ AutZP ; ® íâ® ¥¢®§¬®¦®
¯à¨ p 6= 2, â. ª. ¢ AutZp ¥â ª®¥çëå p-¯®¤£àã¯¯; ¨§ AutZ2 ' C 2 � Z2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ p = 2
X ¨¢¥àâ¨àã¥â D, çâ® ¥á®¢¬¥áâ¨¬® á X \D 6= e. �â ª, DX |  ¡¥«¥¢  £àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥¨ï, ¢
¥© ¨§¢«¥ç¥¨¥ ª®à¥© ®¤®§ ç®, ®âªã¤  ¢¨¤  ¨æ¨¤¥â®áâì D ¨ X. �«¥¤®¢ â¥«ì®, D=Dp2

| ¥¤¨áâ¢¥ ï æ¨ª«¨ç¥áª ï ¯®¤£àã¯¯  ¯®àï¤ª  p2 ¢ H=Dp2 , ¨ ¯®á«¥¤ïï á®£« á® ([6], á. 212)
¤®«¦  ¡ëâì æ¨ª«¨ç¥áª®© ¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¥¨æ¨¤¥â®áâìî B ¨ C.

�®áâ â®ç®áâì ¢¨¤  ¨§ «¥¬¬ë 2 ¯à¨ G = 
. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ G ¯®ªàë¢ ¥âáï áç¥âë¬
 ¡®à®¬ ¯®¤£àã¯¯ Y á Y=
 ' Zp. �®£« á® ([2], á. 75) Y = X i
, X ' Zp. �¢¨¤ã ¤¨áªà¥â®áâ¨ 

¨ ª®¬¯ ªâ®áâ¨ Zp X-®à¡¨â  í«¥¬¥â  t 2 
 ª®¥ç  ¨ ¯®à®¦¤ ¥â ª®¥çãî X-¨¢ à¨ âãî
¯®¤£àã¯¯ã T . �á®, çâ® Y ¯®ªàë¢ ¥âáï áç¥âë¬  ¡®à®¬ ¯®¤£àã¯¯ ¢¨¤  X i T . �¥âà «¨§ â®à
Z ¯®¤£àã¯¯ë T ¨ X ª®¥ç®£® ¨¤¥ªá  pk, â ª çâ® pk-áâ¥¯¥ì ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  xt 2 XT
¨¬¥¥â ¢¨¤ zt1, ¨ (zt1)m = zm, £¤¥m| ¯¥à¨®¤ T . � ç¨â, ª ¦¤ ï Zp-¯®¤£àã¯¯  hxti ¯¥à¥á¥ª ¥â X
¯® ®¤®© ¨§ ¯®¤£àã¯¯ Xpi . �«ï ª ¦¤®£® i ç¨á«® Zp-¯®¤£àã¯¯, á®¤¥à¦ é¨å Xpi , ª®¥ç® ¢¢¨¤ã
ª®¥ç®áâ¨ XT=Xpi , i � k, ®âªã¤  �(XT ) � �.
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� ¬¥ç ¨¥. �®áª®«ìªã ¤«ï p-£àã¯¯ë G ¬®¦¥áâ¢® ¬®®â¥â¨çëå ¯®¤£àã¯¯ á®¢¯ ¤ ¥â á
M(G), â¥®à¥¬  1 ®¯¨áë¢ ¥â ¨¤ãªâ¨¢® ª®¬¯ ªâë¥ p-£àã¯¯ë G á �(G) � �.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �®¬¯ ªâë¥ p-£àã¯¯ë G á �(G) � � (�(G) � �) áãâì £àã¯¯ë ¢¨¤  ZiF , £¤¥ F
| ª®¥ç ï p-£àã¯¯ , Z | Zp ¨«¨ e, ¨ â®«ìª® ®¨. �áïª ï â ª ï £àã¯¯  á®¤¥à¦¨â æ¥âà «ìãî
Zp-¯®¤£àã¯¯ã ª®¥ç®£® ¨¤¥ªá .

�à¨¬¥ïï â¥®à¨î ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ �.�.�®âàï£¨  ª â¥®à¥¬¥ 1 ¢ á«ãç ¥  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯ë,
¯®«ãç ¥¬

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �  ¡¥«¥¢®© p-£àã¯¯ë G â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  áç¥â® ¬®¦¥áâ¢® æ¨ª«¨ç¥áª¨å
¨ ª¢ §¨æ¨ª«¨ç¥áª¨å ä ªâ®à£àã¯¯, ª®£¤  G ¥áâì à áè¨à¥¨¥ Qp , C p1 ¨«¨ e ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª®¬-
¯ ªâ®© £àã¯¯ë áç¥â®£® ¢¥á ; ¤«ï ¤¨áªà¥â®© G íâ® ®§ ç ¥â G = C � F , £¤¥ F ª®¥ç , C |
C p1 ¨«¨ e.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �«ï ¨¤ãªâ¨¢® ª®¬¯ ªâ®© p-£àã¯¯ë G áç¥â®áâì ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å  ¡¥«¥¢ëå
§ ¬ªãâëå ¯®¤£àã¯¯ à ¢®á¨«ì  áç¥â®áâ¨ L(G),   â ª¦¥ â®¬ã, çâ® G ®¤®£® ¨§ ¢¨¤®¢ CF ,
Zpi CF ¨«¨ Qp � F , £¤¥ F | ª®¥ç ï p-£àã¯¯ , C | «¨¡® e, «¨¡® C p1 .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥«¨¬ë© à ¤¨ª « D ¯à®¨§¢®«ì®©  ¡¥«¥¢®© ¯®¤£àã¯¯ë A ¨§ 
 «¨¡® âà¨-
¢¨ «¥, «¨¡® ¨§®¬®àä¥ C p1 ¢¢¨¤ã ¯à¨¬¥à  4, ¨ A = D�B, £¤¥ B à¥¤ãæ¨à®¢  . �á«¨ ¡ë B=Bp

¡ë«  ¡¥áª®¥ç , â® ç¨á«® ¥¥ ¯®¤£àã¯¯ ¢¢¨¤ã ¯à¨¬¥à  2 ¡ë«® ¡ë ¥áç¥â®. � ç¨â, B=Bp ª®-
¥ç , ®âªã¤  B ª®¥ç®¯®à®¦¤¥ ,   ¯®â®¬ã ª®¥ç . �â ª, ¢á¥  ¡¥«¥¢ë ¯®¤£àã¯¯ë «®ª «ì®-
ª®¥ç®© £àã¯¯ë 
 ®ª § «¨áì ç¥à¨ª®¢áª¨¬¨. �® â¥®à¥¬¥ �.�.�¥à¨ª®¢  ([7], á. 244) â®£¤  ¨

 | ç¥à¨ª®¢áª ï £àã¯¯ . � ª ®â¬¥ç¥® ¢ëè¥, ¥¥ ¤¥«¨¬ë© à ¤¨ª « C «¨¡® âà¨¢¨ «¥, «¨¡®
C ' C p1 . �à¥¤áâ ¢¨â¥«¨ á¬¥¦ëå ª« áá®¢ 
 ¯® C ¯®à®¦¤ îâ ¢ 
 ª®¥çãî ¯®¤£àã¯¯ã F1

¯¥à¨®¤ , áª ¦¥¬, pm. �¬®¦ ï ¥¥   æ¨ª«¨ç¥áªãî ¯®¤£àã¯¯ã â®£® ¦¥ ¯¥à¨®¤  ¨§ C, ¯®«ãç¨¬
ª®¥çãî å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî ¢ 
 ¯®¤£àã¯¯ã F , ¯à¨ç¥¬ 
 = CF . �á«¨ G=
 ' Zp, â® G = Zpi

([2], c. 75).

�®¯ãáâ¨¬, çâ® G=
 ' Qp , ® C 6= e. �¢¨¤ã ¯à¨¬¥à  5 ¨¬¥¥¬ ¢ G ¯®¤£àã¯¯ã ¢¨¤  Qp � C p1 ,
®¡« ¤ îéãî ¥áç¥âë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ Qp -¯®¤£àã¯¯, | ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ãá«®¢¨¥¬, ¯à¨¢®¤ïé¥¥ ª
£àã¯¯¥ Qp � F .

�ç¥â®áâì L(G) ¤«ï £àã¯¯ G ãª § ®£® ¢¨¤  ¯à®¢¥à¥  ¢ [1].

�¥®à¥¬  2. �«ï ¨¤ãªâ¨¢® ¯à®¨«ì¯®â¥â®© £àã¯¯ë G â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  �(G) � �,
ª®£¤  «¨¡® G | áç¥â ï ¤¨áªà¥â ï £àã¯¯ , «¨¡® G ¨¤ãªâ¨¢® ª®¬¯ ªâ  ¨ ª®¥ç®¬¥à ,

á¨«®¢áª¨¥ p-¯®¤£àã¯¯ë ¢ G=G0 ãáâà®¥ë ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ 1, á¨«®¢áª¨¥ p-¯®¤£àã¯¯ë ã«ì¬¥à®©

¯®¤£àã¯¯ë H ¨§ G0 á G0=H ' Tm ãáâà®¥ë ª ª ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 1, ¯à¨ç¥¬ Hp ¨ (G=G0)p ¥ á®¤¥à-
¦ â Zp ®¤®¢à¥¬¥®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ¨§¢¥áâ® [8], áâàãªâãà  ¨¤ãªâ¨¢® ¯à®¨«ì¯®â¥â®© £àã¯¯ë G
â ª®¢ : ¥¥ ¨¤ãªâ¨¢® ª®¬¯ ªâë© à ¤¨ª « I = I(G) á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ª®¬¯ ªâë¥ ¯®¤£àã¯¯ë,
J = IG0 | ®âªàëâ ï ¯®¤£àã¯¯ , G=J | ¤¨áªà¥â ï ¡¥§ ªàãç¥¨ï, I \ G0 = I0 ª®¬¯ ªâ  ¨
æ¥âà «ì  ¢ J , G0=I0 ¨¬¥¥â æ¥âà «ìë© àï¤ á ¢¥ªâ®àë¬¨ á¥ªæ¨ï¬¨, I=I0 | ®£à ¨ç¥®¥
¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ á¢®¨å á¨«®¢áª¨å p-¯®¤£àã¯¯ Sp.

�á«¨ �(G) � �, â® ¢ G ¥â ¢¥ªâ®àëå á¥ªæ¨©, ¯®áª®«ìªã R á®¤¥à¦¨â ª®â¨ãã¬ Z-¯®¤£àã¯¯.
� ç¨â, G0 = I0, J = I. �®¯ãáâ¨¢, çâ® heai | Z-¯®¤£àã¯¯  ¢ G=I, ¡¥à¥¬ a 2 ea. �®£¤  hai ' Z,
¢ ¯®¤£àã¯¯¥ hai i I ¢á¥ í«¥¬¥âë ¢¨¤  ax, x 2 I, ¯®à®¦¤ îâ ¯®¯ à® à §«¨çë¥ Z-¯®¤£àã¯¯ë
(á¬. ¯à¨¬¥à 3), ç¨á«® ª®â®àëå ¥ ¬¥ìè¥ ª®â¨ãã¬ , ¥á«¨ ¢ I ¥áâì ¡¥áª®¥ç ï ª®¬¯ ªâ ï
¯®¤£àã¯¯ . � ç¨â, â ª®¢®© ¥â, â. ¥. I ¤¨áªà¥â ,   á ¥î ¨ G.

� á«ãç ¥ G = I à áá¬®âà¨¬ ¤¨áªà¥âãî £àã¯¯ã å à ªâ¥à®¢ A ¤«ï G0. �  ¡¥§ ªàãç¥¨ï ¨
á®¤¥à¦¨â á¢®¡®¤ãî  ¡¥«¥¢ã ¯®¤£àã¯¯ã B à £  m (â. ¥. ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ m íª§¥¬¯«ïà®¢
Z) á ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© A=B. �® â¥®à¨¨ ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ �.�.�®âàï£¨   ã«ïâ®à H ¯®¤£àã¯¯ë
B ¢ G0 ã«ì¬¥à¥,   G0=H | â¨å®®¢áª ï áâ¥¯¥ì Tm ®ªàã¦®áâ¨ T ¨ ¯®íâ®¬ã á®¤¥à¦¨â (C p)m,
çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î (á¬. ¯à¨¬¥à 1), ¥á«¨m ¡¥áª®¥ç®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, G0 ª®¥ç®¬¥à .
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�¡¥«¥¢  £àã¯¯  H à ¢  â¨å®®¢áª®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥¨î á¢®¨å á¨«®¢áª¨å p-¯®¤£àã¯¯ Hp, ª®â®àë¥
¯® á«¥¤áâ¢¨î 1 ¨¬¥îâ ¢¨¤ Fp ¨«¨ Zp� Fp, £¤¥ Fp ª®¥ç .

�¨«®¢áª¨¥ p-¯®¤£àã¯¯ë Sp ãáâà®¥ë ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 1. �á«¨ eX | Zp-¯®¤£àã¯¯ 
¢ I=G0, â® X = Y iG0, Y ' Zp ([2], á. 75), ¨ X = Y �G0 ¢¢¨¤ã æ¥âà «ì®áâ¨ G0. �®¯ãáâ¨¢, çâ®
H á®¤¥à¦¨â Z ' Zp, ¯®«ãç ¥¬ ¯®¤£àã¯¯ã Y � Z ¢®¯à¥ª¨ ¯à¨¬¥àã 4.

�®áâ â®ç®áâì ãá«®¢¨© ¢ ¯¥à¢®¬ ¢ à¨ â¥ á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 2. �ãáâì G = I. � ¦¤ ï ¯à¨-
¬ à ï ¬®®â¥â¨ç ï ¯®¤£àã¯¯  ¨§ G=G0 «¥¦¨â ¢ ®¤®© ¨§ Sp, £¤¥ ¨å ¬®¦¥áâ¢® áç¥â® ¯®
â¥®à¥¬¥ 1. � «¥¥, ¤¨áªà¥â ï  ¡¥«¥¢  £àã¯¯  A ¡¥§ ªàãç¥¨ï á®¤¥à¦¨â á¢®¡®¤ãî ¯®¤£àã¯¯ã B
à £  m,   á¨«®¢áª ï p-¯®¤£àã¯¯  ¢ A=B ¨¬¥¥â ¢¨¤ C p1 � eFp, £¤¥ eFp ª®¥ç , ¨ ¯® á«¥¤áâ¢¨î 2
®¡« ¤ ¥â áç¥âë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ æ¨ª«¨ç¥áª¨å ¨ ª¢ §¨æ¨ª«¨ç¥áª¨å ä ªâ®à£àã¯¯. �®áª®«ìªã B ¨
A=B, ®ç¥¢¨¤®, áç¥âë, â ª®¢  ¨ A. �ç¥âë¬ ¡ã¤¥â ¨ ¬®¦¥áâ¢® ¥¥ ¡ § ¨§ m í«¥¬¥â®¢, ¨ â¥¬
¡®«¥¥ áç¥â® ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å á¢®¡®¤ëå ¯®¤£àã¯¯ B1 à £  m. �â¬¥â¨¬, çâ® A=B1 ãáâà®¥  â ª
¦¥, ª ª ¨ A=B, ¨ á®¤¥à¦¨â C p1 ®¤®¢à¥¬¥® á A=B. �¥¯¥àì ïá®, çâ® ¨ A ®¡« ¤ ¥â áç¥âë¬
¬®¦¥áâ¢®¬ æ¨ª«¨ç¥áª¨å ¨ ª¢ §¨æ¨ª«¨ç¥áª¨å ä ªâ®à£àã¯¯, ®âªã¤  �(G0) � �.

�áïª¨© p-í«¥¬¥â x «¥¦¨â ¢ ¯®¤£àã¯¯¥ XG0, X = hxi, eX = XG0=G0 «¨¡® C pn , «¨¡® Zp. �®-
¦¥áâ¢® â ª¨å ¯®¤£àã¯¯, ª ª ã¦¥ ®â¬¥ç¥®, áç¥â®, ¯à¨ íâ®¬ XG0  ¡¥«¥¢  ¢¢¨¤ã æ¥âà «ì®áâ¨
G0. �á«¨ eX ª®¥ç , â® XG0 = C �G0 ¢ á¨«ã ¤¥«¨¬®áâ¨ G0,   ¯à¨ eX ' Zp | ¨§-§  ¤¢®©áâ¢¥-
®áâ¨ ¨ ¤¥«¨¬®áâ¨ C p1 . �¬¥¥¬ x = yt, Y = hyi � C, T = hti � G0. �§ t = y�1x á«¥¤ã¥â T � XY ,
® XY | p-£àã¯¯ . �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®  ã«ïâ®à T ¢ A á®¤¥à¦¨â á¢®¡®¤ãî ¯®¤£àã¯¯ã B1

à £  m,   T «¥¦¨â ¢ ¥¥  ã«ïâ®à¥ H1, ãáâà®¥®¬ â ª ¦¥, ª ª ¨ H. � ç áâ®áâ¨, ¥¥ á¨«®¢áª ï
p-¯®¤£àã¯¯  ¨¬¥¥â ¢¨¤ E �K, £¤¥ E | «¨¡® e, «¨¡® Zp, K ª®¥ç . �«¥¤®¢ â¥«ì®, X «¥¦¨â ¢
C�E�K. �® ãá«®¢¨î C ¨ E ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¤®¢à¥¬¥® Zp-¯®¤£àã¯¯ ¬¨, â ª çâ® �(CEK) � �
¯® á«¥¤áâ¢¨î 1, ¨ (á ãç¥â®¬ áç¥â®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  ¯®¤£àã¯¯ B1) â¥®à¥¬  ¤®ª §  .

�¥®à¨ï ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ ¢ á«ãç ¥  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯ ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯ë G â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  áç¥â® ¬®¦¥áâ¢® ä ªâ®à£àã¯¯
¢¨¤  T, C p1 (n = 1; 2; : : : ;1), ª®£¤  «¨¡® G | ª®¬¯ ªâ ï £àã¯¯  áç¥â®£® ¢¥á , «¨¡® G ã«ì-
¬¥à , G=I(G) ¥áâì à áè¨à¥¨¥ Zm ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¤¨áªà¥â®© ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© £àã¯¯ë H, á¨«®¢-
áª¨¥ p-¯®¤£àã¯¯ë ¢ G ¨ ¢ H ãáâà®¥ë ª ª ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 2 ¨ ¥ ¬®£ãâ ¨¬¥âì C p1 -ä ªâ®à£àã¯¯
®¤®¢à¥¬¥®.

�«¥¤áâ¢¨¥ 5. �«ï ¨¤ãªâ¨¢® ¯à®¨«ì¯®â¥â®© £àã¯¯ë G â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  �(G) � �,
ª®£¤  «¨¡® G| áç¥â ï ¤¨áªà¥â ï £àã¯¯ , «¨¡® G ¨¤ãªâ¨¢® ª®¬¯ ªâ , G0 ¥áâì à áè¨à¥¨¥
¯®¤£àã¯¯ë H ¢¨¤  Zp1 � � � � � Zpk ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª®¥ç®¬¥à®£® â®à  Tm, G=G0 = K �D, £¤¥ D
| áç¥â ï ¤¨áªà¥â ï £àã¯¯ , �(K) ª®¥ç®, �(K) \ �(D) = ?, á¨«®¢áª¨¥ p-¯®¤£àã¯¯ë ¢ K
ãáâà®¥ë ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ 1, H ¨ K ¥ á®¤¥à¦ â Zp ®¤®¢à¥¬¥®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¨¤ã â¥®à¥¬ë 2 ¨ «¥¬¬ë 2 ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® G ¥¤¨áªà¥â , ¨¤ãª-
â¨¢® ª®¬¯ ªâ  ¨ ª®¥ç®¬¥à , G0 æ¥âà «ì  ¢ G ¨ á®¤¥à¦¨â ã«ì¬¥àãî ¯®¤£àã¯¯ã H,
à ¢ãî â¨å®®¢áª®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥¨î ¯®¤£àã¯¯ Hp = Ap � Bp, £¤¥ Bp ª®¥ç , Ap | Zp ¨«¨ e.
�á«¨ �(H) ¡¥áª®¥ç®, â®, ¢§ï¢ ¢ ª ¦¤®© Hp ¯® í«¥¬¥âã xp 6= e, ¯®à®¤¨¬ ¨¬¨ ¬®®â¥â¨çãî
¯®¤£àã¯¯ã X á �(X) = �(H). �®£« á® ¯à¨¬¥àã 1 �(X) > �. �«¥¤®¢ â¥«ì®, H = A � B, £¤¥
B ª®¥ç , A ' Zp1 � � � � � Zpk. G0=A á¢ï§ , m-¬¥à  ¨ «¨¥¢ , â. ¥. ¢¨¤  Tm, â ª çâ® ¬®¦®,
§ ¬¥¨¢ H   A, áç¨â âì H £àã¯¯®© ¡¥§ ªàãç¥¨ï.

�® â¥®à¥¬¥ 2 eG = G=G0 ¥ á®¤¥à¦¨â Zpi, i = 1; 2; : : : ; k. �à®¬¥ â®£®, �( eG) � �. �á«¨ U |
®âªàëâ ï ª®¬¯ ªâ ï ¯®¤£àã¯¯  ¢ eG, â®, ª ª ¨ ¢ëè¥, ã¡¥¦¤ ¥¬áï ¢ ª®¥ç®áâ¨ �(U). �«¥¤®¢ -
â¥«ì®, ¢á¥ á¨«®¢áª¨¥ p-¯®¤£àã¯¯ë ¢ eG á p 2 �(U) ¯®à®¦¤ îâ ¤¨áªà¥âãî áç¥âãî ¯®¤£àã¯¯ã
D,   ®áâ ¢è¨¥áï á¨«®¢áª¨¥ p-¯®¤£àã¯¯ë | £àã¯¯ã K, ¨ eG = K �D.

�¡à â®, ¥á«¨ G ¨¬¥¥â ãª § ®¥ áâà®¥¨¥, â® L(G0) áç¥â  ¯® «¥¬¬¥ 7 ¨§ [1]. �® «¥¬¬¥ 1
�(D) � �. �® â¥®à¥¬¥ 1 �(Kp) � �. �î¡ ï ¬®®â¥â¨ç ï ¯®¤£àã¯¯  ¨§ eG ¥áâì ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥-
¤¥¨¥ á¢®¨å ¯¥à¥á¥ç¥¨© á á®¬®¦¨â¥«ï¬¨ Kp, p 2 �(K), ¨ D. �âáî¤  ¢¨¤®, çâ® �( eG) � �.
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�«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ¬®®â¥â¨ç®© ¯®¤£àã¯¯ë X ¨§ G ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ X \ G0 ¨ ¬®®â¥â¨ç ï
£àã¯¯  XG0=G0 ¢ë¡¨à îâáï áç¥âë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ á¯®á®¡®¢. �áâ «®áì ã¡¥¤¨âìáï ¢ áç¥â®áâ¨
¬®¦¥áâ¢  â ª¨å ¬®®â¥â¨çëå ¯®¤£àã¯¯ Y , çâ® Y \G0 = X \G0 ¨ Y G0 = XG0. �àã¯¯  XG0

 ¡¥«¥¢  ¢¢¨¤ã æ¥âà «ì®áâ¨ G0. �à¥¥¡à¥£ ï X \ G0, áç¨â ¥¬ XG0 = X � G0. �à®¥ªæ¨ï  
£àã¯¯ë Y   G0 ¥áâì ¬®àä¨§¬ á ï¤à®¬ Y \ X, â ª çâ®  (Y ) â®¯®«®£¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä  ã«ì-
¬¥à®© ª®¬¯ ªâ®© £àã¯¯¥ Y=Y \ X. �á«¨ ¯®á«¥¤ïï ¡¥áª®¥ç , â® ®  á®¤¥à¦¨â Zp ¢ á¨«ã
ª®¥ç®áâ¨ �(Y ), ® â®£¤  ¨  (Y ) á®¤¥à¦¨â Zp, çâ® § ¯à¥é¥® ãáâà®©áâ¢®¬ G. � ç¨â,  (Y )
ª®¥ç . �«¥¬¥â y = xt ¯®à®¦¤ ¥â Y â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  x ¯®à®¦¤ ¥â X, t 2 G0. �à¨
ä¨ªá¨à®¢ ®¬ x ¤«ï t =  (y), «¥¦ é¥£® ¢  (Y ), ¨¬¥¥âáï «¨èì áç¥â®¥ ç¨á«® ¢®§¬®¦®áâ¥©,
¯®áª®«ìªã 
(G0) ¨§®¬®àä  ¯®¤£àã¯¯¥ áç¥â®© £àã¯¯ë 
(Tm).

�«¥¤áâ¢¨¥ 6. �«ï ¨¤ãªâ¨¢® ¯à®¨«ì¯®â¥â®© £àã¯¯ë G ãá«®¢¨¥ �(G) � � à ¢®á¨«ì®
áç¥â®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å ã«ì¬¥àëå ¬®®â¥â¨çëå ¯®¤£àã¯¯.

�¥®à¥¬  3. �«ï ¨¤ãªâ¨¢® ¯à®¨«ì¯®â¥â®© £àã¯¯ë G ¡¥§ ç¨áâëå í«¥¬¥â®¢ áç¥â-

®áâì ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å  ¡¥«¥¢ëå § ¬ªãâëå ¯®¤£àã¯¯ à ¢®á¨«ì  áç¥â®áâ¨ L(G),   â ª¦¥

â®¬ã, çâ® G ®¤®£® ¨§ ¢¨¤®¢:

1) G = L � (A i CF ), £¤¥ F ª®¥ç , L ' Qp1 � � � � � Qpk , A ' Zpk+1 � � � � � Zpl, C '
C q1

1
� � � � � C q1

m
, ª ª pi, 1 � i � l, â ª ¨ qj, 1 � j � m, | à §«¨çë¥ ¯à®áâë¥ ç¨á« ,

¯à¨ç¥¬ ¢á¥ qj ®â«¨çë ®â ¢á¥å pi á i � k;
2) G = (A�G0)F , £¤¥ F ª®¥ç  ¨ F / G, G0 á®¤¥à¦¨â ¯®¤£àã¯¯ã H ¢¨¤  Zp1 � � � � �Zpk á

G0=H ' Tm, A ' Zpk+1 � � � � � Zpl, ¢á¥ pi, 1 � i � l, | à §«¨çë¥ ¯à®áâë¥ ç¨á« .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì á ç «  G0 = e. �à¨ ¡¥áª®¥ç®¬ �(G), ¢§ï¢ ¯® ¬®®â¥â¨ç®© ¯®¤-
£àã¯¯¥ ¢ ª ¦¤®© Gp, ¯®à®¤¨«¨ ¡ë ¨¬¨  ¡¥«¥¢ã ¯®¤£àã¯¯ã à £  1 á á¥ªæ¨¥© ¨§ ¯à¨¬¥à  1, ¤ î-
é¥© ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á® áç¥â®áâìî ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å  ¡¥«¥¢ëå § ¬ªãâëå ¯®¤£àã¯¯. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
G = Gp1 � � � � � Gpk ¨, ãç¨âë¢ ï áâà®¥¨¥ á¨«®¢áª¨å p-¯®¤£àã¯¯ Gp, ®¯¨á ®¥ ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 5,
¯à¨å®¤¨¬ ª â¨¯ã 1).

�ãáâì â¥¯¥àì G0 6= e. �®£¤  G0 æ¥âà «ì  ¢ G,   ¥¥ áâà®¥¨¥ ®¯¨á ® ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 5. �à®-
®¡à § ¢ G ¯®¤£àã¯¯ë à £  1 ¨§ G=G0  ¡¥«¥¢ ¢¢¨¤ã æ¥âà «ì®áâ¨ G0, ¯®íâ®¬ã à ááã¦¤¥¨¥
¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®  ¡§ æ  ¯à¨¢®¤¨â ª ª®¥ç®áâ¨ �(G=G0). �®áª®«ìªã G0=H ' Tm,   á¨«®¢áª ï
p-¯®¤£àã¯¯  â®à  Tm ¨§®¬®àä  (C p1 )m, ¨¦¨© á«®© á¨«®¢áª®© p-¯®¤£àã¯¯ë ¨§ G0 ª®¥ç¥.
� «¥¥, ¯®«ë© ¯à®®¡à § D ¯®¤£àã¯¯ë â¨¯  C p1 ¨«¨ Qp ¨§ G=G0  ¡¥«¥¢. �ã «ì ï £àã¯¯  bD
¥áâì à áè¨à¥¨¥ Zp ¨«¨ Qp ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¤¨áªà¥â®© £àã¯¯ë ¡¥§ ªàãç¥¨ï ¨ ¯®â®¬ã á®¤¥à¦¨â
¯®¤£àã¯¯ã ¢¨¤  Z� Zp, çâ® ¢ á¨«ã ¯à¨¬¥à  3 ¯à®â¨¢®à¥ç¨â áç¥â®áâ¨ L(D). �â ª, ¢ G=G0 ¥â
¤¥«¨¬ëå ¯®¤£àã¯¯ à £  1.

� á¨«®¢áª®© p-¯®¤£àã¯¯¥ Sp ¨§ G=G0 ¯® â¥®à¥¬ ¬ 1 ¨ 2 
(Sp) ¤¨áªà¥â . �¡¥¤¨¬áï ¢ ¥¥
ª®¥ç®áâ¨. �«ï íâ®£® ¢®§ì¬¥¬ ¢ ¥©  ¡¥«¥¢ã ¯®¤£àã¯¯ã eE ¯¥à¨®¤  p,   ¢ ¯®«®¬ ¯à®®¡à §¥ E
£àã¯¯ë eE | ¬ ªá¨¬ «ìãî  ¡¥«¥¢ã ¯®¤£àã¯¯ãM , á®¤¥à¦ éãî G0. � áè¨à¥¨¥G0 ¯®áà¥¤áâ¢®¬
C p  ¡¥«¥¢®, ¯®íâ®¬ã M > G0. �®áª®«ìªã £àã¯¯  E ¨«ì¯®â¥â  ª« áá  � 2, â® M = ZE(M),
  ®â®¡à ¦¥¨¥ 'y : xG0 7! [x; y] ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«¥® ¤«ï ª ¦¤®£® y 2 E ¨ ¡ã¤¥â ¬®àä¨§¬®¬
£àã¯¯ë M=G0 ¢ G0. �¡à § M=G0 ¯à¨ 'y «¥¦¨â ¢ ¨¦¥¬ á«®¥ P á¨«®¢áª®© p-¯®¤£àã¯¯ë ¨§ G0,
ª®â®àë©, ª ª ®â¬¥ç¥® ¢ëè¥, ª®¥ç¥. �â®¡à ¦¥¨¥ ' : y 7! 'y ¥áâì ¬®àä¨§¬ £àã¯¯ë E, ï¤à®
ª®â®à®£® ¥áâì ZE(M) = M . �¥áª®¥ç®áâì M=G0 ®§ ç «  ¡ë ¢¢¨¤ã ¯à¨¬¥à  2 ¥áç¥â®áâì
¬®¦¥áâ¢   ¡¥«¥¢ëå ¯®¤£àã¯¯. �®¥ç®áâì M=G0 á ãç¥â®¬ ª®¥ç®áâ¨ P ¢«¥ç¥â ª®¥ç®áâì
¬®¦¥áâ¢  ¬®àä¨§¬®¢ ¨§ M=G0 ¢ G0, ¢ ª®â®à®¥ ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï E=M . �«¥¤®¢ â¥«ì®, eE ª®¥ç-
 . �â ª, ª ¦¤ ï  ¡¥«¥¢  ¯®¤£àã¯¯  ¢ 
(Sp) ¨¬¥¥â ª®¥çë© ¨¦¨© á«®©, â. ¥. ç¥à¨ª®¢áª ï.
�® â¥®à¥¬e �.�.�¥à¨ª®¢  ([7], á. 244) ç¥à¨ª®¢áª®© ¡ã¤¥â ¨ ¢áï 
(Sp),   ¯®áª®«ìªã ¢ ¥© ®â-
áãâáâ¢ãîâ ª¢ §¨æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ ¯®¤£àã¯¯ë, ®  ª®¥ç . �®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 1 Sp | à áè¨à¥¨¥
ª®¥ç®© £àã¯¯ë Kp ¯®áà¥¤áâ¢®¬ Zp, Qp ¨«¨ e. � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ Sp = Zp i Kp ([2], á. 75). �®
¢â®à®¬ á«ãç ¥ á®£« á® ¯à¨¬¥àã 5 Sp = Qp �Kp, ®¤ ª® ¢ G=G0 ¥â ¯®¤£àã¯¯ â¨¯  Qp . �«¥¤®-
¢ â¥«ì®, G=G0 ¨¬¥¥â ¢¨¤ B iK, £¤¥ K ª®¥ç ,   B ' Zpk+1 � � � � � Zpl ¬®®â¥â¨ç , ¯à¨ç¥¬
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¢¢¨¤ã â¥®à¥¬ë 2 ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  pi, 1 � i � l, à §«¨çë. �®£« á® ([2], á. 75)  ©¤¥âáï â ª ï
¯®¤£àã¯¯  A ' B, çâ® ¯®«ë© ¯à®®¡à § B à ¢¥ A � G0. � ááã¦¤ ï ª ª ¢ ([1], á. 132),  ©¤¥¬
ª®¥çãî ®à¬ «ìãî ¢ G ¯®¤£àã¯¯ã F , ¤«ï ª®â®à®© G = AG0F .

�¡à â®, ¤«ï £àã¯¯ G â¨¯®¢ 1) ¨ 2) ¢ [1] ¯à®¢¥à¥  áç¥â®áâì L(G). �¥®à¥¬  ¤®ª §  .
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