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УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНОГО НЕАВТОНОМНОГО РАЗНОСТНОГО
УРАВНЕНИЯ С ОГРАНИЧЕННЫМИ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ

Аннотация. Получены неулучшаемые достаточные признаки устойчивости для неавтономного
разностного уравнения с несколькими переменными ограниченными запаздываниями. Эти
признаки выражены через параметры исходного уравнения.
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Abstract. We obtain exact sufficient stability conditions for a linear nonautonomous difference
equation with several bounded delays. These conditions are written in terms of parameters of the
initial equation.

Keywords: difference equations with delays, stability conditions.

В работе [1] для уравнения

x(n + 1) − x(n) = −a(n)x(n − h(n)) (∗)
получены следующие признаки устойчивости решений.

Теорема 1. Пусть a(n) ≥ 0, 0 ≤ h(n) ≤ H,
∞∑

n=0
a(n) = ∞ и lim

n→∞
n∑

i=n−h(n)

a(i) < 3
2 + 1

2H+2 .

Тогда уравнение (∗) асимптотически устойчиво.

Теорема 2. Пусть a(n) ≥ 0, 0 ≤ h(n) ≤ H и sup
n

n∑
i=n−h(n)

a(i) ≤ 3
2 + 1

2H+2 . Тогда уравне-

ние (∗) равномерно устойчиво.

Автором [1] не ставился вопрос о точности (неулучшаемости) признаков устойчивости,
полученных в теоремах 1 и 2. Этот вопрос был исследован в [2], где показано следующее:

в теореме 1 нельзя заменить строгое неравенство lim
n→∞

n∑
i=n−h(n)

a(i) < 3
2 + 1

2H+2 нестрогим; в

теореме 2 в неравенстве sup
n

n∑
i=n−h(n)

a(i) ≤ 3
2 + 1

2H+2 постоянную 3
2 + 1

2H+2 нельзя увеличить,

более того, нельзя заменить точную верхнюю грань верхним пределом.
В данной работе 1) результаты [1] обобщаются на уравнение с несколькими переменны-

ми запаздываниями с сохранением тех же неулучшаемых оценок варианты
n∑

i=n−h(n)

a(i);
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2) получены оценки скорости сходимости решения к нулю в случае асимптотической устой-
чивости.

1. Фундаментальное решение

Рассмотрим разностное уравнение

x(n + 1) − x(n) = −
K∑

k=0

ak(n)x(n − hk(n)), n, m ∈ N0, n ≥ m, (1)

где N0 = 0, 1, 2, . . . , ak : N0 → R, hk : N0 → N0. Мы считаем запаздывания hk(n) ограничен-
ными, т. е. найдется H ∈ N0 такое, что hk(n) ≤ H для любого k = 0, 1, . . . , K. Для удобства

введем функции a(n) =
K∑

k=0

ak(n), h(n) = max
k

hk(n) и доопределим a(n) ≡ 0 при n < 0.

Условимся, что
m∑

i=n
= 0 при m < n.

Введем функцию двух переменных X(n, m), которая при каждом фиксированном m ∈ N0

является решением разностного уравнения

X(n + 1, m) − X(n, m) = −
K∑

k=0

ak(n)X(n − hk(n), m), n ≥ m,

с начальными условиями X(m, m) = 1, X(n, m) = 0, n < m. Как и в [3], будем называть
X(n, m) фундаментальным решением уравнения (1).
Как показано в [3], решение уравнения (1) с произвольными начальными условиями

x(i) = ϕ(i), m − H ≤ i ≤ m представляется в виде

x(n) = X(n, m)ϕ(m) −
n−1∑
i=m

X(n, i + 1)
K∑

k=0

ak(i)ϕ∗(i − hk(i)), (2)

где ϕ∗(j) = ϕ(j) при j < m и ϕ∗(j) = 0 при j ≥ m.
Учитывая ограниченность запаздывания, в силу формулы (2) имеем

|x(n)| ≤ δ |X(n, m)| + ‖a‖δ
∣∣∣∣∣
m+H−1∑

i=m

X(n, i + 1)

∣∣∣∣∣ ≤ Mδ

∣∣∣∣∣
m+H∑
i=m

X(n, i)

∣∣∣∣∣ ,

где ‖a‖ = sup
n

|a(n)|, M = max(‖a‖, 1), δ = max
m−H≤i≤m

|ϕ(i)|.
В силу этого неравенства и ограниченности ak(n) любой признак устойчивости уравне-

ния (1) оказывается связанным с некоторым свойством фундаментального решения. Так,
равномерная устойчивость следует из равномерной ограниченности

|X(n, m)| ≤ N. (3)

Из существования предела lim
n→∞X(n, m) = 0 при каждом фиксированном m следует асимп-

тотическая устойчивость, а если стремление к нулю происходит равномерно по m — равно-
мерная асимптотическая устойчивость.
Таким образом, оказывается возможным получать достаточные признаки устойчивости

на основе соответствующих оценок фундаментального решения.
Независимость от начальной функции и учет начальной точки как второго аргумента де-

лает фундаментальное решение удобным объектом изучения. В данной работе через оцен-
ки фундаментального решения уравнения (1) устанавливается, каким образом параметры
уравнения определяют асимптотическое поведение решений.
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2. Основные результаты

В этом разделе мы получим две теоремы об оценках фундаментального решения урав-
нения (1), которые являются центральным результатом работы.

Теорема 3. Пусть a(n) ≥ 0, 0 ≤ h(n) ≤ H и sup
n

n∑
i=n−h(n)

a(i) ≤ 3
2 + 1

2H+2 . Тогда для

фундаментального решения X(n, m) уравнения (1) справедлива оценка (3).

Теорема 4. Пусть a(n) ≥ 0, 0 ≤ h(n) ≤ H и lim
n→∞

n∑
i=n−h(n)

a(i) < 3
2 + 1

2H+2 . Тогда найдутся

такие N, γ > 0, что для фундаментального решения X(n, m) уравнения (1) справедлива
оценка

|X(n, m)| ≤ N exp
(
− γ

n−1∑
i=m

a(i)
)

, n ≥ m ≥ 0. (4)

Определим несколько свойств функций дискретного аргумента.

Определение. Функция y : N0 → R меняет знак в точке n, если y(n) ≤ 0, а y(n + 1) ≥ 0
или y(n) ≥ 0, а y(n + 1) ≤ 0. Функция y : N0 → R сохраняет знак в точке n, если y(n) < 0
и y(n + 1) < 0 или y(n) > 0 и y(n + 1) > 0. Функция y : N0 → R не возрастает в точке n,
если y(n) ≥ y(n + 1).

Рассмотрим вспомогательное уравнение

y(n + 1) − y(n) = −α(n)y(n − g(n)), n ≥ −1, (5)

с начальным условием y(−1) = 1, где α : N0 → R+, g : N0 → N0, g(n) ≤ H при n ≥ H и
g(n) = n + 1 при n < H.

Обозначим P = max
{

1, max
0≤n≤2H

n∑
i=n−g(n)

α(i)
}
.

Лемма 1. Пусть bi ≥ 0 при всех i = 1, . . . , H. Тогда
H∑

i=1

bi − 1
2

( H∑
i=1

bi

)2

− 1
2

( H∑
i=1

b2
i

)
≤ H

2(H + 1)
. (6)

Доказательство. При фиксированном D =
H∑

i=1
bi сумма

H∑
i=1

b2
i достигает минимума, если

bi = D
H для всех i. Поэтому

H∑
i=1

bi − 1
2

( H∑
i=1

bi

)2

− 1
2

( H∑
i=1

b2
i

)
≤ D − D2

2
− D2

2H
≤ H

2(H + 1)
. �

Лемма 2. Пусть решение уравнения (5) не возрастает в точках −1 ≤ n ≤ 2H и меняет
знак в точке H. Тогда

y(2H + 1) ≥ 1 − P − H

2(H + 1)
. (7)

Доказательство. Для каждого q ≤ H (q ∈ N0) найдем точку nq = max
n−g(n)≤q

n. Легко видеть,

что H − 1 ≤ nq ≤ 2H.
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Положим cj =
∑

n−g(n)=j

α(n). Заметим, что
nq∑

i=H

α(i) ≥ ∑
0≤n−g(n)≤q

α(n) =
q∑

j=0
cj . Учитывая

равенство
H−1∑
i=q

α(i) = y(q) − y(H), получаем

P ≥
nq∑

i=nq−g(nq)

α(i) ≥
nq∑
i=q

α(i) =
H−1∑
i=q

α(i) +
nq∑

i=H

α(i) ≥ y(q) − y(H) +
q∑

j=0

cj .

Следовательно,
q∑

j=0

cj ≤ P + y(H) − y(q). (8)

Оценим y(2H + 1)

y(2H + 1) = y(H) −
2H∑

n=H

α(n)y(n − g(n)) = y(H) −
2H∑
i=0

ciy(i) ≥

≥ y(H) −
H∑

i=0

ciy(i) = y(H) − y(H)
H∑

i=0

ci −
H∑

i=1

[
(y(i − 1) − y(i))

i−1∑
j=0

cj

]
.

Положим bi = y(i − 1) − y(i). Заметим, что выполнены равенства y(H) = 1 − b0 −
H∑

i=1
bi и

yi−1 − y(H) =
H∑

j=i
bj . Теперь, используя (8) и (6), получаем

y(2H + 1) ≥ y(H) − y(H)P −
H∑

i=1

bi(P + y(H) − y(i − 1)) =

=
(

1 − b0 −
H∑

i=1

bi

)
− P

(
y(H) +

H∑
i=1

bi

)
+

H∑
i=1

bi

H∑
j=i

bj =

= 1 − b0 − P + Pb0 −
H∑

i=1

bi +
1
2

( H∑
i=1

bi

)2

+
1
2

H∑
i=1

b2
i ≥ 1 − P − H

2(H + 1)
. �

Обозначим Qν = sup
n≥ν−3H

n∑
i=n−h(n)

a(i), Lν = max{Qν ,
3
2} + H

2H+2 − 1, ν ∈ N0.

Лемма 3. Пусть Qν ≤ 3
2 + 1

2(H+2) и найдется точка n∗ ≥ ν такая, что решение x(n)
уравнения (1) удовлетворяет следующим требованиям:

1) |x(n)| ≤ N , n∗ − 3H ≤ n ≤ n∗;
2) выполнено одно из условий: a) |x(n∗)| ≤ NLν ; б) решение меняет знак в точке n∗.
Тогда |x(n)| ≤ NLν при n > n∗.

Доказательство. В силу линейности уравнения (1) можно считать, что N = 1. Наши рас-
суждения не будут зависеть от значения ν, поэтому в доказательстве будем обозначать
Q = Qν , L = Lν . Заметим, что L ≤ 1.
Допустим, что утверждение леммы неверно, тогда существует точка µ > n∗ такая, что

|x(µ)| > L, причем |x(n)| ≤ L ≤ 1 при n∗ < n < µ. Дальнейшие рассуждения проведем,
предполагая, что x(µ) < −L (случай x(µ) > L рассматривается аналогично).
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Найдем такую точку n0 < µ, в которой решение меняет знак, что решение сохраняет
знак во всех точках n0 < n < µ. Это значит, что x(n0) ≥ 0, а при n0 < n ≤ µ выполнено
неравенство x(n) ≤ 0.
Заметим, что n0 ≥ µ−H − 1. Действительно, если мы предположим, что µ− 1−H > n0,

то при всех k = 1, . . . , K выполнено неравенство µ − 1 − hk(µ − 1) > n0. Тогда при всех
k = 1, . . . , K имеем x(µ − 1 − hk(µ − 1)) ≤ 0. Отсюда следует оценка x(µ) = x(µ − 1) −
K∑

k=1

ak(µ − 1)x(µ − 1 − hk(µ − 1)) ≥ x(µ − 1) ≥ −L, которая противоречит предположению

x(µ) < −L.
Обозначим n1 = n0 − H. Построим множества {ξ−1, ξ0, . . . , ξ2H+1} и {η−1, η0, . . . , η2H} по

следующему правилу:
ξ−1 = 1,
ξi = max

n1+i≤n≤µ
x(n) при 0 ≤ i < µ − n1,

ξi = x(µ) при µ − n1 ≤ i ≤ 2H + 1,
ηi = i + 1 при −1 ≤ i < H,
ηi = h(n1 + i) при H ≤ i ≤ 2H.
Построенные нами множества обладают свойствами.
Свойство 1. ξ−1 ≥ ξ0 ≥ · · · ≥ ξH ≥ 0 ≥ ξH+1 ≥ · · · ≥ ξ2H+1.
Свойство 2. При всех 0 ≤ i ≤ 2H из неравенства 0 < ξi − ξi+1 следуют неравенства

ξi − ξi+1 ≤ x(n1 + i) − x(n1 + i + 1) и i < µ − n1.
Теперь рассмотрим уравнение (5) и зададим при −1 ≤ i ≤ 2H коэффициенты и запазды-

вания в виде

g(i) = ηi, α(i) =

{
(ξi − ξi+1)/ξi−ηi при ξi − ξi+1 > 0;
0 при ξi − ξi+1 = 0.

Вычисляя последовательно y(0), y(1), . . . , y(2H +1), получаем y(i) = ξi при всех −1 ≤ i ≤
2H +1. В силу свойства 1 построенное нами уравнение удовлетворяет условиям леммы 2 и,
следовательно, выполнено неравенство (7).
Чтобы завершить доказательство, нам нужно оценить значение P . Покажем вначале, что

при всех 0 ≤ i ≤ 2H выполнено неравенство

α(i) ≤ a(n1 + i). (9)

Если α(i) = 0, то оно, очевидно, выполнено. Пусть α(i) > 0. Заметим, что n1 − H ≥
µ − 3H − 1 ≥ n∗ − 3H. Значит, |x(n)| ≤ 1 при n1 − H ≤ n < µ и, следовательно,
|x(n1 + i − hk(n1 + i))| ≤ 1 при всех 0 ≤ i < µ − n1.
Используя свойство 2, при 0 ≤ i < H получаем

α(i) =
ξi − ξi+1

ξi−ηi

≤ x(n1 + i) − x(n1 + i + 1)
ξ−1

=

=
K∑

k=1

ak(n1 + i)x(n1 + i − hk(n1 + i)) ≤ a(n1 + i);

при H ≤ i ≤ 2H —

α(i) =
ξi − ξi+1

ξi−ηi

≤ x(n1 + i) − x(n1 + i + 1)
ξi−ηi

=

K∑
k=1

ak(n1 + i)x(n1 + i − hk(n1 + i))

ξi−ηi

≤
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≤ a(n1 + i)
max

n1+i−h(n1+i)≤n≤n1+i
x(n)

ξi−ηi

≤ a(n1 + i)
max

n1+i−ηi≤n≤µ
x(n)

ξi−ηi

= a(n1 + i).

Итак, неравенство (9) доказано. Теперь оценим значение P .

Если −1 ≤ i < H, то αi = ξi−ξi+1

ξ−1
= ξi−ξi+1. Получаем

i∑
j=i−g(i)

α(j) ≤
H−1∑
j=−1

α(j) = 1−ξH ≤

1 < 3
2 .

Если H ≤ i ≤ 2H, то, вспомнив, что g(i) = ηi = h(n1 + i), и используя (9), получаем
i∑

j=i−g(i)

α(j) ≤
n1+i∑

l=n1+i−h(n1+i)

a(l) ≤ Q.

Таким образом, P ≤ max{Q, 3
2}. Теперь из неравенства (7) следует y(2H + 1) ≥ 1 −

max{Q, 3
2} − H

2(H+1) = −L. C другой стороны, y(2H + 1) = ξ2H+1 = x(µ) < −L. Полученное
противоречие доказывает лемму. �

Доказательство теоремы 3. В условиях теоремы имеем Q0 ≤ 3
2+ 1

2(H+2) . Положим N = 1
L0
.

Тогда для фундаментального решения уравнения (1) справедливы оценки
1) 0 = X(n, m) ≤ N , если m − 3H ≤ n < m;
2) 1 = X(m, m) ≤ NL0.
В силу леммы 3 отсюда |X(n, m)| ≤ NL0 = 1 при всех n ≥ m, а значит, и вообще при

всех n и m, n ≥ m ≥ 0. �

Доказательство теоремы 4. По условию теоремы lim
n→∞

n∑
i=n−h(n)

a(i) < 3
2 + 1

2H+2 , поэтому

существует ν ∈ N0 такое, что Qν < 3
2 + 1

2H+2 . Заметим, что Lν < 1. Кроме того, Lν ≥ 1
2 ,

откуда следует оценка
Lq

ν ≤ 2Lq+1
ν . (10)

Рассмотрим некоторую точку m ≥ ν. Положим n−1 = m − 8(H + 1), n0 = m, далее

зафиксируем точки nq, q = 1, 2, . . . , такие, что
nq∑

i=m
a(i) ≥ 8q(H + 1), а

nq−1∑
i=m

a(i) < 8q(H + 1).

Каково бы ни было H, при n ≥ m − 3H имеем a(n) ≤ Qν < 2. Учитывая это и правила
построения точек nq, получаем неравенства

nq∑
i=m

a(i) =
nq−1∑
i=m

a(i) + a(nq) < 8q(H + 1) + 2,

nq+1∑
i=m

a(i) −
nq∑

i=m

a(i) =
nq+1∑

i=nq+1

a(i) < 2(nq+1 − nq),

nq+1∑
i=nq+1

a(i) =
nq+1∑
i=m

a(i) −
nq∑

i=m

a(i) > 8(H + 1)(q + 1) − (8(H + 1)q + 2) ≥ 8H + 6.

Отсюда имеем

nq+1 > nq + 4H + 3, (11)
nq+1−1∑

i=nq+4H

a(i) =
nq+1∑

i=nq+1

a(i) − a(nq+1) −
nq+4H−1∑
i=nq+1

a(i) > 8H + 6 − 2 − 8H > 2. (12)
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Построим множество отрезков rq = {n : nq−1 ≤ n ≤ nq}, q = 0, 1, 2, . . . . Отметим,

что множество {rq} является конечным, если ряд
∞∑

n=0
a(n) сходится, или бесконечным в

противном случае, однако наши дальнейшие рассуждения от этого не зависят.
Пусть x(n) — некоторое решение уравнения (1) и S > 0 таково, что |x(n)| ≤ SLq

ν при
n ∈ rq. Покажем, что тогда при n ∈ rq+1 выполнено неравенство

|x(n)| ≤ SLq+1
ν . (13)

Для этого достаточно доказать, что найдется точка n∗, nq + 3H ≤ n∗ ≤ nq+1, в которой
выполнено неравенство (13). Тогда в силу леммы 3 неравенство (13) будет выполнено при
всех n ≥ n∗, а следовательно, и при n ∈ rq+1.
Предположим противное, т. е. пусть M = min

nq+3H≤n≤nq+1

|x(n)| > SLq+1
ν , тогда в силу лем-

мы 3 решение не может менять знак ни в какой точке n такой, что nq + 3H ≤ n < nq+1.
Пусть без ограничения общности M > SLq+1

ν > 0, тогда x(n − hk(n)) > SLq+1
ν для всех n

таких, что nq + 4H ≤ n < nq+1. Отсюда при nq + 4H ≤ n < nq+1 имеем неравенство

x(n) − x(n + 1) =
K∑

k=1

ak(n)x(n − hk(n)) > a(n)SLq+1
ν .

Учитывая (12) и (10), получаем

x(nq+1) < x(nq + 4H) −
nq+1−1∑

i=nq+4H

a(i)SLq+1
ν < SLq

ν − 2SLq+1
ν ≤ 0.

С другой стороны, x(nq+1) ≥ M > 0. Получено противоречие, и оценка (13) доказана.
Если x(n) ≤ S при n ∈ r0, то для любого n ∈ rq в силу (13) имеем

x(n) ≤ SLq
ν = S exp(−αq) < S exp

(
− α

1
8(H + 1)

nq−1∑
i=m

a(i)
)

≤ S exp
(
− γ

n−1∑
i=m

a(i)
)

,

где α = − ln(Lν) > 0, γ = α
8(H+1) > 0.

Теперь оценим фундаментальное решение уравнения (1).
Если m < ν, то возьмем r0 = {n : ν−8(H+1) < n ≤ ν}. Найдем S = max

m<ν
( max
m≤n<ν

|X(n, m)|).
Очевидно, |X(n, m)| ≤ S при n ∈ r0. Следовательно, |X(n, m)| ≤ S при n < ν и

|X(n, m)| ≤ S exp
(
−γ

n−1∑
i=ν

a(i)
)
при n ≥ ν.

Полагая N = S exp
(
γ

ν−1∑
i=0

a(i)
)
, получаем, что для функции X(n, m) справедлива оцен-

ка (4).
Если m ≥ ν, то положим r0 = {n : m−8(H +1) < n ≤ m}. Тогда |X(n, m)| ≤ 1 при n ∈ r0,

следовательно, и в этом случае для функции X(n, m) имеет место (4). �

3. Асимптотическое поведение решения

Теорема 4 дает оценку (4) фундаментального решения уравнения (1). Ниже мы пока-
жем, как конкретные свойства параметров уравнения (1) используются в сочетании с этой
оценкой для описания асимптотики решения.
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Если ряд
∞∑
i=0

a(i) сходится, то уравнение (1) является равномерно устойчивым. Более того,

как показано в [4], в этом случае любое решение уравнения (1) стремится к некоторому
конечному (не обязательно нулевому) пределу.
Предположение о расходимости ряда приводит к результату.

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 4 и
∞∑

n=0
a(n) = ∞. Тогда уравнение (1)

асимптотически устойчиво.

При K = 1 следствие 1 совпадает с теоремой 1.
Покажем на примерах, как ограничения на коэффициенты уравнения (1) позволяют ука-

зать скорость стремления к нулю его решений.

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 4 и lim
l→∞

1
l

n+l∑
i=n

a(i) > 0. Тогда при некото-

рых N > 0 и q ∈ (0, 1) для любого решения уравнения (1) справедлива оценка |x(n)| ≤ Nqn,
т. е. уравнение (1) экспоненциально устойчиво.

Пример 1. Пусть p ≥ 2 — некоторое фиксированное натуральное число. Определим пара-
метры уравнения (1) следующим образом: при n = ps − 1, s = 0, 1, . . . , положим a(n) = a,
при n 	= ps − 1 положим a(n) = 0; h(n) = H > 0.
Если 0 < a < 3

2 + 1
2H+2 , то условия теоремы 4 выполнены. Оценка (4) в этом случае по-

казывает, что любое решение уравнения (1) стремится к нулю не медленнее, чем степенная
функция: |x(n)| ≤ N(n + 1)−α (N, α > 0).

4. Сравнение с известными признаками

Авторы приведенных ниже работ интересовались только признаками асимптотической
устойчивости, поэтому сравнивать их результаты можно только со следствием 1. В работах
[5] и [6] получены признаки устойчивости, константа в которых совпадает с константой
из теоремы 1 и неулучшаема, однако авторы накладывали дополнительные ограничения
на вид запаздывания, которые были сняты в [1]. Только в [7] рассматривалось уравнение
с несколькими запаздываниями, во всех других работах рассматривалось уравнение (1) в
предположении K = 1, т. е. уравнение (∗).
Признак 1 ([7]). Пусть при всех k = 0, 1, . . . , K ak(n) ≥ 0, hk(n) ≥ 1, lim

n→∞hk(n) < ∞,
∞∑

n=0
a(n) = ∞ и lim

n→∞
n−1∑

i=n−h(n)

a(i) < 1. Тогда уравнение (1) асимптотически устойчиво.

Признак 2 ([8]). Пусть h(n) ≡ H ≥ 1, a(n) ≥ 0,
∞∑

n=0
a(n) = ∞ и lim

n→∞
n−1∑

i=n−2H

a(i) < 7
4 . Тогда

уравнение (∗) асимптотически устойчиво.

Признак 3 ([9]). Пусть h(n) ≡ H ≥ 1, a(n) ≥ 0,
∞∑

n=0
a(n) = ∞ и lim

n→∞
n∑

i=n−2H

a(i) < 2. Тогда

уравнение (∗) асимптотически устойчиво.

Признаки 1, 2, 3 и следствие 1 различаются выбором пределов суммирования в варианте∑
a(i). Это приводит к тому, что они имеют разные области применения. Примеры, пока-

зывающие, что признак 1 имеет со следствием 1 разные области применения, приведен в
работе [4]. Здесь мы приведем аналогичные примеры для признаков 2, 3 и следствия 1.
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Пример 2. Пусть в уравнении (∗) h(n) ≡ h ≥ 2, a(0) = 7
4 − ε (ε > 0), a(n) = 0 при

n = 1, . . . , 2h и a(n + 2h + 1) = a(n).

Так как lim
n→∞

n∑
i=n−2h

a(i) = lim
n→∞

n−1∑
i=n−2h

a(i) =
2h∑
i=0

a(i) = 7
4−ε, то в силу любого из признаков

2 или 3 уравнение (∗) асимптотически устойчиво. С другой стороны, 3
2 + 1

2H+2 ≤ 5
3 . Выбрав

ε < 1
12 , получим lim

n→∞
n∑

i=n−h

a(i) = 7
4 − ε > 5

3 . Таким образом, следствие 1 не применимо.

Пример 3. Пусть в уравнении (∗) h(n) ≡ h ≥ 1, a(0) = 3
2 , a(n) = 0 при n = 1, . . . , h и

a(n + h + 1) = a(n).

Условия следствия 1 выполнены, значит, lim
n→∞

n∑
i=n−h

a(i) = 3
2 < 3

2 + 1
2H+2 . Таким образом,

уравнение (∗) асимптотически устойчиво. С другой стороны, легко видеть, что

lim
n→∞

n∑
i=n−2h

a(i) = lim
n→∞

n−1∑
i=n−2h

a(i) = 3, следовательно, признаки 2 и 3 не применимы.
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