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� à ¡®â¥ à áá¬®âà¥ë ¢®¯à®áë ®¯¨á ¨ï á®¯àï¦¥ëå ¯à®áâà áâ¢ ¤«ï ¯à®áâà áâ¢ ¯®«¨-
£ à¬®¨ç¥áª¨å äãªæ¨©.

�¬¥®, ¯ãáâì � | ®¯¥à â®à � ¯« á  ¢ R
n , n � 2,   D | ®£à ¨ç¥ ï ®¡« áâì (â. ¥.

®âªàëâ®¥ á¢ï§®¥ ¬®¦¥áâ¢®) ¢ R
n á £« ¤ª®© £à ¨æ¥©. �ã¤¥¬  §ë¢ âì (ª®¬¯«¥ªá®§ çãî)

äãªæ¨î u 2 C2m(D) ¯®«¨£ à¬®¨ç¥áª®© (¡®«¥¥ â®ç®, m-£ à¬®¨ç¥áª®©, m 2 N) ¢ ®¡« áâ¨ D,
¥á«¨ �mu = 0 ¢ D.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ sol(�m;D) ¯à®áâà áâ¢® m-£ à¬®¨ç¥áª¨å äãªæ¨© ¢ ®¡« áâ¨ D, á ¡¦¥-
®¥ áâ ¤ àâ®© â®¯®«®£¨¥© �à¥è¥{�¢ àæ , â. ¥. â®¯®«®£¨¥© à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¢¬¥áâ¥
á® ¢á¥¬¨ ¯à®¨§¢®¤ë¬¨   ª®¬¯ ªâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ å D.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ sol(�m;D)0 ¯à®áâà áâ¢®, á®¯àï¦¥®¥ ª sol(�m;D). C ¡¤¨¬ íâ® ¯à®áâà -
áâ¢® á¨«ì®© â®¯®«®£¨¥©, â. ¥. â®¯®«®£¨¥© à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨   ®£à ¨ç¥ëå ¯®¤¬®¦¥-
áâ¢ å sol(�m;D).

� ª ¨§¢¥áâ®, «î¡ ï ã¤ ç ï å à ªâ¥à¨§ æ¨ï ¤¢®©áâ¢¥®£® ¯à®áâà áâ¢  sol(�m;D)0 ¤ ¥â
¤®¯®«¨â¥«ìãî ¨ä®à¬ æ¨î ® à¥è¥¨ïå ãà ¢¥¨ï �mu = 0 (àï¤ë �®«ã¡¥¢  [1], â¥®à¥¬ë ®
áâ¨à ¨¨ ®á®¡¥®áâ¥© [2] ¨ â. ¤.).

�ãé¥áâ¢ã¥â ¥áª®«ìª® ª« áá¨ç¥áª¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨© á®¯àï¦¥®£® ¯à®áâà áâ¢  ¤«ï
sol(�m;D), ª ª,  ¯à¨¬¥à, ¤¢®©áâ¢¥®áâì �à®â¥¤¨ª  [3], £¤¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯®¤å®¤ïé ï ä®à-
¬ã«  �à¨ . � ¤ ®© à ¡®â¥ ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¯®«ãç¥  á ¯®¬®éìî áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢
¯à®áâà áâ¢¥ �¥¡¥£  L2(D).

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ á ç «  ®á®¢®© à¥§ã«ìâ â.
�ãáâì sol(�m;D) ®¡®§ ç ¥â ¯à®áâà áâ¢® m-£ à¬®¨ç¥áª¨å äãªæ¨© ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ § ¬ë-

ª ¨ï ®¡« áâ¨ D, á ¡¦¥®¥ áâ ¤ àâ®© â®¯®«®£¨¥© ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¥«  ¯® ¥ª®â®à®© ã¡ë-
¢ îé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ®ªà¥áâ®áâ¥© D.

�¥®à¥¬  1. �á«¨ £à ¨æ  ®¡« áâ¨ D ï¢«ï¥âáï á¢ï§®© ¨ ¢¥é¥áâ¢¥®   «¨â¨ç¥áª®©, â®

sol(�m;D)0 â®¯®«®£¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä® ¯à®áâà áâ¢ã sol(�m;D).

�â ãâ [2] ¯®«ãç¨« ¯®å®¦¨¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ï ¯à®áâà áâ¢ £ à¬®¨ç¥áª¨å äãªæ¨©, ¨á¯®«ì§ãï
¤«ï ¯®áâà®¥¨ï ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ áª «ïà®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å � à¤¨.

�«ï ¯à®áâà áâ¢ £®«®¬®àäëå äãªæ¨© ¢ ®¤®á¢ï§ëå ®¡« áâïå ¢ C ¨ (p; q)-ªàã£®¢ëå ®¡« -
áâïå ¢ C 2   «®£¨ç ï â¥®à¥¬  ¡ë«  ¤®ª §   ¢ [4]. �®à [5] ¯®«ãç¨« ¯®å®¦¨¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ï
¯à®áâà áâ¢ £®«®¬®àäëå äãªæ¨© ¢ áâà®£® ¯á¥¢¤®¢ë¯ãª«ëå ®¡« áâïå ¢ C n , ¨á¯®«ì§ãï áª «ïà-
®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L2(D).

� [6]   «®£¨ç ï â¥®à¥¬  ¡ë«  ¤®ª §   ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®© í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë A á
¢¥é¥áâ¢¥®   «¨â¨ç¥áª¨¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¢ ®¡« áâïå, ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ ¢¥é¥áâ¢¥®   «¨-
â¨ç¥áª¨¥ £à ¨æë ¨ ®¡« ¤ îâ ¥ª®â®àë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ®â®á¨â¥«ì® á¨áâ¥¬ë A.
�¤ ª® ¯à¨ íâ®¬ ¡ë«  ¨á¯®«ì§®¢   ¤àã£ ï ¤¢®©áâ¢¥®áâì.

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®¬ á®¤¥©áâ¢¨¨ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨©,
£à â ò 00-15-96140, ¯®¤¤¥à¦ªe ¢¥¤ãé¨å  ãçëå èª®« ¨ � ¤ã áª®£® ã¨¢¥àá¨â¥â  (�â «¨ï).
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�¥à¥©¤¥¬ ª ¯®áâà®¥¨î ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨. � íâ®© æ¥«ìî ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® £à ¨æ  ®¡« áâ¨ D
ï¢«ï¥âáï á¢ï§®© ¢¥é¥áâ¢¥®   «¨â¨ç¥áª®© (¨ £« ¤ª®©). �ãáâì �(x) | ®¯à¥¤¥«ïîé ï äãª-
æ¨ï ®¡« áâ¨ D, â. ¥. â ª ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®§ ç ï äãªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®-
áâ¨ D, çâ® jr�j 6= 0   @D ¨ D = fx 2 Rn : �(x) > 0g. �¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì,
çâ® � ¢¥é¥áâ¢¥®   «¨â¨ç  ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ @D.

�«ï � 2 R ¯®«®¦¨¬ D� = fx 2 R
n : �(x) > �g. �®£¤  D� b D b D�� ¤«ï ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå

� > 0,   @D�� á¢ï§ë¥ ¢¥é¥áâ¢¥®   «¨â¨ç¥áª¨¥ (¨ £« ¤ª¨¥).

�¥®à¥¬  2. �ãáâì @D á¢ï§  ¨ ¢¥é¥áâ¢¥®   «¨â¨ç . �®£¤  ¤«ï «î¡®© u 2 sol(�m;D)
¨ «î¡®© v 2 sol(�m;D) áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥«

h(u; v) = lim
�!+0

Z
D�

v(x)u(x) dx:

�«ï ¢áïª®© ä¨ªá¨à®¢ ®© äãªæ¨¨ v 2 sol(�m;D) íâ®â ¯à¥¤¥« ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥¯à¥àë¢ë© «¨-

¥©ë© äãªæ¨® «   sol(�m; D).

�â¬¥â¨¬, çâ® áãé¥áâ¢¥ãî à®«ì ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 2 ¨£à îâ å®à®è® ¨§¢¥áâ ï
â¥®à¥¬  �« ®£«ã{�  å  ¨

�¥¬¬  1. �«ï ¤®áâ â®ç® ¬ «®£® � > 0 áãé¥áâ¢ãîâ ª®¬¯ ªâ K b D, ¯®áâ®ïë¥  > 0
¨ C(�;K; ) > 0 â ª¨¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å v 2 sol(�m;D��)\C2m(D��), ¤«ï ¢á¥å u 2 sol(�m;D) ¨ ¢á¥å

� 2 (0; ) ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

����
Z
D�

v(x)u(x) dx
���� � C(�;K; ) kukC2m(K) kvkC2m(D

��)
:

� áè¨à¨¬ â¥¯¥àì ®¡« áâì ¯à¨¬¥¥¨ï ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ h(u; v). �ãáâì 1 � k � l ¨

A =
X
j�j�N

A�D
�

| (l�k)-¬ âà¨çë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ( ¤ ¯®«¥¬
C ) ¢ R

n â ª®©, çâ® ¤«ï «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¬®¦¥áâ¢  
 � R
n ¢áïª®¥ à¥è¥¨¥ u ãà ¢¥¨ï

Au = 0 ¢ 
 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â ª¦¥ ãà ¢¥¨î �mIku = 0 ¢ 
 á ¥ª®â®àë¬ m � N (§¤¥áì ç¥à¥§ Ik
®¡®§ ç¥  (k � k)-¥¤¨¨ç ï ¬ âà¨æ ).

� ¯à¨¬¥à, íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ îâ ¬ âà¨çë¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ®¯¥à â®à  �m, â. ¥. â ª¨¥ ®¯¥-
à â®àë, ¤«ï ª®â®àëå A�A = (�1)m�m Ik; £¤¥ A� | ®¯¥à â®à, ä®à¬ «ì® á®¯àï¦¥ë© ¤«ï A.
�à¨ m = 1 â ª¨¥ ®¯¥à â®àë  §ë¢ îâáï ®¯¥à â®à ¬¨ �¨à ª ; ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ â¨¯¨çë¬¨ ¯à¨-
¬¥à ¬¨ ï¢«ïîâáï ®¯¥à â®à £à ¤¨¥â  r ¢ Rn , á¨áâ¥¬  �®è¨{�¨¬   ¢ C n .

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ sol(A;D) § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ sol(�mIk;D), á®áâ®ï-
é¥¥ ¨§ à¥è¥¨© ãà ¢¥¨ï Au = 0 ¢ ®¡« áâ¨ D. �®áª®«ìªã sol(A;D) � sol(�mIk;D), â® ª®¬¯®-
¥âë à¥è¥¨© ¨§ sol(A;D) ï¢«ïîâáï m-£ à¬®¨ç¥áª¨¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ¢ ®¡« áâ¨ D.

� ª ®¡ëç®, sol(A;D)0 | á®¯àï¦¥®¥ ¯à®áâà áâ¢® ª sol(A;D), á ¡¦¥®¥ á¨«ì®© â®-
¯®«®£¨¥©. �ãáâì sol(A;D) ®¡®§ ç ¥â § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ sol(�mIk;D),
á®áâ®ïé¥¥ ¨§ à¥è¥¨© ãà ¢¥¨ï Au = 0 ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ § ¬ëª ¨ï ®¡« áâ¨ D.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì @D á¢ï§  ¨ ¢¥é¥áâ¢¥®   «¨â¨ç . �®£¤  ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢
u 2 sol(A;D) ¨ v 2 sol(A;D) áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥«

hk(u; v) = lim
�!+0

Z
D�

kX
s=1

vs(x)us(x) dx: (1)

�®®â®è¥¨¥ (1) ¨¤ãæ¨àã¥â ¨ê¥ªâ¨¢®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ J : sol(A;D)! sol(A;D)0:
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� «ì¥©è¥© æ¥«ìî ï¢«ï¥âáï  å®¦¤¥¨¥ ãá«®¢¨©, ¯à¨ ª®â®àëå ®â®¡à ¦¥¨¥ J áîàê¥ªâ¨¢®.
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ [L2(D)]k ¯à®áâà áâ¢® �¥¡¥£  ª®¬¯«¥ªá®§ çëå k-¢¥ªâ®àëå äãªæ¨© ¢

®¡« áâ¨ D. �§¢¥áâ®, çâ® ¯à®áâà áâ¢® sol(A;D)\ [L2(D)]k ï¢«ï¥âáï á¥¯ à ¡¥«ìë¬ £¨«ì¡¥àâ®-
¢ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ á ¢®á¯à®¨§¢®¤ïé¨¬ ï¤à®¬, ª®â®à®¥ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ CA(�; �).

�¥®à¥¬  3. �â®¡à ¦¥¨¥ J ï¢«ï¥âáï (â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬) ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¯à®áâà áâ¢

sol(A;D) ¨ sol(A;D)0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

(i) sol(A;D) ¯«®â® ¢ sol(A;D);
(ii) ¤«ï ¢áïª®£® ä¨ªá¨à®¢ ®£® x 2 D ï¤à® CA(x; �) ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯à®áâà áâ¢ã sol(A;D).

�®à [5] ¤®ª § «, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ J ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  A | á¨áâ¥¬ 
�®è¨{�¨¬   ¢ C n (n � 1), a D| áâà®£® ¯á¥¢¤®¢ë¯ãª« ï ®¡« áâì á ¢¥é¥áâ¢¥®   «¨â¨ç¥áª®©
£à ¨æ¥©. �é¥   ®¤¨ á«ãç ©, ª®£¤  íâ¨ ãá«®¢¨ï ¢ë¯®«¥ë, ãª §ë¢ ¥â

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì D | è à ¢ R
n ¨ A | ®¯¥à â®à �¨à ª . �®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ J ¥áâì

â®¯®«®£¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ sol(A;D)0 ¨ sol(A;D).

� § ª«îç¥¨¥ ¯à¨¢¥¤¥¬ cå¥¬ã ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1. � á¨«ã â¥®à¥¬ë � «ì£à ¦ {
� ªá  sol(�m; D) ¯«®â® ¢ sol(�m;D) ¤«ï ¢á¥å ®¡« áâ¥© á £« ¤ª®© á¢ï§®© £à ¨æ¥© ( ¯à., [7],
â¥®à¥¬  11.11, á. 124). �®íâ®¬ã ¢ë¯®«¥® ãá«®¢¨¥ (i) â¥®à¥¬ë 3. � «¥¥, ¯ãáâì �m | áâ ¤ àâ®¥
äã¤ ¬¥â «ì®¥ à¥è¥¨¥ ®¯¥à â®à  �m ([8], £«. XII, á. 520{521). �¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¥ ¢ëç¨á«¥¨ï
¯®ª §ë¢ îâ, çâ® C�m(x; y) = �m

y 	(x; y), £¤¥ 	(x; y) | à¥è¥¨¥ á«¥¤ãîé¥© § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ ¤«ï
®¯¥à â®à  �2m ¢ ®¡« áâ¨ D ([8], £«. XII, x 9, á. 559{568):

�2m
y 	(x; y) = 0 ¢ D;

@j

@n
j
y

	(x; y) =
@j

@n
j
y

�m(x� y)   @D (0 � j � 2m� 1):

�® ¯®áâà®¥¨î äãªæ¨ï �m	(x; y) ï¢«ï¥âáï m-£ à¬®¨ç¥áª®© ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ D ®â-
®á¨â¥«ì® ¯¥à¥¬¥®© y ([6], «¥¬¬  4.4), ¯®íâ®¬ã ¢ë¯®«¥® ¨ ãá«®¢¨¥ (ii) â¥®à¥¬ë 3. �

�¨â¥à âãà 
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