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1. Введение

Одной из важных задач теории операторных алгебр является геометрическая характе-
ризация пространств состояний операторных алгебр. В связи с этим в середине 80-х годов
прошлого века появилась работа Я.Фридмана и Б.Руссо [1], в которой были введены гра-
нево симметричные пространства, основной целью введения которых является геометри-
ческая характеризация предсопряженных пространств JBW ∗-троек, допускающих алгеб-
раическую структуру. Многие из свойств, требуемых в этих характеризациях, являются
естественными предположениями для пространств состояний физических систем. Такие
пространства рассматриваются как геометрическая модель для состояний квантовой меха-
ники. В работе [2] доказано, что предсопряженное пространство для алгебры фон Неймана и
более общих JBW ∗-троек является нейтральным сильно гранево симметричным простран-
ством.
Проект классификации гранево симметричных пространств был начат в [3], где были

даны геометрическая характеризация комплексных гильбертовых пространств и комплекс-
ных спин факторов. Было дано описание JBW ∗-троек ранга 1 и 2, факторов Картана типа
1 и 4. Позже Я.Фридман и Б.Руссо в работе [4] получили описание атомических гране-
во симметричных пространств. А именно, было показано, что нейтральное, сильно гранево
симметричное пространство линейно изометрично к предсопряженному пространству одно-
го из факторов Картана типа 1–6 при условии, что оно удовлетворяет четырем естествен-
ным и физическим аксиомам, которые выполняются в предсопряженных пространствах
JBW ∗-троек.
М.Нейл и Б.Руссо в [5] нашли геометрические условия, при которых гранево симметрич-

ное пространство является изометричным предсопряженному пространству JBW ∗-тройки.
В частности, было доказано, что всякое нейтральное сильно гранево симметричное про-
странство разлагается в прямую сумму атомических и не атомических сильно гранево сим-
метричных пространств. В [6] было получено полное описание сильно гранево симметрич-
ных пространств, которые изометрически изоморфны к предсопряженному пространству
атомичной коммутативной алгебры фон Неймана.
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Данная работа посвящена описанию сильно гранево симметричных пространств которые
изометрически изоморфны L1-пространству.

2. Предварительные сведения

Пусть Z — действительное или комплексное нормированное пространство. Элементы
x, y ∈ Z называются ортогональными, обозначение x♦y, если ‖x+y‖ = ‖x−y‖ = ‖x‖+‖y‖.
Подмножества S, T ⊂ Z называются ортогональными, обозначение (S♦T ), если x♦y для
всех (x, y) ∈ S × T . Для подмножества S пространства Z положим S♦ = {x ∈ Z : x♦y
∀y ∈ S} и назовем S♦ ортогональным дополнением к S. Выпуклое подмножество F единич-
ного шара Z1 = {x ∈ Z : ‖x‖ ≤ 1} называется гранью, если включение λy +(1−λ)z ∈ F , где
y, z ∈ Z1, λ ∈ (0, 1), влечет y, z ∈ F . Грань F единичного шара называется выставленной
по норме, если F = Fu = {x ∈ Z : u(x) = 1} для некоторого u ∈ Z∗ с ‖u‖ = 1. Элемент
u ∈ Z∗ называется проективной единицей, если ‖u‖ = 1 и u(y) = 0 при всех y ∈ F♦

u (см.
[1]).

Определение 1 ([1]). Выставленная по норме грань Fu из Z1 называется симметричной,
если существует линейная изометрия Su из Z на Z такая, что S2

u = I, и множество непо-
движных точек которой в точности совпадает с топологической прямой суммой замыкания
spFu линейной оболочки грани Fu и ее ортогонального дополнения F �

u , т. е. совпадает с
(spFu) ⊕ F �

u .

Определение 2 ([1]). Пространство Z называется слабо гранево симметричным простран-
ством (WFS-пространством), если каждая выставленная по норме грань из Z1 симметрич-
на.

Для каждой симметричной грани Fu определяются сжимающие проекторы Pk(Fu),
k = 0, 1, 2, на Z следующим образом. Во-первых, P1(Fu) = (I − Su)/2 является проектором
на собственное подпространство соответствующим собственному значению −1 симметрии
Su. Далее определим P2(Fu) и P0(Fu) как проекторы из Z на spFu и F♦

u соответственно, т. е.
P2(Fu)+P0(Fu) = (I+Su)/2. Проекторы Pk(Fu) называются геометрическими пирсовскими.
Проективная единица u из Z∗ называется геометрическим трипотентом, если Fu яв-

ляется симметричной гранью и S∗
uu = u для симметрии Su, соответствующей к Fu. Через

GT и SF обозначим множество всех геометрических трипотентов и симметричных граней
соответственно, и соответствие GT � u 	→ Fu ∈ SF является биективным ([7], предложе-
ние 1.6). Для каждого геометрического трипотента u из сопряженного WFS-пространст-
ва Z пирсовские проекторы обозначим через Pk(u) = Pk(Fu), k = 0, 1, 2. Далее, U = Z∗,
Zk(u) = Zk(Fu) = Pk(u)Z и Uk(u) = Uk(Fu) = Pk(u)∗(U) и, следовательно, имеет место
разложение Пирса Z = Z2(u)+Z1(u)+Z0(u) и U = U2(u)+U1(u)+U0(u). Трипотенты u и v
называются ортогональными, если u ∈ U0(v) (которое влечет v ∈ U0(u)) или эквивалентно
u± v ∈ GT ([1], лемма 2.5). Более общо, элементы a и b из U называются ортогональными,
если один из них принадлежит U2(u), а другой — U0(u) для некоторого геометрического
трипотента u.
Сжимающий проектор Q на Z называется нейтральным, если для каждого x ∈ Z ра-

венство ‖Qx‖ = ‖x‖ влечет Qx = x. Пространство Z называется нейтральным, если для
каждого u ∈ GT проектор P2(u) является нейтральным.

Определение 3 ([1]). WFS-пространство Z называется сильно гранево симметричным
(SFS-пространством), если для каждой выставленной по норме грани Fu из Z1 и каждого
g ∈ Z∗ c ‖g‖ = 1 и Fu ⊂ Fg выполнено S∗

ug = g, где Su — симметрия, соответствующая Fu.
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Содержательными примерами нейтральных сильно гранево симметричных пространств
являются гильбертово пространство, предсопряженное пространство к алгебре фон Ней-
мана или JBW ∗-алгебре и более общее, предсопряженное пространство к JBW ∗-тройкам.
Кроме того, геометрическим трипотентам соответствуют ненулевые частичные изометрии
в алгебре фон Неймана и трипотенты в JBW ∗-тройках [2].
В нейтральном сильно гранево симметричном пространстве Z каждый ненулевой элемент

допускает полярное разложение ([7], теорема 4.3): для 0 �= x ∈ Z существует единственный
геометрический трипотент v = vx с 〈v, x〉 = ‖x‖ и 〈v, x�〉 = 0. Если x, y ∈ Z, то x � y
в том и только том случае, если vx � vy ([1], следствие 1.3(б), лемма 2.1). На множестве
геометрических трипотентов отношение порядка вводится следующим образом: для u, v ∈
GT положим u ≤ v, если Fu ⊂ Fv . Отметим, что это определение эквивалентно тому, что
P2(u)∗v = u или v − u либо равно нулю, либо геометрический трипотент ортогонален к u
([7], лемма 4.2).

3. Основной результат

Пусть Z — действительное нейтральное сильно гранево симметричное и e ∈ Z∗ — гео-
метрический трипотент такой, что

Z1 = co(Fe ∪ F−e). (1)

Обозначим ∇ = {u ∈ GT : u ≤ e} ∪ {0}. Известно ([7], предложение 4.5), что относительно
порядка “≤” множество ∇ является полной ортомодулярной решеткой с ортодополнением
u⊥ = e − u.

Пример. Пространство R
n с нормой ‖x‖ =

n∑
i=1

|ti|, x = (ti) ∈ R
n является SFS-простран-

ством. Рассмотрим геометрический трипотент e = (1, 1, . . . , 1) ∈ R
n ∼= (Rn)∗. Тогда грань

Fe =
{

x ∈ R
n :

n∑
i=1

ti = 1, ti ≥ 0, i = 1, n
}
удовлетворяет свойству (1). В этом случае

∇ = {u = (εi) : εi ∈ {0, 1}, i ∈ 1, n}.
Более общо, рассмотрим измеримое пространство (Ω,Σ, µ) с мерой, обладающее свой-

ством прямой суммы, и пространство L1(Ω,Σ, µ) классов эквивалентности интегрируемых
действительных функций на (Ω,Σ, µ). Пространство L1(Ω,Σ, µ) с нормой ‖f‖ =

∫
Ω

|f(t)| dµ(t),

f ∈ L1(Ω,Σ, µ), является SFS-пространством.
Рассмотрим геометрический трипотент e ∈ L∞(Ω,Σ, µ) ∼= L1(Ω,Σ, µ)∗, где e – класс,

содержащий функцию тождественно равную единице. Тогда грань

Fe =
{

f ∈ L1(Ω,Σ, µ) : f ≥ 0,
∫

Ω
f(t) dµ(t) = 1

}
удовлетворяет свойству (1). В этом случае ∇ = {χ̃A : A ∈ Σ}, где χ̃A — класс содержащий
характеристическую функцию множества A ∈ Σ.

Пусть теперь Z — действительное нейтральное сильно гранево симметричное простран-
ство такое, что существует геометрический трипотент e ∈ Z∗, удовлетворяющий свой-
ству (1).
Известно ([6], леммы 1 и 2), что если ∇ является булевой алгеброй, то для любого u ∈ ∇,

u �= 0 имеют место условия
(1) P1(u) = 0;
(2) P2(u) = P0(u⊥);
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(3) P2(u + v) = P2(u) + P2(v), где u♦v.
Основным результатом работы является

Теорема. Пусть Z — действительное нейтральное сильно гранево симметричное про-
странство и e ∈ Z∗ — геометрический трипотент, удовлетворяющий равенству (1).
Если ∇ — булева алгебра, то существует измеримое пространство (Ω,Σ, µ) с мерой, обла-
дающее свойством прямой суммы такое, что пространство Z изометрически изоморфно
пространству L1(Ω,Σ, µ).

Для доказательства теоремы нам необходимо десять лемм.
Пусть u, v ∈ GT . Если Fu ∩ Fv �= ∅, то через u ∧ v обозначим такой геометрический

трипотент, что Fu∧v = Fu ∩ Fv, а в противном случае положим u ∧ v = 0.
Пусть u, v ∈ ∇. Ясно, из u♦v следует u ∧ v = 0.
Пусть теперь u ∧ v = 0. Так как ∇ – булева алгебра, то u ≤ e − v. Поэтому u♦v, так как

v♦(e − v).
Таким образом, имеет место

Лемма 1. Пусть u, v ∈ ∇. Тогда u ∧ v = 0 ⇐⇒ u♦v.

Лемма 2. Пусть v ∈ GT . Тогда Fv ∩ Fe �= ∅ или F−v ∩ Fe �= ∅.

Доказательство. Покажем, что для всякого v ∈ GT имеет место Fv∩Fe �= ∅ или F−v∩Fe �=
∅. Пусть f ∈ Fv. Тогда из равенства (1) получим f = tg + (1 − t)h, где g ∈ Fe, h ∈ F−e,
0 ≤ t ≤ 1.
Если t = 1, то f = g, и поэтому f = g ∈ Fv ∩ Fe.
Если t = 0, то f = h, и поэтому −f ∈ F−v ∩ Fe.
Пусть теперь 0 < t < 1. Так как Fv — грань, то g, h ∈ Fv . Поэтому Fv ∩ Fe �= ∅ и

F−v ∩ Fe �= ∅. Таким образом, Fv ∩ Fe �= ∅ или F−v ∩ Fe �= ∅. �
Лемма 3. Для всякого u ∈ GT существуют взаимно ортогональные геометрические три-
потенты u1, u2 ∈ ∇ такие, что u = u1 − u2.

Доказательство. Положим u1 = u ∧ e, u2 = (−u) ∧ e. Покажем, что u1♦u2, u = u1 + u2.
Пусть u1 ∧ u2 �= 0. Тогда существует x ∈ Z1 такой, что 〈u1, x〉 = 〈u2, x〉 = 1. Так как
u1 = u∧e, u2 = (−u)∧e, то 〈u, x〉 = 1, 〈−u, x〉 = 1, противоречие. Следовательно, u1∧u1 = 0,
и поэтому в силу леммы 1 получим u1♦u2.
Предположим, что v = u−u1+u2 �= 0. В силу леммы 2 имеем Fv∩Fe �= ∅ или F−v∩Fe �= ∅.

Без ограничения общности будем считать, что Fv∩Fe �= ∅. Отсюда существует такой x ∈ Z1,
что 〈v, x〉 = 〈e, x〉 = 1. Так как v ≤ u, то 〈u, x〉 = 1. Отсюда x ∈ Fu ∩ Fe, т. е. x ∈ Fu1 или
〈u1, x〉 = 1. Так как u1♦u2, то 〈u2, x〉 = 0. Таким образом, 〈v, x〉 = 〈u, x〉−〈u1, x〉+〈u2, x〉 = 0,
что противоречит 〈v, x〉 = 1. Отсюда u = u1 − u2. �
На пространстве Z введем отношение порядка

x ≥ 0, x ∈ Z ⇔ 〈u, x〉 ≥ 0 ∀u ∈ ∇. (2)

Лемма 4. Пусть x ∈ Z. Следующие условия эквивалентны:
(1) x ≥ 0;
(2) vx ∈ ∇;
(3) x ∈ R

+Fe.

Доказательство. (1)⇒(2). Пусть x ≥ 0. Рассмотрим наименьший геометрический трипо-
тент vx с 〈vx, x〉 = ‖x‖. Согласно лемме 3 найдутся такие u1, u2 ∈ ∇, что vx = u1 − u2.
Предположим u2 �= 0.
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Тогда

〈u2, x〉 = 〈u2, P2(vx)(x)〉 = 〈u2, P2(u1)(x)〉 − 〈u2, P2(u2)(x)〉 =

= −〈u2, P2(u2)(x)〉 = −〈P2(u2)∗(u2), x〉 = −〈u2, x〉.

Отсюда 〈u2, x〉 = 0, поэтому 〈vx, x〉 = 〈u1, x〉. Поскольку u1 ≤ vx и vx — наименьший трипо-
тент с 〈vx, x〉 = ‖x‖, то u1 = vx. Отсюда u2 = 0, поэтому vx = u1 ∈ ∇.
(2)⇒(3). Пусть vx ∈ ∇. Так как vx ≤ e, то x

‖x‖ ∈ Fvx ⊂ Fe, т. е. x ∈ R
+Fe.

(3)⇒(1). Пусть x ∈ R
+Fe. Тогда x = αy, где y ∈ Fe, α ≥ 0. Поэтому для всякого u ∈ ∇
〈u, x〉 = 〈u, αy〉 = α〈u, y〉 = α‖P2(u)(y)‖ ≥ 0,

т. е. 〈u, x〉 ≥ 0. Это означает, что x ≥ 0. �

Лемма 5. Z — упорядоченное векторное пространство, т. е.
(1) x ≤ x;
(2) x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z;
(3) x ≤ y, y ≤ x ⇒ x = y.

Доказательство. Свойства (1) и (2) тривиальны. Покажем выполнение свойства (3). Пусть
x ≤ y, y ≤ x. Тогда 〈v, x − y〉 = 0 для всех v ∈ ∇. Предположим x �= y. Возьмем геомет-
рический трипотент u ∈ GT такой, что 〈u, x − y〉 = ‖x − y‖. Согласно лемме 3 существуют
такие u1, u2 ∈ ∇, что u = u1 − u2. Тогда 〈u1, x − y〉 = 〈u2, x − y〉 = 0. Отсюда 〈u, x − y〉 = 0,
противоречие. Следовательно, x = y. �

Лемма 6. Для всякого u ∈ ∇ оператор P2(u) является положительным.

Доказательство. Пусть x ≥ 0. В силу леммы 4 имеем x = αy, где y ∈ Fe, α ≥ 0. Если
P2(u)(y) = 0, то P2(u)(y) ∈ R

+Fe. Если P0(u)(y) = 0, то P2(u)(y) = y ∈ R
+Fe.

Пусть теперь P2(u)(y) �= 0, P0(u)(y) �= 0. Так как P1(u) = 0, то

‖P2(u)(y)‖ + ‖P0(u)(y)‖ = ‖P2(u)(y) + P0(u)(y)‖ = ‖y‖ = 1,

и поэтому

‖P2(u)(y)‖ P2(u)(y)
‖P2(u)(y)‖ + ‖P0(u)(y)‖ P0(u)(y)

‖P0(u)(y)‖ = y ∈ Fe.

Поскольку Fe — грань, то P2(u)(y)
‖P2(u)(y)‖ ∈ Fe. Вновь в силу леммы 4 получим P2(u)(x) =

αP2(u)(y) ≥ 0. �

Лемма 7. Для всякого x ∈ Z существуют взаимно ортогональные геометрические три-
потенты u+, u− ∈ ∇ с u+ + u− = e такие, что

x+ = P2(u+)(x) ≥ 0, x− = P2(u−)(x) ≤ 0.

Доказательство. Возьмем наименьший геометрический трипотент vx ∈ GT такой, что
〈vx, x〉 = ‖x‖. Согласно лемме 3 существуют такие u1, u2 ∈ ∇, что vx = u1 − u2. Поло-
жим u+ = u1, u− = −u2 + v⊥x . Тогда

‖x‖ = 〈vx, P2(vx)(x)〉 = 〈u1, P2(u1)(x)〉 − 〈u2, P2(u2)(x)〉 ≤
≤ ‖P2(u1)(x)‖ + ‖P2(u2)(x)‖ = ‖P2(u1)(x) + P2(u2)(x)‖ = ‖P2(vx)(x)‖ = ‖x‖.

Отсюда
〈u1, P2(u1)(x)〉 = ‖P2(u1)(x)‖, 〈−u2, P2(u2)(x)〉 = ‖P2(u2)(x)‖. (3)



26 М.М.ИБРАГИМОВ, К.К.КУДАЙБЕРГЕНОВ

Поскольку P2(v⊥x )(x) = P0(vx)(x) = 0, то из (3) вытекает, что u1 — наименьший геометриче-
ский трипотент с 〈u1, P2(u+)(x)〉 = ‖P2(u+)(x)‖, u2 — наименьший геометрический трипо-
тент с 〈−u2, P2(u−)(x)〉 = ‖P2(u−)(x)‖. Следовательно, в силу леммы 4 имеем P2(u+)(x) ≥ 0,
P2(u−)(x) ≤ 0. �

Отметим, что из u+ ♦u− следует x+ ♦x−.

Лемма 8. Z — векторная решетка, т. е. для всяких x, y ∈ Z существуют x∨y, x∧y ∈ Z.

Доказательство. Согласно лемме 7 существуют взаимно ортогональные геометрические
трипотенты u+, u− ∈ ∇ с u+ + u− = e такие, что

P2(u+)(x − y) ≥ 0, P2(u−)(x − y) ≤ 0.

Тогда

x ∨ y = P2(u+)(x) + P2(u−)(y),

x ∧ y = P2(u+)(y) + P2(u−)(x).
(4)

Действительно,

x ∨ y − x = P2(u+)(x) + P2(u−)(y) − x = P2(u+)(x − x) + P2(u−)(y − x) ≥ 0

и

x ∨ y − y = P2(u+)(x) + P2(u−)(y) − y = P2(u+)(x − y) + P2(u−)(y − y) ≥ 0.

Пусть x, y ≤ z, где z ∈ Z. Тогда

z − x ∨ y = z − P2(u+)(x) − P2(u−)(y) = P2(u+)(z − x) + P2(u−)(z − y) ≥ 0.

Это означает, что x ∨ y = P2(u+)(x) + P2(u−)(y). Точно так же доказывается (4). �

Лемма 9. Пусть x ∈ Z, x ≥ 0. Тогда ‖x‖ = 〈e, x〉.

Доказательство. Возьмем наименьший геометрический трипотент vx ∈ GT такой, что
vx(x) = ‖x‖. Согласно лемме 4 имеем vx ∈ ∇. Так как vx ≤ e, то 〈vx, x〉 ≤ 〈e, x〉. Поэтому
‖x‖ = 〈vx, x〉 ≤ 〈e, x〉 ≤ ‖x‖, т. е. ‖x‖ = 〈e, x〉. �

Банахова решетка X называется абстрактным L1-пространством, если ‖x+y‖ = ‖x‖+‖y‖
для всех x, y ∈ Z, x, y ≥ 0, x ∧ y = 0 ([8], с. 14; [9]).

Лемма 10. Z является абстрактным L1-пространством.

Доказательство. Сначала покажем, что 0 ≤ x ≤ y ⇒ ‖x| ≤ ‖y‖ и
∣∣‖x‖∣∣ = ‖x‖. Пусть

0 ≤ x ≤ y. Тогда ‖x‖ = 〈e, x〉 ≤ 〈e, y〉 = ‖y‖, т. е. ‖x‖ ≤ ‖y‖. Далее
∣∣‖x‖∣∣ = ‖x+ + x−‖ =

[x+ ♦x−] = ‖x+ − x−‖ = ‖x‖. Таким образом, Z — банахова решетка.
Пусть теперь x, y ≥ 0. Используя лемму 9 имеем

‖x + y‖ = 〈e, x + y〉 = 〈e, x〉 + 〈e, y〉 = ‖x‖ + ‖y‖.

Это означает, что Z является абстрактным L1-пространством. �

Теперь доказательство теоремы следует из леммы 10 и теоремы 1.b.2 из [8].
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