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Çàäà÷à 1

Ïóñòü D � äèñêðèìèíàíò ïðèâåäåííîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà x2+px+q. Íàéäèòå êîðíè
òðåõ÷ëåíà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíè ðàçëè÷íû è îäèí èç íèõ ðàâåí D, à äðóãîé ðàâåí 2D.

Îòâåò. 1 è 2.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå Âèåòà èìååì p = −(D + 2D) = −3D, q = D · 2D = 2D2. Ïîýòîìó
äàííûé òðåõ÷ëåí èìååò âèä x2−3Dx+2D2, à åãî äèñêðèìèíàíò D = (−3D)2−4·2D2 = D2.
Óðàâíåíèå D = D2 èìååò ðåøåíèÿ D = 0 è D = 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå îáà êîðíÿ ðàâíû íóëþ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå êîðíè � ýòî ÷èñëà 1 è 2.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî åñëè x1 < x2 � êîðíè äàííîãî òðåõ÷ëåíà, òî
x2 − x1 =

√
D. Èç óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî D > 0, òàê ÷òî x2 = 2D è x1 = D, îòêóäà

D =
√
D.

Çàäà÷à 2

Òðè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà, âçÿòûå â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ. Åñëè ñðåäíåå èç ýòèõ ÷èñåë óìåíüøèòü â 3 ðàçà, òî ïîëó÷èòñÿ óáûâàþùàÿ
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéòè åå çíàìåíàòåëü.

Îòâåò. 3− 2
√
2.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïîëîæèòåëåí
è ÷òî òðåòüå ÷èñëî ìåíüøå ïåðâîãî. Òàêèì îáðàçîì, àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ òîæå
óáûâàþùàÿ. Îáîçíà÷èì åå ÷ëåíû çà a + d, a è a − d ñîîòâåòñòâåííî (d > 0). Ïîñêîëüêó
÷èñëà a + d, a/3 è a − d îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ñðåäíèé åå ÷ëåí ðàâåí
ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó äâóõ êðàéíèõ, îòêóäà(a

3

)2
= (a+ d)(a− d) ⇒ a2

9
= a2 − d2 ⇒ 8a2 = 9d2 ⇒ d

a
=

2
√
2

3
.

×òîáû íàéòè çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè, ìîæíî âû÷èñëèòü îòíîøåíèå òðåòüåãî ÷ëåíà êî
âòîðîìó:

a− d

a/3
= 3

(
1− d

a

)
= 3

(
1− 2

√
2

3

)
= 3− 2

√
2.

Ïðèìåðîì òàêîé ïðîãðåññèè ìîæåò ñëóæèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 3 + 2
√
2, 3, 3 − 2

√
2.

Åñëè óìåíüøèòü ñðåäíèé ÷ëåí âòðîå, ïîëó÷èòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ 3 + 2
√
2, 1,

3− 2
√
2.
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Çàäà÷à 3

Íàéäèòå óãëû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ âåð-
øèíå ïðÿìîãî óãëà îòíîñèòåëüíî ãèïîòåíóçû, ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðå-
äèíû äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

Îòâåò. 30◦, 60◦, 90◦.

Ðåøåíèå 1 (ãåîìåòðè÷åñêîå). Ïðèìåíèì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: C � âåðøèíà ïðÿ-
ìîãî óãëà, A è B � âåðøèíû äâóõ îñòðûõ óãëîâ, BC = a, AC = b. Ïóñòü CH � âûñîòà
òðåóãîëüíèêà. ßñíî, ÷òî òî÷êà D, ñèììåòðè÷íàÿ âåðøèíå C îòíîñèòåëüíî ãèïîòåíóçû,
ëåæèò íà ïðÿìîé CH è CH = DH.

C

B AH N

M

D

Ñíà÷àëà âûÿñíèì, íà êàêîé èç òðåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí, ìî-
æåò ëåæàòü òî÷êà D. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû êàòåòîâ, äåëèò îòðåçîê CH
ïîïîëàì, à ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû ì�åíüøåãî êàòåòà è ãèïîòåíóçû, ïåðåñå-
êàåò CH âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû
á�îëüøåãî êàòåòà è ãèïîòåíóçû. Îáîçíà÷èì ýòè òî÷êè áóêâàìèM è N ñîîòâåòñòâåííî. Èìå-
åì MN∥BC êàê ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, îòêóäà ∠CDM = ∠BCH êàê íàêðåñò ëåæàùèå. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè BCH è DHN ðàâíû (ïî êàòåòó CH = DH è
îñòðîìó óãëó). Ïîýòîìó ND = BC = a. Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî CN = ND (NH � ìåäèàíà
è âûñîòà â △CDN). Ïîñêîëüêó â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíà ðàâíà ïîëîâèíå
ãèïîòåíóçû, CN = BN . Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèê CBN � ðàâíîñòîðîííèé, îòêóäà
∠B = 60◦, ∠A = 30◦.

Ðåøåíèå 2 (àëãåáðàè÷åñêîå). Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ èç ïåðâîãî ðåøåíèÿ.
Äîïîëíèòåëüíî îáîçíà÷èì AB = c, CH = h, ∠A = α, ∠B = β. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà c =√
a2 + b2. Âû÷èñëèâ äâóìÿ ñïîñîáàìè óäâîåííóþ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, ïîëó÷èì

2S = ab = ch, îòêóäà h = ab/
√
a2 + b2. Ñðàâíèâàÿ óãëû â ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ,

ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∠BCH = ∠CDM = α, à ∠DCM = β. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè ABC è
CDM ïîäîáíû. Èç ýòîãî ïîäîáèÿ ïîëó÷àåì

BC

AB
=

CM

CD
⇐⇒ a

c
=

b/2

2h
⇐⇒ a√

a2 + b2
=

b
√
a2 + b2

4ab
⇐⇒ 4a2 = a2 + b2.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âëå÷åò tgα = a/b = 1/
√
3, îòêóäà α = 30◦.
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Çàäà÷à 4

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ÷èñëå 10011 ìåæäó íóëÿìè âñòàâèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ÷åòâåðîê, òî
ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 47.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Èìååì 10011 = 47 ·213, 104011 = 47 ·2213. Îáîçíà÷èì ÷èñëî, ïîëó÷àþ-
ùååñÿ èç 10011 âñòàâëåíèåì k ÷åòâåðîê ìåæäó íóëÿìè ñèìâîëîì ak. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ak
äåëèòñÿ íà 47, òî è ak+1 òàêæå äåëèòñÿ íà 47. Äåéñòâèòåëüíî, ak+1 = 10ak − 110 + 4011 =
10ak + 3901 = 10ak + 47 · 83 è îáà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè äåëÿòñÿ íà 47.

Âòîðîå ðåøåíèå. Èìååì 10011 = 47 · 213, 104011 = 47 · 2213. Äîêàæåì, ÷òî

10 44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k ðàç

011 = 47 · 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k+1 ðàç

13.

Èìååì 22 . . . 213 · 47 = (22 . . . 222 − 9) · 47 = 11 . . . 111 · 94 − 423. Íà÷íåì óìíîæàòü ÷èñëî,
çàïèñàííîå k + 3 åäèíèöàìè íà 94 ñòîëáèêîì (êîëè÷åñòâî îäèíàêîâûõ öèôð óâåëè÷èëîñü
çàñ÷åò äâóõ ïîñëåäíèõ!). Ìû ïîëó÷èì

×11 . . . 1111
94

+ 44 . . . 4444
999 . . . 999
1044 . . . 4434

Â ÷èñëå 1044 . . . 4434 ïîñëå íóëÿ ñòîèò k + 3 öèôðû. Åñëè ìû âû÷òåì èç íåãî 423, òî
ïîëó÷èì ÷èñëî 1044 . . . 4011, â êîòîðîì ðîâíî k ÷åòâåðîê.
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10 êëàññ. Ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1

Íà äîñêå âûïèñàíû ÷èñëà
√
2 è

√
5. Ðàçðåøàåòñÿ äîïèñàòü íà äîñêó ñóììó, ðàçíîñòü èëè

ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, óæå íàïèñàííûõ íà äîñêå. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî âûïèñàòü ÷èñëî 1.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì íà äîñêó ÷èñëà
√
5−

√
2 è

√
5+

√
2. Çàòåì âûïèøåì èõ ïðîèçâåäåíèå,

îíî ðàâíî 5− 2 = 3. Çàòåì âûïèøåì ÷èñëà 3−
√
2 è 3+

√
2. Èõ ïðîèçâåäåíèå áóäåò ðàâíî

9 − 2 = 7. Äàëüøå ïîëó÷èì 4 = 7 − 3 è ïîòîì 1 = 4 − 3. ßñíî, ÷òî êàæäûé ðàç ìû
èñïîëüçîâàëè ïàðó ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû. Íàïðèìåð, ïîëó÷èâ
÷èñëî 3, ìîæíî çàòåì âûïèñàòü ÷èñëà 3−

√
5 è 3+

√
5. Èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 4, à 4−3 = 1.

Åùå ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî
√
10 =

√
2 ·

√
5, ïîòîì ÷èñëî

√
20, à ïîòîì ÷èñëî 10 =

√
100,

à äàëüøå òðè ðàçà âû÷åñòü èç íåãî ÷èñëî 3.

Çàäà÷à 2

Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè èçîáðàçèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû (x, y) êîòîðûõ óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ y = x2 + |y − x|.

Ðåøåíèå.Îáîçíà÷èì òðåáóåìîå ìíîæåñòâî òî÷åê áóêâîéM . Çàïèøåì èñõîäíîå óðàâíåíèå
â âèäå y − x2 = |y − x|. Ðàçáåðåì äâà ñëó÷àÿ.

1) y − x > 0. Òîãäà ìîäóëü ðàñêðûâàåòñÿ ñî çíàêîì ¾+¿, è èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðè-
îáðåòàåò âèä x2 − x = 0. Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå x = 0 è x = 1. Óñëîâèå y > x
îñòàâëÿåò îò ýòèõ ïðÿìûõ äâà ëó÷à, íàïðàâëåííûõ ââåðõ è íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êàõ (0, 0)
è (1, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Îáà ýòèõ ëó÷à ëåæàò â M .

2) y − x < 0. Òîãäà ìîäóëü ðàñêðûâàåòñÿ ñî çíàêîì ¾−¿, è èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèîá-
ðåòàåò âèä y − x2 = x− y èëè y = 1

2
(x2 + x). Ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè (0, 0) è (1, 1). Óñëîâèå y < x îçíà÷àåò, ÷òî x2 + x < 2x èëè
x2 − x < 0. Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè x ∈ (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, â ìíîæåñòâî M
âõîäèò òîëüêî äóãà ýòîé ïàðàáîëû, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè (0, 0) è (1, 1).

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî y − x2 > 0, íî ïðîâåðÿòü ýòî íåðàâåíñòâî íåò íåîáõîäèìîñòè,
èáî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëå ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà.

Ìíîæåñòâî M èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå.
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y
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1
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y = x2

y = 1
2
(x2 + x)

Çàäà÷à 3

×èñëîâàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ÷èñåë, íå ðàâíûõ íóëþ. Ïîñëå
óìíîæåíèÿ åå òðåòüåãî ÷ëåíà íà íåêîòîðîå îòëè÷íîå îò åäèíèöû ÷èñëî îíà ïðåâðàòèëàñü
â ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî.

Îòâåò. −4/5.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü ÷ëåíû èñõîäíîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíû a − d, a,
a+ d, a+ 2d ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå óìíîæåíèÿ åå òðåòüåãî ÷ëåíà íà íåêîòîðîå íåíóëåâîå
k ïîëó÷àåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ a− d, a, k(a+ d), a+ 2d. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî âòîðîé è òðåòèé åå ÷ëåíû ðàâíû ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ñâîèõ ñîñåäåé. Îòñþäà
ñëåäóåò ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé

a2 = k(a− d)(a+ d), k2(a+ d)2 = a(a+ 2d).

Ðàçäåëèì âòîðîå ðàâåíñòâî íà ïåðâîå (âñå ÷èñëà íå ðàâíû íóëþ):

k2(a+ d)2

k(a− d)(a+ d)
=

a(a+ 2d)

a2
⇒ k =

(a+ 2d)(a− d)

a(a+ d)
.

Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå:

a2 =
(a+ 2d)(a− d)

a(a+ d)
· (a− d)(a+ d) ⇒ a3 = (a+ 2d)(a2 − 2ad+ d2)

⇒ a3 = a3 − 3ad2 + 2d3 ⇒ 2d3 = 3ad2 ⇒ d

a
=

3

2
.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî

1

k
=

a2 − d2

a2
= 1− d2

a2
= 1− 9

4
= −5

4
.
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Îòñþäà k = −4/5 = −0,8.

Ïðèìåð òàêîé ïðîãðåññèè ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ a = 2, d = 3. Òîãäà àðèôìåòè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ ïðèìåò âèä −1, 2, 5, 8. À ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ áóäåò
−1, 2, −4, 8.

Âòîðîå ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èç ÷åòûðåõ ÷ëåíîâ òðåòèé ÷ëåí óìíîæèëè íà íåêîòîðîå íåíó-
ëåâîå ÷èñëî m è ïîëó÷èëè àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéòè 1/m.

Ïóñòü ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ èìååò âèä b/q, b, bq, bq2, à àðèôìåòè÷åñêàÿ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, b/q, b, bqm, bq2. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êàæäûé èç åå ñðåäíèõ ÷ëåíîâ ðàâåí
ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ñâîèõ ñîñåäåé. Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:

2b =
b

q
+ bqm, 2bqm = b+ bq2.

Ðàçäåëèì îáà óðàâíåíèÿ íà b ̸= 0, âûðàçèìmq èç ïåðâîãî è ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå:

mq = 2− 1

q
, 2mq = 1 + q2 ⇒ 2

(
2− 1

q

)
= 1 + q2 ⇒ 4q − 2 = q + q3 ⇒ q3 − 3q + 2 = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, èìååò êîðåíü q = 1. Ðàçäåëèì q3−3q+2 íà q−1 è ïîëó÷èì
q2 + q − 2 = (q − 1)(q + 2). Ñëåäîâàòåëüíî,

q3 − 3q + 2 = (q − 1)2(q + 2) = 0,

îòêóäà q = −2 èëè q = 1. Âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí ïî óñëîâèþ. Çíà÷èò, q = −2, à

m =
2

q
− 1

q2
= −1− 1

4
= −5

4
.

Îòñþäà 1/m = −4/5.

Ðàçëîæåíèå âûðàæåíèÿ q3 − 3q + 2 íà ìíîæèòåëè ìîæíî ïîëó÷èòü è ãðóïïèðîâêîé:

q3−3q+2 = q3−q−2q+2 = q(q2−1)−2(q−1) = q(q−1)(q+1)−2(q−1) = (q−1)(q(q+1)−2).

Äàëüøå âòîðîé ìíîæèòåëü ðàñêëàäûâàåòñÿ ðåøåíèåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ q2+q−2 = 0.

Çàäà÷à 4

Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíû äâå êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòè ðà-
äèóñà 1. Ê íèì ïðîâåäåíà âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ. Â ôèãóðó, çàêëþ÷åííóþ ìåæäó îêðóæíî-
ñòÿìè è êàñàòåëüíîé, âïèñûâàåòñÿ ïåðâûé êðóã, çàòåì â ôèãóðó, îáðàçîâàâøóþñÿ ìåæäó
äâóìÿ èñõîäíûìè îêðóæíîñòÿìè è ïåðâûì êðóãîì, âïèñûâàåòñÿ âòîðîé êðóã è ò.ä. (ñì.
ðèñ.) Äëÿ êàæäîãî n íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó äèàìåòðîâ âïèñàííûõ êðóãîâ, ïîëó÷åííûõ
íà n-îì øàãå.
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Îòâåò.
n

n+ 1
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ðàäèóñ è äèàìåòð k-ãî êðóãà ñèìâîëàìè rk è dk ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîêàæåì, ÷òî dk =
1

k(k + 1)
. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî öåíòðû âñåõ êðóãîâ

ëåæàò íà ïðÿìîé, êàñàþùåéñÿ îáåèõ îêðóæíîñòåé è ïåðïåíäèêóëÿðíîé èõ îáùåé âíåøíåé
êàñàòåëüíîé.

Ñíà÷àëà íàéäåì r1. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå, ïîëó÷èì
ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà (1+r1)

2 = 12+(1−r1)
2. Îòñþäà 4r1 = 1, è r1 = 1/4, d1 = 1/2. Òåïåðü

íàéäåì r2. Èç àíàëîãè÷íîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíîé â öåíòðå âòîðîãî
êðóãà ïîëó÷èì (1+r2)

2 = 12+(1−d1−r2)
2 èëè (1+r2)

2 = 12+(1/2−r2)
2. Ðàñêðûâ ñêîáêè,

ïðèäåì ê óðàâíåíèþ 3r2 = 1/4, îòêóäà r2 = 1/12, d2 = 1/6. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå

dk =
1

k(k + 1)
âåðíî äëÿ k = 1 è k = 2.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

k(k + 1)
= 1− 1

k + 1
=

k

k + 1
. (∗)

Åå ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ëèáî çàìåòèòü, ÷òî

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
.

Òîãäà

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

k(k + 1)
=

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ . . .+

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1− 1

k + 1
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé ôîðìóëîé, ÷òîáû äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî dk =
1

k(k + 1)
äëÿ

âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Áàçà èíäóêöèè óæå ïðîâåðåíà. Äîêàæåì ïåðåõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòà ôîðìóëà âåðíà äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n. Äîêàæåì, ÷òî îíà âåðíà è ïðè k = n + 1. Èç
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ãèïîòåíóçà êîòîðîãî ñîåäèíÿåò öåíòð ïðàâîé îêðóæíîñòè
è (n+ 1)-ãî êðóãà ïîëó÷èì

(1 + rn+1)
2 = 12 + (1− (d1 + d2 + . . .+ dn)− rn+1)

2.

Èç ôîðìóëû (∗) ñëåäóåò, ÷òî 1 − (d1 + d2 + . . . + dn) =
1

n+ 1
. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñêðûâ

ñêîáêè, ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî rn+1 óðàâíåíèå

2rn+1 = − 2

n+ 1
rn+1 +

1

(n+ 1)2
.

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, íàéäåì

rn+1 =
1

2(n+ 1)(n+ 2)
.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ dk äîêàçàíà. Ñóììà ïåðâûõ k äèàìåòðîâ ðàâ-

íÿåòñÿ 1− 1

k + 1
ïî òîé æå ôîðìóëå (∗).
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Ìåæðåãèîíàëüíàÿ ïðåäìåòíàÿ îëèìïèàäà
Êàçàíñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà

ïî ïðåäìåòó ¾Ìàòåìàòèêà¿
Î÷íûé òóð. 2014�15 ó÷åáíûé ãîä

11 êëàññ. Ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1

Íàéäèòå (
1√
2
+ sinα

)−1

+

(
1√
2
+ cosα

)−1

,

åñëè sinα + cosα = 1/5.

Îòâåò. 10.

Ðåøåíèå. Ïóñòü sinα + cosα = a. Òîãäà a2 = 1 + 2 sinα cosα. Ïðåîáðàçóåì äàííîå âûðà-
æåíèå

1
1√
2
+ sinα

+
1

1√
2
+ cosα

=

1√
2
+ cosα +

1√
2
+ sinα(

1√
2
+ sinα

)(
1√
2
+ cosα

) =

=

√
2 + sinα + cosα

1

2
+

1√
2
(sinα+ cosα) + sinα cosα

=

√
2 + a

1

2
+

a√
2
+

a2 − 1

2

=
2(
√
2 + a)

1 + a
√
2 + a2 − 1

=

=
2(
√
2 + a)

a
√
2 + a2

=
2(
√
2 + a)

a(
√
2 + a)

=
2

a
.

Çàäà÷à 2

Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé xx+y = y3, yx+y = x12.

Îòâåò. x = 1, y = 1 è x = 2, y = 4.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x, y > 0. Åñëè x = 1, òî ÿñíî, ÷òî y = 1 è íàîáîðîò. Ïóñòü òåïåðü
x, y ̸= 1. Ïðîëîãàðèôìèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ïî îñíîâàíèþ y, à âòîðîå � ïî îñíîâàíèþ
x. Ïîëó÷èì (x + y) logy x = 3, (x + y) logx y = 12. Íè îäèí èç ìíîæèòåëåé íå ðàâåí íóëþ
(x + y > 0), òàê ÷òî ìîæíî ðàçäåëèòü îäíî óðàâíåíèå íà äðóãîå: (logy x)

2 = 1/4. Îòñþäà
èìååì logy x = ±1/2. Åñëè logy x = 1/2, òî y = x2. Ïîäñòàâèì ýòî âî âòîðîå óðàâíåíèå
èñõîäíîé ñèñòåìû è ïîëó÷èì yx+y = (x2)6 = y6, îòêóäà x+y = 6. Ñëåäîâàòåëüíî, x2+x = 6,
îòêóäà x = 2 (êîðåíü x = −3 íå âõîäèò â ÎÄÇ), y = x2 = 4. Åñëè æå logy x = −1/2, òî

x = y−1/2. Ïîäñòàâèì ýòî âî âòîðîå óðàâíåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû è ïîëó÷èì x + y = −6,
÷òî íåâîçìîæíî.
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Çàäà÷à 3

Èìååòñÿ êóá ñ ðåáðîì äëèíû 1. Íà êàæäîì èç åãî ðåáåð è íà îäíîé èç ãëàâíûõ äèàãî-
íàëåé (äëèíû

√
3) âûáðàíû íàïðàâëåíèÿ. Êàêóþ íàèìåíüøóþ äëèíó ìîæåò èìåòü ñóììà

ïîëó÷åííûõ 13 âåêòîðîâ?

Îòâåò.
√
3.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì áàçèñ e⃗1, e⃗2, e⃗3 èç òðåõ âåêòîðîâ, èäóùèõ ïî ñòîðîíàì êóáà, òàê,
÷òîáû âåêòîð âûáðàííîé äèàãîíàëè ðàâíÿëñÿ e⃗1 + e⃗2 + e⃗3. Êàæäûé èç ÷åòûðåõ âåêòîðîâ,
ïàðàëëåëüíûõ e⃗1, áóäåò èìåòü âèä ±e⃗1. Àíàëîãè÷íî, åùå ÷åòûðå âåêòîðà áóäóò èìåòü âèä
±e⃗2, è åùå ÷åòûðå � ±e⃗3. Ïîýòîìó ñóììà âñåõ 13 âåêòîðîâ áóäåò èìåòü âèä ke⃗1+me⃗2+ne⃗3,
ãäå ÷èñëà k, m, n íå÷åòíû, êàê ñóììà ïÿòè ÷èñåë âèäà ±1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà ýòîé
ñóììû áóäåò ðàâíà

√
k2 +m2 + n2 >

√
1 + 1 + 1 =

√
3, òàê êàê êâàäðàò ëþáîãî íå÷åòíîãî

÷èñëà íå ìåíüøå 1. Ïðèìåð, êîãäà ýòà ñóììà ðàâíà
√
3, ìîæåò âûãëÿäåòü, íàïðèìåð, òàê:

Ðàçîáüåì ðåáðà êóáà íà ïàðû ïàðàëëåëüíûõ è ïîñòàâèì â êàæäîé ïàðå ñòðåëêè â ðàçíûå
ñòîðîíû. Òîãäà ñóììà âñåõ âåêòîðîâ íà ðåáðàõ áóäåò ðàâíà 0⃗.

Çàäà÷à 4

Äàíà ôóíêöèÿ f(x) =
x

1 + x
. Ôóíêöèÿ g(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì g(x) = f(f . . . (f(x)) . . . )︸ ︷︷ ︸

2015 ðàç

(çäåñü ôóíêöèÿ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåòñÿ 2015 ðàç). Ðåøèòå óðàâíåíèå g(x) = π.

Îòâåò: x =
π

1− 2015π
.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì

f(f(x)) =

x

1 + x

1 +
x

1 + x

=
x

1 + 2x
, f(f(f(x))) =

x

1 + 2x

1 +
x

1 + 2x

=
x

1 + 3x
.

Âîçíèêàåò ãèïîòåçà, ÷òî f(f . . . (f(x)) . . . )︸ ︷︷ ︸
n ðàç

=
x

1 + nx
. Îíà ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè:

f(f . . . (f(x)) . . . )︸ ︷︷ ︸
n+ 1 ðàç

=

x

1 + nx

1 +
x

1 + nx

=
x

1 + (n+ 1)x
.

Ñëåäîâàòåëüíî, g(x) =
x

1 + 2015x
. Ðåøàÿ óðàâíåíèå

x

1 + 2015x
= π, ïîëó÷àåì x =

π

1− 2015π
.
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