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1. �¢¥¤¥­¨¥

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¤¥â¥à¬¨­¨à®¢ ­­ëå ¡¨­ à­ëå ¯à®£à ¬¬ å®à®è® ¨§¢¥áâ­® [1]. �â  ¬®¤¥«ì ®¯à¥-
¤¥«ï¥âáï ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ë¬  æ¨ª«¨ç¥áª¨¬ £à ä®¬, ã ª®â®à®£® ª ¦¤ ï ¢¥àè¨­ , §  ¨áª«îç¥­¨¥¬
¤¢ãå ¢ëå®¤®¢, á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­¥ª®â®à®© ¯¥à¥¬¥­­®© ¨ ¨¬¥¥â ¤¢¥ ¨áå®¤ïé¨¥ ¤ã£¨, ¯®¬¥ç¥­­ë¥ 0
¨ 1. �«ï ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå §­ ç¥­¨© ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢ëç¨á«¥­¨¥ ­ ç¨­ ¥âáï ¢ ¥¤¨­áâ¢¥­­®© ­ ç «ì-
­®© ¢¥àè¨­¥, ¨¤¥â ¯® ¤ã£ ¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ ¢®§¢à é ¥â §­ ç¥­¨¥,
ª®â®àë¬ ¯®¬¥ç¥­ ¢ëå®¤. �á«¨ ­  ª ¦¤®¬ ¯ãâ¨ ª ¦¤ ï ¯¥à¥¬¥­­ ï ¢áâà¥ç ¥âáï ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£®
à § , â® ¯à®£à ¬¬  ­ §ë¢ ¥âáï ®¤¨­ à § ç¨â îé¥© (BP1). �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ç¨-
â îâáï ¢ ª ª®¬-â® ®¯à¥¤¥«¥­­®¬ ¯®àï¤ª¥, â® ¯à®£à ¬¬  ­ §ë¢ ¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© BP1, ¨«¨
OBDD.

�¨­ à­ ï ¯à®£à ¬¬  ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¤¥â¥à¬¨­¨à®¢ ­­®©, ¥á«¨ ¢ ­¥© ¤®¯ãáª îâáï ­¥¤¥â¥à-
¬¨­¨à®¢ ­­ë¥ ã§«ë, â.¥. ã§«ë, ¨§ ª®â®àëå ¢ëå®¤ïâ ¤¢¥ ­¥¯®¬¥ç¥­­ë¥ ¤ã£¨. �à¨ ­ «¨ç¨¨ ¢
¡¨­ à­®© ¯à®£à ¬¬¥ ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ã§«®¢, ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á«ãç ©­®© ¯¥-
à¥¬¥­­®©, ¯à¨­¨¬ îé¥© §­ ç¥­¨ï f0; 1g á ¢¥à®ïâ­®áâìî 1=2, ¡¨­ à­ ï ¯à®£à ¬¬  ­ §ë¢ ¥âáï
¢¥à®ïâ­®áâ­®©. �«ï ", 0 � " < 1=2, ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï ¡¨­ à­ ï ¯à®£à ¬¬  B
(1 � ")-¢ëç¨á«ï¥â äã­ªæ¨î h, ¥á«¨ B ¢ë¤ ¥â h(x) á ¢¥à®ïâ­®áâìî ­¥ ¬¥­¥¥ 1� " ¤«ï ª ¦¤®£®
¢å®¤  x. � ª®¥ ¢ëç¨á«¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥à®ïâ­®áâ­ë¬ á ®£à ­¨ç¥­¨¥¬ ­  ®è¨¡ªã, à ¢­ë¬ ". � ª
ª ª ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï «¨èì â ª¨¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï, ¡ã¤¥¬ ¤«ï ªà âª®áâ¨ ­ §ë¢ âì
¨å ¢¥à®ïâ­®áâ­ë¬¨. �®¤ á«®¦­®áâìî (¨«¨ à §¬¥à®¬) ¡¨­ à­®© ¯à®£à ¬¬ë ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï
ª®«¨ç¥áâ¢® ¥¥ ã§«®¢.

�«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï â¨¯ M ª« áá ¡ã«¥¢ëå äã­ªæ¨©, ¢ëç¨á«¨¬ëå ¤¥â¥à¬¨­¨à®¢ ­­ë¬¨ (­¥¤¥-
â¥à¬¨­¨à®¢ ­­ë¬¨) ¬®¤¥«ï¬¨ ¯®«¨­®¬¨ «ì­®£® à §¬¥à  íâ®£® â¨¯ , ®¡®§­ ç¨¬ P -M (NP -M).
�ãáâì BPP"-M | ª« áá äã­ªæ¨©, (1=2� ")-¢ëç¨á«¨¬ëå ¢¥à®ïâ­®áâ­ë¬¨ ¡¨­ à­ë¬¨ ¯à®£à ¬-
¬ ¬¨ â¨¯  M ¯®«¨­®¬¨ «ì­®£® à §¬¥à . �®£¤  BPP -M = [

0�"<1=2
BPP "-M . �â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã

ª« áá ¬¨ á«®¦­®áâ¨ P , BPP , NP ¢ ª®­â¥ªáâ¥ OBDD å®à®è® ¨§ãç¥­ë [2]. � ¯à¨¬¥à, ¨§¢¥áâ­ 
íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ ï ­¨¦­ïï ®æ¥­ª  á«®¦­®áâ¨ ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå OBDD [3]. �®ª § ­® â ª¦¥, çâ®
¢ ¦­ ï äã­ªæ¨ï \æ¥«®ç¨á«¥­­®¥ ã¬­®¦¥­¨¥" (MULTn) á«®¦­  ¤«ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå OBDD [4]
(®¯à¥¤¥«¥­¨¥MULTn ¡ã¤¥â ¤ ­® ¯®§¦¥). � â® ¦¥ ¢à¥¬ï íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ ï ­¨¦­ïï ®æ¥­ª  á«®¦-
­®áâ¨ ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ®¤¨­ à § ç¨â îé¨å ¡¨­ à­ëå ¯à®£à ¬¬ ¨§¢¥áâ­  â®«ìª® ¢ á«ãç ¥, ¥á«¨
®è¨¡ª  " ¢ëç¨á«¥­¨ï ®£à ­¨ç¥­  ­¥ª®â®à®© ¯®«®¦¨â¥«ì­®© ª®­áâ ­â®© [5]. � ¤ ­­®© à ¡®â¥
¨áá«¥¤ã¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ ï ¬®¤¥«ì BP1.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. BP1 P ­  n ¯¥à¥¬¥­­ëå X ­ §®¢¥¬ BP1 á ¡®«ìè®© OBDD ç áâìî ¨«¨
¡®«ìè®© ã¯®àï¤®ç¥­­®© ç áâìî (¤«ï ªà âª®áâ¨ BP1(OBDD)), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®
X 0 � X ¯¥à¥¬¥­­ëå ¬®é­®áâ¨ O(logn) ¨ §­ ç¥­¨ï d ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X 0 â ª¨¥, çâ® ¯®¤¯à®£à ¬¬ 
P ¯®á«¥ ä¨ªá¨à®¢ ­¨ï §­ ç¥­¨© ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X 0 à ¢­ë¬¨ d ï¢«ï¥âáï OBDD ­  X nX 0.

�â®¡ë ®¡êïá­¨âì ¨­â¥à¥á ª BP1(OBDD), § ¬¥â¨¬ á«¥¤ãîé¥¥. �ãé¥áâ¢ã¥â ­¥áª®«ìª® äã­ª-
æ¨©, ­ ¯à¨¬¥à, ISAn, ACHn (¤ ¤¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï íâ¨å äã­ªæ¨© ¯®§¤­¥¥), ¨§ ª« áá  P -BP1 n
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P -OBDD, ¢ëç¨á«¨¬ëå ¤¥â¥à¬¨­¨à®¢ ­­ë¬¨BP1(OBDD). �«ï â®£® çâ®¡ë ­ ©â¨ ¡®«¥¥ ®¡éãî
¬®¤¥«ì ¢ëç¨á«¥­¨ï, ç¥¬ OBDD, ¢ [6] ¨§ãç «¨áì á¢®©áâ¢  BP1, ®¯¨á ­­ëå ¤¥à¥¢®¬ (T -BP1) ¨
¢¢¥¤¥­­ëå ¢ [7], [8]. �à¨¢®¤¨¬®¥ §¤¥áì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡é ¥â íâ®â ª« áá BP1, â. ª. T -BP1 | íâ®
BP1(OBDD), ¨ ¯®íâ®¬ã «¥£ª® ®¯à¥¤¥«¨âì äã­ªæ¨î ¨§ P -BP1(OBDD) nP -T -BP1. �¥§ã«ìâ âë
¤ ­­®© à ¡®âë  ­ «®£¨ç­ë à¥§ã«ìâ â ¬ à ¡®âë [6], ¢ ª®â®à®© ¨§ãç «¨áì ­¥¤¥â¥à¬¨­¨à®¢ ­­ë¥
¡¨­ à­ë¥ ¯à®£à ¬¬ë. � ç áâ­®áâ¨, ¢ [6] ¯®ª § ­®, çâ® NP -OBDD � NP -T -BP1 � NP -BP1. �
¤ ­­®© à ¡®â¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ®

BPP -OBDD � BPP -BP1(OBDD) � BPP -BP1:

�à®¬¥ â®£®, ¨áá«¥¤ãîâáï ¢á¥ ¨§¢¥áâ­ë¥ (¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥  ¢â®àã) äã­ªæ¨¨, á«®¦­ë¥ ¤«ï
¢¥à®ïâ­®áâ­ëå OBDD, ¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¯®çâ¨ ¢á¥ ®­¨ â ª¦¥ á«®¦­ë ¤«ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå
BP1(OBDD). �«ï íâ®£® ®¡®¡é ¥âáï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ k-áâ ¡¨«ì­®áâ¨ äã­ªæ¨¨, ª®â®à®¥ ¨§ãç «®áì
à ­¥¥ [9], [10], ¨ § â¥¬ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ­¥áª®«ìª® ¨§¢¥áâ­ëå äã­ªæ¨© ã¤®¢«¥â¢®àïîâ íâ®-
¬ã ®¡®¡é¥­­®¬ã á¢®©áâ¢ã. �â® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ­  ®á­®¢¥ ­¨¦­¨å ®æ¥­®ª á«®¦­®áâ¨ ¡¨­ à­ëå
¯à®£à ¬¬, ¯®«ãç¥­­ëå ¢ [11], [3], [12], [13].

� § ª«îç¥­¨¥ ®¡®¡é îâáï à¥§ã«ìâ âë [4] ¤«ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå OBDD ¨ [6] ¤«ï ­¥¤¥â¥à-
¬¨­¨à®¢ ­­ëå T -BP1 ¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® äã­ªæ¨ï \æ¥«®ç¨á«¥­­®¥ ã¬­®¦¥­¨¥" á«®¦­  ¤«ï
BP1(OBDD).

2. �¡®¡é¥­¨¥ k-áâ ¡¨«ì­®áâ¨

�§¢¥áâ¥­ àï¤ äã­ªæ¨©, á«®¦­ëå ¤«ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå OBDD (­ ¯à., [2]). �¥ª®â®àë¥ ¨§
íâ¨å äã­ªæ¨© â ª¦¥ ï¢«ïîâáï k-áâ ¡¨«ì­ë¬¨ [10]. �¥ ¯à¨¢®¤ï íâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á¥©ç á, ®â-
¬¥â¨¬ «¨èì, çâ® â ª¨¥ äã­ªæ¨¨ á«®¦­ë ¨ ¤«ï BP1. �§¢¥áâ­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨§ ª« áá  P -BP1 n
BPP -OBDD á ¡®«¥¥ á« ¡ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, ç¥¬ k-áâ ¡¨«ì­®áâì, ¬®£ãâ ¡ëâì ¤®áâ â®ç­ë ¤«ï
¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ëá®ª¨å ­¨¦­¨å ®æ¥­®ª á«®¦­®áâ¨ ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå BP1(OBDD). � [5] ¯à¨ ¨á-
á«¥¤®¢ ­¨¨ á«®¦­®áâ¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï äã­ªæ¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ­ë¬¨ OBDD ¥¥ ¢ëç¨á«¥­¨¥ á¢®¤¨â-
áï ª ¢ëç¨á«¥­¨î ¤àã£®© äã­ªæ¨¨, á«®¦­®© ¤«ï ®¤­®à ã­¤®¢ëå ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­ëå ¨£à. � [3]
¯à¥¤áâ ¢«¥­ á¯®á®¡ ¯àï¬®£® (­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®£®) ¢ëç¨á«¥­¨ï ­¨¦­¨å ®æ¥­®ª á«®¦­®áâ¨ ¢¥à®ïâ-
­®áâ­ëå OBDD. �á¯®«ì§ãï íâ®â á¯®á®¡, ¯®ª ¦¥¬, çâ® äã­ªæ¨¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ®¡®¡é¥­­®©
¢¥àá¨¨ k-áâ ¡¨«ì­®áâ¨, á«®¦­ë ¤«ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå OBDD.

� á«¥¤ãîé¥¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨, ª ª ¨ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¨§«®¦¥­¨¨, ¤«ï ¯à®áâ®âë äã­ªæ¨¨, § ¢¨áï-
é¨¥ ®â n, ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¡¥§  à£ã¬¥­â : ­ ¯à¨¬¥à, ¯à®áâ® k2 ¢¬¥áâ® k2(n).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �ãáâì f |äã­ªæ¨ï ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ X, á®¤¥à¦ é¥¬ n ¯¥à¥¬¥­­ëå. � §®¢¥¬
íâã äã­ªæ¨î (k2; k3; kA)-áâ ¡¨«ì­®© ®â­®á¨â¥«ì­® X1 � X (¨«¨ ¤«ï ªà âª®áâ¨ (k2; k3; kA)-áâ -
¡¨«ì­®©), ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï: ¤«ï «î¡ëå X2 � X1, jX2j = k2, áãé¥áâ¢ãîâ
â ª¨¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® X3 � X2, jX3j = k3, §­ ç¥­¨¥ b ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ (X n X1) [ (X2 n X3) ¨
¬­®¦¥áâ¢® Ab ­ ¡®à®¢ §­ ç¥­¨© X3 ¬®é­®áâ¨ jAbj = kA, çâ® ¤«ï «î¡®© ¯¥à¥¬¥­­®© x 2 X3

áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ §­ ç¥­¨ï cx ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X1nX2 ¨ ç¨á«® � 2 f0; 1g, çâ® ¤«ï «î¡®£® a 2 Ab

f(a; b; cx) = a(x)� :

�¤¥áì a(x) | §­ ç¥­¨¥ ¯¥à¥¬¥­­®© x, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ­ ¡®àã §­ ç¥­¨© a (â. ¥. x ¨£à ¥â à®«ì
¨­¤¥ªá  ¤«ï ¢¥ªâ®à  a); (a; b; cx) ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥ ®§­ ç ¥â ­ ¡®à §­ ç¥­¨© ¢á¥å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§
X, £¤¥, ­ ¯à¨¬¥à, ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¨§ X3 ¯®«ãç îâ §­ ç¥­¨ï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á a.

�å¥¬  1 ¨««îáâà¨àã¥â à §¡¨¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¯¥à¥¬¥­­ëå ­  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ­ ¡®à®¢ §­ ç¥­¨©.

�â®¡ë ¯®­ïâì á®®â­®è¥­¨¥ ¬¥¦¤ã ¤ ­­ë¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ k-áâ ¡¨«ì­®áâ¨,
§ ¬¥â¨¬, çâ® äã­ªæ¨ï k-áâ ¡¨«ì­  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­  (k; k; 2k)-áâ ¡¨«ì­  ¯® ®â­®-
è¥­¨î ª X.
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�å¥¬  1

� [3] ¤®ª § ­ 

�¥®à¥¬  1. (1�")-¢¥à®ïâ­®áâ­ ï ®¤­®áâ®à®­­ïï ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­ ï á«®¦­®áâì äã­ªæ¨¨,
®¯¨á ­­®© ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­®© ¬ âà¨æ¥© CMU , ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¬¥­¥¥

log(nrow(CMU ))� ts(CMU)H(1� ")� 1:

�¥®à¥¬  2. �ãáâì hn | (k2; k3; kA)-áâ ¡¨«ì­ ï äã­ªæ¨ï ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå, £¤¥ k3 = k3(n)
| ­¥®£à ­¨ç¥­­® à áâãé ï äã­ªæ¨ï, ¨ ¤«ï «î¡®£® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®£® � < 1 ¢ë¯®«­ï¥âáï
kA � 2�k3 ¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å n. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® " 2 (0; 1=2) áãé¥áâ¢ã¥â ª®­áâ ­â 

�0 > 0 â ª ï, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® n ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï OBDD (1 � ")-¢ë-
ç¨á«ïîé ï äã­ªæ¨ï hn ¨¬¥¥â á«®¦­®áâì ­¥ ¬¥­¥¥ 2k3�

0
.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®à¥¬  á«¥¤ã¥â ¨§ â ª®£® ä ªâ . �ãáâì ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï OBDD P
(1 � ")-¢ëç¨á«ï¥â (k2; k3; kA)-áâ ¡¨«ì­ãî äã­ªæ¨î hn. �®£¤  P ¨¬¥¥â á«®¦­®áâì ­¥ ¬¥­¥¥

kA
2k3H(1�") ; £¤¥ H(p) = �p log2 p� (1� p) log2(1� p) | í­âà®¯¨ï �¥­­®­ . �®ª ¦¥¬ íâ®.

� áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® Q ã§«®¢ ¨§ P , ¤®áâ¨¦¨¬ëå ¯®á«¥ çâ¥­¨ï à®¢­® k2 ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X1.
�®£¤  X ¬®¦­® à §¡¨âì ­  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ã¦¥ ¯à®ç¨â ­­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå L ¨ ­¥¯à®ç¨â ­­ëå
¯¥à¥¬¥­­ëå R. �ãáâì L\X1 = X2; jX2j = k2. �®£¤  ¬®¦­® ­ ©â¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® X3 � X2, ­ ¡®à
§­ ç¥­¨© b ¨ ¬­®¦¥áâ¢® ­ ¡®à®¢ §­ ç¥­¨© Ab ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ 2. � áá¬®âà¨¬
®¤­®áâ®à®­­¥¥ ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­®¥ ¢¥à®ïâ­®áâ­®¥ ¢ëç¨á«¥­¨¥ ¤«ï ç áâ¨ç­®© äã­ªæ¨¨ hbn ¯®á«¥
ä¨ªá¨à®¢ ­¨ï §­ ç¥­¨© ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ (X nX1)[ (X2 nX3) ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á b, £¤¥ ¯¥à¢ë© ¨£à®ª
(�«¨á ) ¯®«ãç ¥â §­ ç¥­¨ï ¨§ X3,   ¢â®à®© (�®¡) ¨§ X1 nX2. �ëç¨á«¥­¨¥ ¢®§¬®¦­®, ¥á«¨ �«¨á 
®áãé¥áâ¢«ï¥â ¯à®å®¤ ¯® P ­  á¢®¥© ç áâ¨ ¢å®¤­ëå ¤ ­­ëå ¨ ¯¥à¥¤ ¥â �®¡ã ­®¬¥à ¤®áâ¨£­ãâ®£®
¥î ã§«  P .

�â®¡ë á¤¥« âì ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¡®«¥¥ ¯®«­ë¬, ­ ¯®¬­¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨§ â¥®à¨¨ ª®¬-
¬ã­¨ª æ¨®­­ëå ¢ëç¨á«¥­¨©. �áâ ­®¢¨¬ à §¡¨¥­¨¥ ¯¥à¥¬¥­­ëå U ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥¬, ª®â®à®¥
¯®«ãç¥­® ¨£à®ª ¬¨. �ëç¨á«¥­­ ï äã­ªæ¨ï f ®¯¨áë¢ ¥âáï ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­®© ¬ âà¨æ¥© CMU ,
áâ®«¡æë ¨ áâà®ª¨ ª®â®à®© á®®â¢¥âáâ¢ãîâ §­ ç¥­¨ï¬ ¯¥à¥¬¥­­ëå �«¨áë ¨ �®¡  á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
�«¥¬¥­â CMU (a; b) à ¢¥­ f(a; b). �®«¨ç¥áâ¢® à §«¨ç­ëå áâà®ª CMU ®¡®§­ ç¨¬ nrow(CMU ). �§-
¢¥áâ­®, çâ® ¤¥â¥à¬¨­¨à®¢ ­­ ï ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­ ï á«®¦­®áâì, â. ¥. ª®«¨ç¥áâ¢® ¡¨â®¢, ª®â®àë¥
�«¨á  ¤®«¦­  ¯¥à¥á« âì �®¡ã, à ¢­  dlog(nrow(CMU )e (§¤¥áì dxe| ­ ¨¬¥­ìè¥¥ æ¥«®¥, ­¥ ¬¥­ì-
è¥¥ x). �ëá®ª¨¥ ­¨¦­¨¥ ®æ¥­ª¨ á«®¦­®áâ¨ ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¢ëç¨á«¥­¨© ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥­ë
â®£¤ , ª®£¤  CMU ¨¬¥¥â ­¥ â®«ìª® ¬­®£® à §­ëå áâà®ª, ­® â ª¦¥ ¨ ¯®¤¬ âà¨æã á ­¥¡®«ìè¨¬
ª®«¨ç¥áâ¢®¬ áâ®«¡æ®¢ ¨ ¡®«ìè¨¬ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ à §­ëå áâà®ª. �ãáâì A | ¬­®¦¥áâ¢® §­ ç¥­¨©
¯¥à¥¬¥­­ëå �«¨áë. �­ ç¥­¨ï B ¯¥à¥¬¥­­ëå �®¡  ­ §ë¢ îâáï ª®­âà®«ì­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢ â®¬
á«ãç ¥, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå à §­ëå a; a0 2 A áãé¥áâ¢ã¥â ­ ¡®à b 2 B â ª®©, çâ® f(a; b) 6= f(a0; b).
�®é­®áâì ¬¨­¨¬ «ì­®£® ª®­âà®«ì­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ts(CMU).

� ¦­® à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® ¢ëç¨á«¥­¨ï hbn, ª®£¤  �«¨á  ¯®«ãç ¥â §­ ç¥­¨ï ¨§ Ab. �§
®¯à¥¤¥«¥­¨ï 2 ¯®«ãç ¥¬, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ç áâ¨ç­ ï äã­ªæ¨ï ¨¬¥¥â ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­ãî
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¬ âà¨æã CM á nrow(CM) = kA ¨ ts(CM) � k3. �§ â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® (1�")-¢¥à®ïâ­®áâ­ ï,
®¤­®áâ®à®­­ïï ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­ ï á«®¦­®áâì (¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, log jQj) ­¥ ¬¥­ìè¥, ç¥¬

log(kA)� k3H(1� ")� 1: (1)

OBDD á ãà®¢­¥¬ (â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢¥àè¨­, à ¢­®ã¤ «¥­­ëå ®â ­ ç «ì­®©) ¬®é­®áâ¨ t ¨¬¥¥â
­¥ ¬¥­¥¥ t� 1 ­¥íª¢¨¢ «¥­â­ëå ã§«®¢ ­  ¯à¥¤ë¤ãé¨å ãà®¢­ïå ¨ ¯® ¬¥­ìè¥© ¬¥à¥

p
t ­  ¯®á«¥-

¤ãîé¨å. �®íâ®¬ã á«®¦­®áâì P ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¬¥­¥¥, ç¥¬ 2jQj � 2log(kA)�k3H(1�") = kA
2k3H(1�") .

�â®¡ë ®¯¨á âì äã­ªæ¨¨, á«®¦­ë¥ ¤«ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå BP1(OBDD), ãá¨«¨¬ ãá«®¢¨ï ®¯à¥-
¤¥«¥­¨ï 2.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �ãáâì hn { äã­ªæ¨ï ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì íâã äã­ªæ¨î á¨«ì-
­® (k2; k3; kA)-áâ ¡¨«ì­®©, ¥á«¨ «î¡ ï ¯®¤äã­ªæ¨ï, ¯®«ãç¥­­ ï ¨§ hn ¤«ï ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå §­ -
ç¥­¨© O(log n) ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¡ã¤¥â (k2; k3; kA)-áâ ¡¨«ì­®©.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì hn | á¨«ì­® (k2; k3; kA)-áâ ¡¨«ì­ ï äã­ªæ¨ï ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå á k3 ¨
kA, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ â¥®à¥¬¥ 2. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ª®­áâ ­â  �0 > 0 â ª ï, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¤®-
áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® n ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï BP1(OBDD), ¢ëç¨á«ïîé ï äã­ªæ¨î hn, ¨¬¥¥â á«®¦­®áâì
­¥ ¬¥­¥¥ 2k3�

0
.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¨á¯®«ì§ã¥â ¯à®áâãî ¨¤¥î ¨§ [6]. �¥à®ïâ­®áâ­ ï BP1(OBDD) P , ¢ëç¨á«ï-
îé ï äã­ªæ¨î hn, ¨¬¥¥â ¯®¤£à ä, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¢¥à®ïâ­®áâ­®© OBDD P , ¯®«ãç¥­­ë© ¢
à¥§ã«ìâ â¥ ä¨ªá¨à®¢ ­¨ï â¥å §­ ç¥­¨© O(log n) ¯¥à¥¬¥­­ëå, ª®â®àë¥ ¯à¥¢à é îâ P ¢ OBDD.
�¥àè¨­ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ íâ¨¬ ¯¥à¥¬¥­­ë¬ ¢¬¥áâ¥ á ­¥¤®áâ¨¦¨¬ë¬¨ ç áâï¬¨ £à ä , ¥áâ¥-
áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ã¤ «ïîâáï. �á¥ ¯®¤äã­ªæ¨¨, ¯®«ãç ¥¬ë¥ ¨§ hn § ¬¥­®© O(logn) ¯¥à¥¬¥­­ëå
ª®­áâ ­â ¬¨, ï¢«ïîâáï (k2(n); k3(n); kA(n))-áâ ¡¨«ì­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨. �®íâ®¬ã á«®¦­®áâì ¯®-
«ãç¥­­®£® ¯®¤£à ä ,  , á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨ P ­¥ ¬¥­¥¥ 2k3(n)�

0
¤«ï ­¥ª®â®à®© ª®­áâ ­âë �0 > 0. �

�¥®à¥¬  3. �î¡ ï k-áâ ¡¨«ì­ ï äã­ªæ¨ï f ¤«ï k = 
(log n) ï¢«ï¥âáï á¨«ì­®-(k1; k1; 2k1)-
áâ ¡¨«ì­®© äã­ªæ¨¥© ¤«ï «î¡®© æ¥«®ç¨á«¥­­®© äã­ªæ¨¨ k1 = k1(n) â ª®©, çâ® k�k1 = 
(log n).
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï f âà¥¡ã¥âáï ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï BP1(OBDD) á«®¦­®áâ¨ ­¥ ¬¥-

­¥¥ 2k1(n)�
0
¤«ï ­¥ª®â®à®© ª®­áâ ­âë �0 > 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �î¡ ï k-áâ ¡¨«ì­ ï äã­ªæ¨ï f ï¢«ï¥âáï (k; k; 2k)-áâ ¡¨«ì­®© äã­ªæ¨¥©:
á ãç¥â®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 2 ¯®«ãç¨¬X1 = X, k2 = k, X2 = X3, ¨ A = 2X3 , â. ¥. A| ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥¢®§-
¬®¦­ëå ­ ¡®à®¢ §­ ç¥­¨© ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X3. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¢ ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­®© ¬ âà¨æ¥,
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© «î¡®¬ã à §¡¨¥­¨î U ¯¥à¥¬¥­­ëå X â ª®¬ã, çâ® �«¨á  ¯®«ãç ¥â §­ ç¥­¨ï
k ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X, áãé¥áâ¢ã¥â 2k � k-¯®¤¬ âà¨æ  CM 0, áâà®ª¨ ª®â®à®© ®¡à §ãîâ ¬­®¦¥áâ¢®
¢á¥å ¤¢®¨ç­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¤«¨­ë k. �á«¨ äã­ªæ¨ï k = 
(logn), â® k à áâ¥â ¡ëáâà¥¥, ç¥¬ «î¡ ï
äã­ªæ¨ï ¨§ O(log n). �¨ªá¨à®¢ ­¨¥ §­ ç¥­¨© «î¡ëå k2 = O(log n) ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X ®¯à¥¤¥«ï¥â
¯®¤äã­ªæ¨î f b ­  n�k2 ¯¥à¥¬¥­­ëå á® á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬. �®¬¬ã­¨ª æ¨®­­®¥ ¢ëç¨á«¥­¨¥
f , ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ¢ëè¥, á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­®¬ã ¢ëç¨á«¥­¨î f b, ¯à¨ ª®â®à®¬ �«¨-
á  ¯®«ãç ¥â §­ ç¥­¨ï ­¥ ¬¥­¥¥ k1 = k � k2 ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X. �®¬¬ã­¨ª æ¨®­­ ï ¬ âà¨æ ,
á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï íâ®¬ã ¢ëç¨á«¥­¨î, á®¤¥à¦¨â 2k1 � k1-¯®¤¬ âà¨æã CM 0, áâà®ª¨ ª®â®à®© ®¡à -
§ãîâ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¢®¨ç­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¤«¨­ë k1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, f b | (k1; k1; 2k1)-áâ ¡¨«ì­ ï
äã­ªæ¨ï.

3. �ã­ªæ¨¨, á«®¦­ë¥ ¤«ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå BP1
á ¡®«ìè®© ã¯®àï¤®ç¥­­®© ç áâìî

�â ª, «î¡ ï k-áâ ¡¨«ì­ ï äã­ªæ¨ï f ¯à¨ k = 
(log n) á«®¦­  ¤«ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå
BP1(OBDD). �® ¨ ¤«ï äã­ªæ¨©, ­¥ ï¢«ïîé¨åáï k-áâ ¡¨«ì­ë¬¨, ã¤ ¥âáï ¨áá«¥¤®¢ âì ¨å á«®¦-
­®áâì ¤«ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¢ëç¨á«¥­¨©.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ç¥âëà¥ äã­ªæ¨¨, ª®â®àë¥ ­¥ ï¢«ïîâáï k-áâ ¡¨«ì­ë¬¨.
� [11], [3], [12] ¨ [13] ¯®«ãç¥­ë íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ë¥ ­¨¦­¨¥ ®æ¥­ª¨ á«®¦­®áâ¨ ¡¨­ à­ëå ¯à®£à ¬¬
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(à §«¨ç­ëå â¨¯®¢), ¢ëç¨á«ïîé¨å íâ¨ äã­ªæ¨¨. � [14] ¡ë«® ¤®ª § ­®, çâ® íâ¨ äã­ªæ¨¨ á«®¦-
­ë ¤«ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå OBDD. �¢¥¤¥­®¥ ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ áâ ¡¨«ì­®áâ¨ ¯®§¢®«ï¥â
¯®«ãç¨âì ¡®«¥¥ ¯àï¬®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ¨å à¥§ã«ìâ â®¢.

�áá«¥¤ã¥¬, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ «¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬ 2 ¨ 3 á«¥¤ãîé¨¥ äã­ªæ¨¨.
1) �ã­ªæ¨ï HWBn ("áªàëâë© ¢§¢¥è¥­­ë© ¡¨â") ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¯¥à¥¬¥­­ëå X = fx1; :::; xng

®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª HWBn(x) = xj , ¥á«¨ j =
nP
i=1

xi > 0; ¨ HWBn(x) = 0 ¨­ ç¥ [11].

�¥¬¬  1. �ã­ªæ¨ï HWBn ï¢«ï¥âáï
�
0:6n; 0:2n;

�0:2n
0:1n

��
-áâ ¡¨«ì­®© ®â­®á¨â¥«ì­® X ¨ á¨«ì-

­®
�
0:6n� t; 0:2n� t;

�0:2n�t=2
0:1n�t

��
-áâ ¡¨«ì­®© ¤«ï «î¡®£® t = 
(logn).

�®ª § â¥«ìáâ¢®.
�
0:6n; 0:2n;

�0:2n
0:1n

��
-áâ ¡¨«ì­®áâì HWBn ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¥¥ á¨«ì­®©

áâ ¡¨«ì­®áâ¨, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ª®â®à®© ®á­®¢ ­® ­  ¨¤¥ïå [11]. � ä¨ªá¨àã¥¬ §­ ç¥­¨ï b0 ¯¥à¥-
¬¥­­ëå ­¥ª®â®à®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  X 0 � X; t0 = jX 0j = O(log n) < t. �ãáâì b0 á®¤¥à¦¨â t1 ¥¤¨­¨æ,
0 � t1 � t0, ¨ X1 = X n X 0. � áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® X2, á®¤¥à¦ é¥¥ 0:6n � t í«¥¬¥­â®¢ ¨§ X1.
�ãáâì XL = fx0:1n+1; : : : ; x0:5ng, XH = fx0:5n+1; : : : ; x0:9ng. �®£¤  ¬®¦­® ¢ë¤¥«¨âì ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®
X3 ¬®é­®áâ¨ 0:2n� t

2
, £¤¥ «¨¡® X3 � XL\X2, «¨¡® X3 � XH \X2. �à¥¤¯®« £ ï, çâ® ¯¥à¥¬¥­­ë¥

X3 ç¨â îâáï ¢ ¡¨­ à­®© ¯à®£à ¬¬¥ P ¯¥à¥¤ çâ¥­¨¥¬ ¤àã£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå, ®æ¥­¨¬ á«®¦­®áâì P .
�«ï á«ãç ï X3 � XL\X2 ®¯à¥¤¥«¨¬ §­ ç¥­¨ï b ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X2nX3 ¨ ­ ¡®àë Ab §­ ç¥­¨©

X3 â ª, çâ® b á®¤¥à¦¨â â®«ìª® ­ã«¨ ¨ Ab á®¤¥à¦¨â 0:1n � t1 ¥¤¨­¨æ. �â ª, (a; b; b0) á®¤¥à¦¨â
0:1 ¥¤¨­¨æ ¤«ï «î¡®£® a 2 Ab ¨ jAbj =

�0:2n�t=2
0:1n�t1

�
. � ª ª ª X3 � XL ¨ jX1 nX2j = 0:4n, â® ¬®¦­®

­ ©â¨ §­ ç¥­¨¥ cx ¤«ï X1 nX2 (¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 2) ¤«ï «î¡®© ¯¥à¥¬¥­­®© x 2 X3 â ª, çâ®

HWBn(a; b; b
0; cx) = x: (2)

�«ï á«ãç ï X3 � XH\X2 ®¯à¥¤¥«¨¬ §­ ç¥­¨ï b ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X2nX3 ¨ ­ ¡®àë Ab §­ ç¥­¨©
X3 â ª, çâ® b á®¤¥à¦¨â â®«ìª® ¥¤¨­¨æë, Ab á®¤¥à¦¨â 0:1n�t1+t=2 ¥¤¨­¨æ. �®áª®«ìªã jX2nX3j =
0:4n � t=2, â® (a; b; b0) á®¤¥à¦¨â 0:5 ¥¤¨­¨æ ¤«ï «î¡®£® a 2 Ab ¨ jAbj =

� 0:2n�t=2
0:1n�t1+t=2

�
. � ª ª ª

X3 � XH , â® ¬®¦­® ­ ©â¨ §­ ç¥­¨¥ cx ¤«ï X1 n X2 ¤«ï «î¡®£® x 2 X3. �à ¢­¥­¨¥ (2) á­®¢ 
¢ë¯®«­ï¥âáï.

� ®¡®¨å á«ãç ïå jAbj �
�0:2n�t=2

0:1n�t
�
.

2) �ãáâì p[n] { ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«® ­¥ ¬¥­ìè¥ n. �«ï «î¡®£® æ¥«®£® s äã­ªæ¨ï !n(s)
®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ 1 � s (mod p[n]) � n, â® !n(s) = s (mod p[n]), ¢ ¯à®â¨¢-
­®¬ á«ãç ¥ !n(s) = 1. �ã­ªæ¨ï SZHWBn (\áªàëâë© ¢§¢¥è¥­­ë© ¡¨â � ¢¨æª®£® ¨ � ª " [15])
­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¯¥à¥¬¥­­ëå X = fx1; : : : ; xng ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¤«ï ª ¦¤®£®

x 2 f0; 1gn SZHWBn(x) = xj , £¤¥ j = !n
� nP
i=1

ixi
�
.

�¥¬¬  2. �«ï ª ¦¤®£® ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® n äã­ªæ¨ï SZHWBn ï¢«ï¥âáï (n�3
p
n; n�

3
p
n; 2n�3

p
n=n)-áâ ¡¨«ì­®© ®â­®á¨â¥«ì­® X ¨ á¨«ì­® (n � 3

p
n � t; n � 3

p
n � t; 2n�3

p
n�t=n)-

áâ ¡¨«ì­®© ¤«ï «î¡®£® t = 
(log n).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ â®«ìª® á¨«ì­ãî áâ ¡¨«ì­®áâì SZHWBn, ®¯¨à ïáì ­  ¤®ª -
§ â¥«ìáâ¢® [3]. �§ á¨«ì­®© áâ ¡¨«ì­®áâ¨ äã­ªæ¨¨ á«¥¤ã¥â ¥¥ (n � 3

p
n; n � 3

p
n; 2n�3

p
n=n)-

áâ ¡¨«ì­®áâì. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á [15] ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬®© ¤«ï ®áâ â®ç­®£® ª« áá 
¯® ¬®¤ã«î p, ®¡®§­ ç¥­­®£® ª ª Zp.

�¥®à¥¬  4 ([16]). �ãáâì p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®,   k ¨ h | æ¥«ë¥ ç¨á« , h � k � p. �ãáâì
A � Zp, jAj = k. �á«¨ B | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å áã¬¬ ¨§ h à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ A, â®

jBj � min(p; hk � h2 + 1):

� áá¬®âà¨¬ íâã â¥®à¥¬ã ¢ ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ [15], á¬. â ª¦¥ [3].

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �«ï «î¡®£® ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® n, ¥á«¨ A � Zp[n] ¨ jAj � 3
p
n, â® ¤«ï

ª ¦¤®£® t 2 Zp[n] áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® B � A â ª®¥, çâ® áã¬¬  í«¥¬¥­â®¢ B à ¢­  t.
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�â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬ë ¯à¨ k = d3pn e, h = bk
2
c, â. ª. p[n] =

n + o(n). � ä¨ªá¨àã¥¬ §­ ç¥­¨ï b0 ¯¥à¥¬¥­­ëå ­¥ª®â®à®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  X 0 � X, t0 = jX 0j =
O(log n) < t. �ãáâì t1 = !n

� P
xi2X0

ixi
�
¨X1 = XnX 0. � áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®X3 = X2, á®¤¥à¦ é¥¥

n� d3pn e � t í«¥¬¥­â®¢ ¨§ X1. � §®¡ì¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢®§¬®¦­ëå §­ ç¥­¨© X3 ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á®
§­ ç¥­¨¥¬ äã­ªæ¨¨ wn ­  áã¬¬¥ ¢§¢¥è¥­­ëå §­ ç¥­¨© ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X3:

A(k) =
�
a
���wn

� X
xi2X3

ia(xi)
�
= k

�
:

�®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¨áª®¬®£® ¬­®¦¥áâ¢  A §­ ç¥­¨© X3 ¬ ªá¨¬ «ì­®¥ A(s) áà¥¤¨ ¬­®¦¥áâ¢
A(1); : : : ; A(n). � ¬¥â¨¬, çâ® jAj � 2n�d3

p
n e�t

n
.

�§ á«¥¤áâ¢¨ï 2 ¤«ï «î¡®£® xj 2 X3 áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ §­ ç¥­¨ï cxj (¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 2), çâ®

j �
�
t1 + s+ wn

� X
xi2X1nX3

icxj (xi)
��

(mod p[n]);

£¤¥ cxj á®¤¥à¦¨â à®¢­® h = b 3
p
n

2
c ¥¤¨­¨æ. �

3) �ã­ªæ¨ï ACHn (\�å¨««¥á®¢  ¯ïâ ") ®¯à¥¤¥«¥­  ­  n = 2r + log r ¯¥à¥¬¥­­ëå Y [ Z [ V
([17]):

ACHn(y0; : : : ; yr�1; z0; : : : ; zr�1; v0; : : : ; vlog r�1) =

8><
>:

_
0�j�r�1

(yj ^ zj); jvj = 0;

^
0�j�r�1

(yj _ zj+jvj); jvj 6= 0;

£¤¥ jvj | æ¥«®¥ ç¨á«®, ¤¢®¨ç­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ª®â®à®£® à ¢­® v = v0 : : : vlog r�1, ¨ áã¬¬  j + jvj
áç¨â ¥âáï ¯® ¬®¤ã«î r.

�¥¬¬  3. �ã­ªæ¨ï ACHn ï¢«ï¥âáï (r; r=4; 2r=4)-áâ ¡¨«ì­®© ®â­®á¨â¥«ì­® Y [ Z ¨ ¯à¨-

­ ¤«¥¦¨â P -BP1(OBDD).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯¨à ¥¬áï ­  ¨¤¥¨ [13]. � ãç¥â®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 2 ¨¬¥¥¬ X1 = Y [Z. �á«¨
¯®¤¬­®¦¥áâ¢® X2 � X1 á®áâ®¨â ¨§ r í«¥¬¥­â®¢, â® ¬®¦­® ­ ©â¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® X 0

3 � X2 ¨§
r=2 ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥ «¨¡® Y , «¨¡® Z. �¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é­®áâ¨ áç¨â ¥¬ X 0

3 � Y . � «¥¥
¬®¦­® ­ ©â¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® X 0

4 � Z\ (X1 nX2) ¨§ r=2 í«¥¬¥­â®¢. � ª ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® X 0
3�X 0

4

¨¬¥¥â ¬®é­®áâì r2=4, â® ®­® á®¤¥à¦¨â ­¥ ¬¥­¥¥ r=4 ¯ à (yi; zi+j) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® §­ ç¥­¨ï j
¬¥¦¤ã 0 ¨ r � 1. �¥à¥¬¥­­ë¥ yi ¨ zi+j ¢ íâ¨å ¯ à å á®áâ ¢«ïîâ X3 ¨ X4 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�¯à¥¤¥«¨¬ §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ 2. �á«¨ j = 0, â® v0 = 0,
¨­ ç¥ v0 = 1. �®¤¡¥à¥¬ §­ ç¥­¨¥ b â ª, çâ® ¤¢®¨ç­®¥ ç¨á«® jb(v0) : : : b(vlog r�1)j = j ¨ «î¡ ï
¯¥à¥¬¥­­ ï ¨§ X2 n X3 íª¢¨¢ «¥­â­  v0. �ãáâì Ab | ¬­®¦¥áâ¢® ¢®§¬®¦­ëå §­ ç¥­¨© X3. �«ï
«î¡®© ¯¥à¥¬¥­­®© xk 2 X3 §­ ç¥­¨ï cxk â ª®¢ë, çâ® zi+j = 1 � v0 ¤«ï xk = yi, ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥
¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¨§ X4 ¨ ¨§ X1 n (X2 [X4) à ¢­ë v0.

BP1(OBDD), ¢ëç¨á«ïîé ï ACHn, á­ ç «  ç¨â ¥â v0 : : : vlog r�1,   § â¥¬ ¯ àë (yi; zi+jvj) ¤«ï
i ¢ ¤¨ ¯ §®­¥ ®â 0 ¤® n� 1.

4) �ã­ªæ¨ï ISAn (\­¥¯àï¬®© ¤®áâã¯ ª åà ­¨«¨éã") ®¯à¥¤¥«¥­  ­  n = 2r + r ¯¥à¥¬¥­­ëå
X [Y = fx0; : : : ; x2r�1g[fy0; : : : ; yr�1g á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ [12]. �ãáâì ¤¢®¨ç­®¥ ç¨á«® y0 : : : yr�1

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ç¨á«® i = jy0 : : : yr�1j. �á«¨ i � 2r

r
, â®£¤  ISAn ¢®§¢à é ¥â 0, ¨­ ç¥ ISAn = xj , £¤¥

j = jxir : : : x(i+1)r�1j.
�¥¬¬  4. �ã­ªæ¨ï ISAn ï¢«ï¥âáï (k; k; 2k)-áâ ¡¨«ì­®© ®â­®c¨â¥«ì­® X ¤«ï k = 2r

r
� 1 ¨

¯à¨­ ¤«¥¦¨â P -BP1(OBDD).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯®¬­¨¬ ¯à®áâë¥ ¨¤¥¨ [12]. �á«¨ X2 = X3 ¨¬¥¥â ¬®é­®áâì k, â® ­ ©-
¤¥âáï ç¨á«® i < 2r

r
â ª®¥, çâ® X4 = fxir; : : : ; x(i+1)r�1g � X1 n X2, X = X1. �ë¡¥à¥¬ §­ ç¥­¨¥ b

â ª, çâ® jb(y0) : : : b(yr�1)j = i. �ãáâì Ab | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢®§¬®¦­ëå §­ ç¥­¨© X3. �«ï «î¡®©
¯¥à¥¬¥­­®© xj 2 X3 cxj ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â ¢á¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¨§ X n (X3 [ X4) à ¢­ë¬¨ ­ã«î ¨ ¢á¥
¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¨§ X4 ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¤¢®¨ç­ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ j.

BP1(OBDD) P , ¢ëç¨á«ïîé ï ISA, ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤. �­  á­ ç «  ¢ëç¨á«ï¥â ç¨á«®
i = jy0 : : : yr�1j. �á«¨ i � 2r

r
, â® ¯à®£à ¬¬  ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ®â¢¥à£ îéãî ¢¥àè¨­ã. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ã-

ç ¥ P ¯à®¢¥àï¥â ¯¥à¥¬¥­­ë¥ fxir; : : : ; x(i+1)r�1g (á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¡¨­ à­®¥ ¤¥à¥¢® ¨¬¥¥â ¯®«¨-
­®¬¨ «ì­ë© à §¬¥à). �ãáâì §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¤¢®¨ç­®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î j.
�á«¨ xj ¥é¥ ­¥ ¯à®¢¥à¥­® P , â® ¯à®£à ¬¬  ç¨â ¥â íâã ¯¥à¥¬¥­­ãî, ¨­ ç¥ ¢ë¤ ¥âáï §­ ç¥­¨¥ ¢
á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ã¦¥ ¯à®¢¥à¥­­®© ¯¥à¥¬¥­­®©.

�¥®à¥¬  5. BPP -OBDD � BPP -BP1(OBDD) � BPP -BP1.

�¥¬¬ë 1{4 ¤®ª §ë¢ îâ â¥®à¥¬ã, ¯®áª®«ìªã ACHn; ISAn 2 P -BP1(OBDD) n BPP -OBDD,
HWBn 2 P -BP1 n BPP -BP1(OBDD) ¨ SZHWBn =2 BPP -BP1(OBDD).

4. �¬­®¦¥­¨¥ á«®¦­® ¤«ï BP1(OBDD)

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. �ãáâì ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå n-¡¨â­ëå ¤¢®¨ç­ëå ç¨á¥« x = xn�1 : : : x0 ¨ y =
yn�1 : : : y0 à ¢­® z = z2n�1 : : : z0. �¥«®ç¨á«¥­­®¥ ã¬­®¦¥­¨¥ | íâ® äã­ªæ¨ï

MULTn :MULTn(x; y) = zn�1:

�â®¡ë ¯®ª § âì, çâ® æ¥«®ç¨á«¥­­®¥ ã¬­®¦¥­¨¥ âà¥¡ã¥â íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®© á«®¦­®áâ¨ ¤«ï
¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¢ëç¨á«¥­¨© ­  BP1(OBDD), ¯®âà¥¡ã¥âáï

�¥¬¬  5. �ãáâì r(n) | æ¥«®¥ ç¨á«®, ¤¢®¨ç­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ¤«¨­ã n ¨
á®¤¥à¦¨â o(n) ¥¤¨­¨æ ¨ " 2 (0; 1=2). �®£¤  ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï OBDD Pn(r(n)), ç¨â îé ï ¯¥à¥-

¬¥­­ë¥, ª®â®àë¥ ®¡à §ãîâ ¤¢  n-¡¨â­ëå ç¨á«  x ¨ y, â ª, çâ® x ç¨â ¥âáï à ­¥¥, ç¥¬ «î¡®©
¡¨â ¨§ y, ¨ (1� ")-¢ëç¨á«ïîé ï, ¢¥à­® «¨, çâ® jxj+ jyj � 2n � r(n), ¨¬¥¥â á«®¦­®áâì ¡®«ìè¥,

ç¥¬ an=log(n) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® a > 1 ¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® n.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­¨¦­¥© ®æ¥­ª¨ á«®¦­®áâ¨ Pn(r(n)) à áá¬®âà¨¬ ç áâ¨ç-
­ãî äã­ªæ¨î ¨áª®¬®© äã­ªæ¨¨. �ãáâì xi = yi = 0 ¤«ï ¢á¥å i â ª¨å, çâ® r

(n)
i = 1. �áâ «ì­ë¥

l = n � o(n) ¡¨â x ¨ y ®¯à¥¤¥«ïîâ ç¨á«  x0 ¨ y0. �®£¤  á«®¦­®áâì Pn(r(n)) ®£à ­¨ç¥­  á­¨§ã
á«®¦­®áâìî OBDD, ®¯à¥¤¥«ïîé¥© ¨áâ¨­­®áâì jx0j+ jy0j � 2l. �®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ª®¬¬ã­¨ª æ¨-
®­­ ï ¬ âà¨æ  CM à §¬¥à  l � l, áâà®ª¨ ª®â®à®© á®®â¢¥âáâ¢ãîâ x0,   áâ®«¡æë á®®â¢¥âáâ¢ãîâ
y0, ï¢«ï¥âáï âà¥ã£®«ì­®© ¬ âà¨æ¥©, ã ª®â®à®© ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¢ëè¥ ¯®¡®ç­®© ¤¨ £®­ «¨ à ¢­ë
­ã«î,   ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¯®¡®ç­®© ¤¨ £®­ «¨ ¨ ­¨¦¥ ¥¥ ¥¤¨­¨æ¥. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë 5 ¯®«ãç ¥âáï
á ¯®¬®éìî á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬ë.

�¥¬¬  6. �ãáâì ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­ ï ¬ âà¨æ  CM à §¬¥à  l � l ï¢«ï¥âáï âà¥ã£®«ì­®©
¬ âà¨æ¥©, ã ª®â®à®© ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¢ëè¥ ¯®¡®ç­®© ¤¨ £®­ «¨ à ¢­ë ­ã«î,   ¢á¥ í«¥¬¥­âë
¯®¡®ç­®© ¤¨ £®­ «¨ ¨ ­¨¦¥ ¥¥ à ¢­ë ¥¤¨­¨æ¥. �ãáâì Bl | ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï OBDD, (1 � ")-
¢ëç¨á«ïîé ï äã­ªæ¨î ®â 2l ¯¥à¥¬¥­­ëå, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî ¬ âà¨æ¥© CM , ¯à¨ç¥¬ ¯¥à¥¬¥­­ë¥

�«¨áë ¢ Bl ç¨â îâáï ¯¥à¥¤ ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ �®¡ . �®£¤  á«®¦­®áâì Bl ­¥ ¬¥­¥¥, ç¥¬ a
l

log(l) ¤«ï
­¥ª®â®à®£® a > 1 ¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® l.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¨¤¥¨ [4] ¢ ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ [18]. �  ®á­®¢¥ Bl ¯®áâà®¨¬ ¢¥à®-
ïâ­®áâ­ë© ®¤­®áâ®à®­­¨© ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­ë© ¯à®â®ª®«, ¯®§¢®«ïîé¨© ¢â®à®¬ã ¨£à®ªã (�®¡ã)
®¯à¥¤¥«¨âì ¢å®¤­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯¥à¢®£® ¨£à®ª  (�«¨áë) á ¬ «®© ¢¥à®ïâ­®áâìî ®è¨¡ª¨.

�«¨á  ¨á¯®«ì§ã¥â Bl ­  á¢®¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå t à §. �¨á«® t ¤®áâ â®ç­® ¢¥«¨ª®, çâ®¡ë á¤¥-
« âì ¢¥à®ïâ­®áâì ®è¨¡ª¨ ¢ ª®­¥ç­®¬ à¥§ã«ìâ â¥ ¤®áâ â®ç­® ¬ «®©. �®¡ ¯®«ãç ¥â ­®¬¥à  ã§«®¢
v1; : : : ; vt, ª®â®àëå ¤®áâ¨£«  �«¨á . �­ ¤¥« ¥â ­¥áª®«ìª® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨© ® §­ ç¥­¨ïå ¢å®¤­®©
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ �«¨áë. � «¥¥ �®¡ ¯à®¢¥àï¥â á¢®¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �­ -
ç «  ®­ ä¨ªá¨àã¥â §­ ç¥­¨ï á¢®¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå á®®â¢¥âáâ¢¥­­® áà¥¤­¥¬ã áâ®«¡æã ¬ âà¨æë CM
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(íâ® ¨ ¥áâì ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ¢å®¤¥ �«¨áë) ¨ § ¯ãáª ¥â Bl t à §, ­ ç¨­ ï á ã§«®¢ v1; : : : ; vt. �á«¨
¡®«ìè¨­áâ¢® à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ëç¨á«¥­¨© | ­ã«¨, â® �®¡ ¯à®¤®«¦ ¥â á¢®¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­® ¢¥àå­¥© ¯à ¢®© ç¥â¢¥àâ¨ ¬ âà¨æë CM , ¨­ ç¥ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ­¨¦­¥© «¥¢®© ç¥â¢¥àâ¨;
â. ¥. �®¡ ¤¥« ¥â ¢ë¢®¤, çâ® �«¨á  ¯®«ãç¨«  ­  ¢å®¤ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¬¥­ìè¥ ¨«¨ ¡®«ìè¥ â®£®
ç¨á« , ª®â®à®¥ ®­ ¯®¤áâ ¢¨« ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¥¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬®£® ¢å®¤ . �§¢¥áâ­® [19], çâ® ¢¥à®ïâ-
­®áâì â®£®, çâ® ¥£® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ­¥¢¥à­®, ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â (c("))t ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ä¨ªá¨à®¢ ­-
­®£® c(") < 1. � â¥¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á® á¢®¨¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥¬ �®¡ ä¨ªá¨àã¥â §­ ç¥­¨ï á¢®¨å
¯¥à¥¬¥­­ëå, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ áà¥¤­¨¬ áâ®«¡æ®¬ ¯®¤¬ âà¨æë, ¨ ¯à®¤®«¦ ¥â ¯à®æ¥¤ãàã. � ¦¤ ï
â ª ï ä §  ¢ëç¨á«¥­¨© ã¬¥­ìè ¥â à §¬¥à ¬ âà¨æë CM ¢ 2 à § . � ª ª ª ¨áå®¤­ë© à §¬¥à
CM 2l � 2l, ¯®á«¥ l â ª¨å ä § ã �®¡  ®áâ ¥âáï «¨èì ®¤¨­ áâ®«¡¥æ CM . �¥à®ïâ­®áâì â®£®, çâ®
¢¥ªâ®à, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© íâ®¬ã áâ®«¡æã, à ¢¥­ ¢å®¤­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ �«¨áë, ­¥ ¬¥­¥¥
(1� (c("))t)l. �«ï «î¡®£® q â ª®£®, çâ® 1=2 < q < 1, ¥á«¨ t > logc(")(1� q1=l), â® íâ  ¢¥à®ïâ­®áâì
­¥ ¬¥­¥¥ q. �®¦­® ­ ©â¨ ¢¥àå­îî ®æ¥­ªã ¤«ï t ¨ ¯®ª § âì, çâ® ¯à¨ t = O(log l) ¯à¨¢¥¤¥­­®¥
®£à ­¨ç¥­¨¥ ­  ¢¥à®ïâ­®áâì ã¤®¢«¥â¢®àï¥âáï.

�à ¢­¨¬ (1�(c("))t)l á ¢ëà ¦¥­¨¥¬ (1�1=(bx))x, ª®â®à®¥, ¬®­®â®­­® ¢®§à áâ ï, áâà¥¬¨âáï ª
(1=e)(1=b). �ë¡¥à¥¬ ª®­áâ ­âã b â ª®©, çâ® (1=e)(1=b) > q. �ãáâì (c("))t = 1=(bl), â. ¥. t = log1=c(")(bl).
�®£¤  ¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® l �®¡ ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢å®¤­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯¥à¢®£® ¨£à®ª 
á ¢¥à®ïâ­®áâìî ¡®«ìè¥©, ç¥¬ q.

�ãáâì Bl ¨¬¥¥â á«®¦­®áâì ­¥ ¡®«¥¥ a
l

log(l) ¤«ï «î¡®£® a > 1 ¨ «î¡®£® ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® l.
�î¡®© ã§¥« vi ¯à®£à ¬¬ë Bl ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­ ª ª ¤¢®¨ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì log(a) l

log(l)

¡¨â. �á«¨ t = O(log l), â® ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ �«¨á¥ ¤®áâ â®ç­® á®£« á­® ãª § ­-
­®© ¯à®æ¥¤ãà¥ ¯¥à¥¤ âì �®¡ã log a l

log l
O(log l) ¡¨â. �®á«¥ íâ®£® �®¡ ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢å®¤ �«¨áë á

¢¥à®ïâ­®áâìî ¡®«¥¥ q ¨ ¯®â®¬ ¤¥â¥à¬¨­¨à®¢ ­­® ¢ëç¨á«ï¥â ¨áª®¬ãî äã­ªæ¨î. � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, ®¤­®áâ®à®­­ïï ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­ ï á«®¦­®áâì ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¢ëç¨á«¥­¨© «î¡®© ¡ã«¥¢®©
äã­ªæ¨¨ 2l ¯¥à¥¬¥­­ëå ®£à ­¨ç¥­  á¢¥àåã log a l

log l
O(log l) � a0l ¤«ï «î¡®£® a0 > 0 ¨ ¤®áâ â®ç­®

¡®«ìè®£® l, â. ¥. íâ  á«®¦­®áâì ¢á¥£¤  ¬¥­¥¥ «¨­¥©­®©. �â® ­¥ â ª.
� áá¬®âà¨¬ â ª®¥ ª®¬¬ã­¨ª æ¨®­­®¥ ¢ëç¨á«¥­¨¥ ¤«ï SZHWBn-äã­ªæ¨¨, (n � 3

p
n,

n � 3
p
n; 2n�3

p
n=n)-áâ ¡¨«ì­®© ®â­®á¨â¥«ì­® X = fx1; : : : ; xng («¥¬¬  2). � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á

(1) ¢¥à®ïâ­®áâ­®¥ ®¤­®áâ®à®­­¥¥ ¢ëç¨á«¥­¨¥ SZHWBn ¨¬¥¥â á«®¦­®áâì ¯® ¬¥­ìè¥© ¬¥à¥
K = log(kA)�k3H(q)�1 = n�3pn� logn�H(q)(n�3pn)�1. �ç¥¢¨¤­®, K > a0n ¤«ï ­¥ª®â®à®£®
a0 > 0 ¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® n. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì «¥¬¬ë.

�¥®à¥¬  6. �«ï «î¡®£® " > 0 ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï BP1(OBDD) Pn, (1 � ")-¢ëç¨á«ïîé ï
MULTn, ¨¬¥¥â á«®¦­®áâì ¡®«ìè¥, ç¥¬ a

n
log2(n) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® a > 1 ¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® n.

� [6] ¯®ª § ­® á«¥¤ãîé¥¥. �®¦­® § ä¨ªá¨à®¢ âì §­ ç¥­¨ï ­¥ª®â®àëå ¯¥à¥¬¥­­ëå â ª, çâ®
¢ëç¨á«¥­¨¥ MULTn á¢®¤¨âáï ª ¢ëç¨á«¥­¨î áã¬¬ë ¤¢ãå ç¨á¥« x(1) ¨ x(2),   â ª¦¥ ­¥ª®â®à®©
ª®­áâ ­âë r. �â  ª®­áâ ­â  ¨¬¥¥â ­¥ ¡®«¥¥ O(log n) ¥¤¨­¨æ, ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãáâ ­®¢ª®© íâ¨å logn
¡¨â ¨§ ¢å®¤ïé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ Pn â ª, çâ® Pn áâ ­®¢¨âáï OBDD. �¨á«® x(1) ç¨â ¥âáï ¤®
«î¡®£® ¡¨â  ç¨á«  x(2). �¡  ç¨á«  ¨¬¥îâ O(n= log n) ¡¨â. �®íâ®¬ã ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì «¥¬¬ã 5:

a
n= log(n)

log(n= log(n)) a
n

log(n)(log(n)�log(log(n))) > a
n

log2(n) : �

�¨â¥à âãà 
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