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1. �¢¥¤¥¨¥

� ¤ ®© áâ âì¥ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¨§ãç¥¨¥ ãá«®¢¨©, ¯à¨ ª®â®àëå ¨â¥£à « �®è¨

�(z) =
1
2�i

Z
�

f(�)d�
� � z

(1)

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â äãªæ¨î, ¨¬¥îéãî ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ t ª®âãà  ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï � ¥¯à¥àë¢ë¥
£à ¨çë¥ § ç¥¨ï á ®¡¥¨å áâ®à®. �¤¥áì ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® � ¥áâì ¯à®áâ ï § ¬ªãâ ï ¨«¨
à §®¬ªãâ ï ªà¨¢ ï   ª®¬¯«¥ªá®© ¯«®áª®áâ¨ C ,   f | § ¤  ï   íâ®© ªà¨¢®© äãªæ¨ï,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à 

sup
� jf(t0)� f(t00)j

jt0 � t00j� : t0; t00 2 �; t0 6= t00
�
� h�(f;�) <1 (2)

á ª ª¨¬-«¨¡® ¯®ª § â¥«¥¬ � 2 (0; 1]. �¨¦¥ ç¥à¥§ H�(�) ®¡®§ ç ¥¬ ¯à®áâà áâ¢® ��¥«ì¤¥à , â. ¥.
¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å § ¤ ëå   � äãªæ¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î (2).

�ãªæ¨ï �(z) £®«®¬®àä  ¢ C n� ¢® ¢á¥å á«ãç ïå, ª®£¤  ¨â¥£à « ¢ (1) áãé¥áâ¢ã¥â ¢ ª ª®¬-
«¨¡® âà ¤¨æ¨®®¬ á¬ëá«¥ ( ¯à., ¥á«¨ ªà¨¢ ï � á¯àï¬«ï¥¬ ,   f 2 L1(ds), £¤¥ ds | ¬¥à ,
¯®à®¦¤¥ ï ¤«¨®©). �®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¨ á¢®©áâ¢ å £à ¨çëå § ç¥¨© íâ®© äãªæ¨¨,
â. ¥. ¯à¥¤¥«®¢ �+(t) ¨ ��(t), ¯®«ãç îé¨åáï ¯à¨ ¯à¨¡«¨¦¥¨¨ z ª â®çª¥ t 2 � á«¥¢  ¨ á¯à ¢ 
á®®â¢¥âáâ¢¥®   ¯à®âï¦¥¨¨ § ç¨â¥«ì®£® ¢à¥¬¥¨ ¢ë§ë¢ ¥â ¨â¥à¥á ¢ á¢ï§¨ á ¯à¨¬¥¥¨¥¬
¨â¥£à «  �®è¨ ¯à¨ à¥è¥¨¨ ªà ¥¢ëå § ¤ ç ¤«ï £®«®¬®àäëå äãªæ¨© [1], [2]. �é¥ �®å®æª®-
¬ã, � à ªã ¨ �®à¥à¥ ¡ë«® ¨§¢¥áâ®, çâ® ¨â¥£à « (1) ¯® § ¬ªãâ®© ªãá®ç®-£« ¤ª®© ªà¨¢®©
� ¨¬¥¥â ¥¯à¥àë¢ë¥ £à ¨çë¥ § ç¥¨ï   �, ¥á«¨ ¥£® ¯«®â®áâì f(t) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®-
¢¨î ��¥«ì¤¥à  á «î¡ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬ ¨§ ãª § ®£® ¢ëè¥ ¯à®¬¥¦ãâª  [2]. �à¨ íâ®¬ à §®áâì
£à ¨çëå § ç¥¨© à ¢  ¯«®â®áâ¨ ¨â¥£à « 

�+(t)� ��(t) = f(t) (3)

(íâ® à ¢¥áâ¢®,  §ë¢ ¥¬®¥ ä®à¬ã«®© �®å®æª®£®, ¨ «¥¦¨â ¢ ®á®¢¥ ¯à¨«®¦¥¨© ¨â¥£à «  (1)
¢ ªà ¥¢ëå § ¤ ç å).

�¤¨¬ ¨§  ¨¡®«¥¥ ¢ ¦ëå ¤®áâ¨¦¥¨© ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ï¢«ï¥âáï à¥§ã«ìâ â, ¯®«ãç¥ë©
¥§ ¢¨á¨¬® ¤àã£ ®â ¤àã£  ¢ [3] ¨ [4]. �â® ®æ¥ª  ¬®¤ã«ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¨â¥£à «  (1) ¯® á¯àï-
¬«ï¥¬®© (¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥£« ¤ª®©) ªà¨¢®© � ç¥à¥§ ¬®¤ã«ì ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¥£® ¯«®â®áâ¨ f
¨ ¥ª®â®àë¥ ¢¥«¨ç¨ë, å à ªâ¥à¨§ãîé¨¥ ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  �. � ç áâ®áâ¨, ¢ëïá¨«®áì,
çâ® ¥á«¨ f 2 H�(�) ¯à¨ � > 1=2, â® £à ¨çë¥ § ç¥¨ï ��(t) áãé¥áâ¢ãîâ ¨ ¥¯à¥àë¢ë ¡¥§
ª ª¨å-«¨¡® ¤®¯®«¨â¥«ìëå ®£à ¨ç¥¨©   á¯àï¬«ï¥¬ãî ªà¨¢ãî �.

� [3] ãáâ ®¢«¥®, çâ® íâ  ®æ¥ª  ¥ã«ãçè ¥¬  ¢ â¥à¬¨ å ¬¥âà¨ç¥áª¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª ªà¨-
¢®© �. � ç áâ®áâ¨, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì® ä¨ªá¨à®¢ ®£® � 2 (0; 1=2] ¯®áâà®¥ë â ª ï á¯àï¬«ï¥¬ ï

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨©,

£à â ò 06-01-81019-�¥« a.
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ªà¨¢ ï �� ¨ â ª ï § ¤  ï   ¥© äãªæ¨ï f�(t) 2 H�(��), çâ® ¨â¥£à « (1) á � = �� ¨ f = f�
â¥àï¥â ¥¯à¥àë¢®áâì ¢ ®¤®© ¨§ â®ç¥ª ª®âãà  ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï.

� â¥¬ à¥§ã«ìâ âë [3] ¨ [4] ¢ ª ª®©-â® ¬¥à¥ ¡ë«¨ ¯¥à¥¥á¥ë   ¥á¯àï¬«ï¥¬ë¥ ªà¨¢ë¥ [5].
� ¨¬¥®, ¡ë«® ¤®ª § ®, çâ® ¤«ï «î¡®© ¯à®áâ®© § ¬ªãâ®© ªà¨¢®© � ¨ «î¡®© § ¤ ®©   ¥©
äãªæ¨¨ f 2 H�(�) á

� >
1
2
dm� (4)

áãé¥áâ¢ã¥â £®«®¬®àä ï ¢ C n� äãªæ¨ï �(z), £à ¨çë¥ § ç¥¨ï ª®â®à®© á¢ï§ ë à ¢¥áâ¢®¬
(3). �á«®¢¨¥ (4) ¥ã«ãçè ¥¬® ¢ â®¬ ¦¥ á¬ëá«¥, çâ® ¨ ãá«®¢¨¥ �.�.�ëìª¨  [3]. �¤¥áì dm� |
å®à®è® ¨§¢¥áâ ï ¢ â¥®à¨¨ äà ªâ «®¢ ¢¥àåïï ¬¥âà¨ç¥áª ï à §¬¥à®áâì �, â. ¥.

dm� = lim sup
n!1

logN("; �)
� log "

;

£¤¥ N("; �) ¥áâì ç¨á«® ¥ «¥£ îé¨å ª¢ ¤à â®¢ á® áâ®à®®© ", ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï á �. �á«¨ � |
á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï, â® dm� = 1, â ª çâ® íâ®â à¥§ã«ìâ â ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª á®¤¥à¦ -
é¨© ¢ á¥¡¥ ¯à¨¢¥¤¥®¥ ¢ëè¥ ãá«®¢¨¥ � > 1=2 ¤«ï á¯àï¬«ï¥¬ëå ªà¨¢ëå. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ë«®
¯®ª § ® [6], [7], çâ® ¯à¨ ¥ª®â®àëå ¤®¯®«¨â¥«ìëå ®£à ¨ç¥¨ïå äãªæ¨ï � ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï
¨â¥£à «®¬ �®è¨ (1), ¯®¨¬ ¥¬ë¬ ¢ á¬ëá«¥ �â¨«âì¥á . �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¯à¨¬¥à¥, ¤®ª §ë¢ îé¥¬
¥ã«ãçè ¥¬®áâì ãá«®¢¨ï (4), ªà¨¢ ï � á¯àï¬«ï¥¬  ¢¥ «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨  ç «  ª®®à¤¨ â,
çâ® ¯®§¢®«ï¥â âà ªâ®¢ âì ¨â¥£à « â¨¯  �®è¨ ¯® ¥© ª ª ¥á®¡áâ¢¥ë© ¨â¥£à « �¨¬  . �
¤ «ì¥©è¥¬ ¢ [8] ¡ë«¨ ¯®«ãç¥ë ®¢ë¥ ãá«®¢¨ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¨â¥£à «  �®è¨, ¯®§¢®«ïîé¨¥
ãáâ ®¢¨âì áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨ ¥¯à¥àë¢®áâì ¥£® £à ¨çëå § ç¥¨© ¤«ï ¬®£¨å ªà¨¢ëå � ¨
¯«®â®áâ¥© f , ¤«ï ª®â®àëå íâ®£® á¤¥« âì ¥ ã¤ ¢ «®áì. �¤ ª® ¯à¨ íâ®¬   äãªæ¨¨ f â ¬
 « £ «¨áì ¥ª®â®àë¥ ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ãá«®¢¨ï, ¥ á¢®¤ïé¨¥áï ª ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  (ãá«®¢¨ï
¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨   ç áâ¨ ªà¨¢®©, § ¢¨á¨¬®áâì f(t) «¨èì ®â ¢¥é¥áâ¢¥®© ç áâ¨ t ¨ â. ¯.).
� ª¨¬ ®¡à §®¬, à¥§ã«ìâ âë [8] ä ªâ¨ç¥áª¨ ®â®áïâáï ¥ ª ª« áá ¬H�(�),   ª ¥ª®â®àë¬ ¨å ¯®¤-
ª« áá ¬. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¯®«ãç¨¬ ®¢ë¥ ãá«®¢¨ï â ª®£® à®¤ , ®å¢ âë¢ îé¨¥ ª« ááë ��¥«ì¤¥à 
æ¥«¨ª®¬.

�¬¥®, ¯ãáâì ªà¨¢ ï � â¥àï¥â á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¢ ®¤®© á¢®¥© â®çª¥ a. �â® ®§ ç ¥â á«¥¤ãî-
é¥¥. �ãáâì � ¥áâì § ¬ªãâ ï ¦®à¤ ®¢  ªà¨¢ ï, a 2 �. �«ï «î¡®£® ¤®áâ â®ç® ¬ «®£® " > 0 áã-
é¥áâ¢ãîâ ¤¢¥ â®çª¨ a�(") 2 �, à §¡¨¢ îé¨¥ �   ¤¢¥ ¤ã£¨ (") ¨ �(") â ª, çâ® a 2 ("), ¯à¨ ¯®«®-
¦¨â¥«ì®¬ ®¡å®¤¥ a�(") ¯à¥¤è¥áâ¢ã¥â â®çª¥ a,   a+(") á«¥¤ã¥â §  ¥©, ja+(")�aj = ja�(")�aj = ",
a ¤«ï «î¡®© â®çª¨ t 2 (") ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® jt� aj � ". �à §  \ªà¨¢ ï � â¥àï¥â á¯àï-
¬«ï¥¬®áâì ¢ â®çª¥ a" ®§ ç ¥â, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ " > 0 ¤ã£  �(") á¯àï¬«ï¥¬ ,   ¯à¨ " ! 0 ¥¥
¤«¨  ¥®£à ¨ç¥® ¢®§à áâ ¥â. �«ï ªà¨¢ëå íâ®£® ª« áá  ¨â¥£à « �®è¨ ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì
ª ª ¥á®¡áâ¢¥ë©:

�(z) = lim
"!0

1
2�i

Z
�(")

f(�)d�
� � z

: (5)

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¤«ï § ¬ªãâ®© ªà¨¢®© � á¯à ¢¥¤«¨¢  â¥®à¥¬  � à ª {�®à¥à {�®å®æª®£®
(���) á ¯®ª § â¥«¥¬ �, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f 2 H�(�) ¨â¥£à « �®è¨ (5) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¢
ª ¦¤®© â®çª¥ íâ®© ªà¨¢®© ¨¬¥¥â £à ¨çë¥ § ç¥¨ï ��(t), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ä®à¬ã«¥ �®å®æ-
ª®£® (3). �§ ¢ëè¥®¯¨á ëå à¥§ã«ìâ â®¢  ¢â®à  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ªà¨¢®© �, â¥àïîé¥© á¯àï¬«ï-
¥¬®áâì ¢ ®¤®© á¢®¥© â®çª¥, â¥®à¥¬  ��� á¯à ¢¥¤«¨¢  á «î¡ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬
ãá«®¢¨î (4). � ¤ ®© áâ âì¥ ®¯¨áë¢ îâáï ªà¨¢ë¥ íâ®£® ª« áá , ¤«ï ª®â®àëå â¥®à¥¬  ��� ¢ë-
¯®«ï¥âáï ¨ á ¬¥ìè¨¬¨ ¯®ª § â¥«ï¬¨. � «®£¨çë¥ ¢®¯à®áë ¨áá«¥¤ãîâáï ¤«ï à §®¬ªãâëå
ªà¨¢ëå.
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2. �á®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë

�ãáâì � | ¯à®áâ ï § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï, â¥àïîé ï á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¢ â®çª¥ a. �  à §¡¨¢ -
¥â ª®¬¯«¥ªáãî ¯«®áª®áâì   ª®¥çãî ®¡« áâì D+ ¨ á®¤¥à¦ éãî 1 ®¡« áâì D�. �¡®§ ç¨¬
ç¥à¥§ �(z) å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äãªæ¨î ®¡« áâ¨ D+, à ¢ãî 1 ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ¨ 0 ¢¥ ¥¥.
� «¥¥, ¯ãáâì �0 ¥áâì ¥ª®â®à ï á¯àï¬«ï¥¬ ï ¯à®áâ ï § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§
â®çªã a. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ D+

0 ¨ D�
0 ª®¥çãî ¨ ¡¥áª®¥çãî ®¡« áâ¨,   ª®â®àë¥ ®  à §-

¡¨¢ ¥â ¯«®áª®áâì,   ç¥à¥§ �0(z) { å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äãªæ¨î ®¡« áâ¨ D+
0 . �®£¤  à §®áâì

s(z) = �(z) � �0(z) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï 0 ¨ �1, ¯à¨ç¥¬ ¬®¦¥áâ¢® fz : s(z) 6= 0g ¥ á®¤¥à¦¨â
â®çª¨ 1. �¡®§ ç¨¬ á¢ï§ë¥ ª®¬¯®¥âë íâ®£® ¬®¦¥áâ¢  ç¥à¥§ d1; d2; : : : ,   ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥
¨å § ¬ªãâë¥ ªà¨¢ë¥ | ç¥à¥§ 1; 2; : : : �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¨ ®¤  ¨§ £à ¨æ 1; 2; : : : ¥
¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã a. �®£¤  ¢á¥ ®¡« áâ¨ d1; d2; : : : ¨¬¥îâ á¯àï¬«ï¥¬ë¥ £à ¨æë, ¯à¨ç¥¬ íâ®
á¥¬¥©áâ¢® ®¡« áâ¥© ¡¥áª®¥ç® (¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ªà¨¢ ï � ¡ë«  ¡ë á¯àï¬«ï¥¬ ). � íâ®© á¨-
âã æ¨¨ ®¡« áâì D ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ®¡« áâ¨ á® á¯àï¬«ï¥¬®© £à ¨æ¥© D0 ¯ãâ¥¬ ¯à¨á®¥¤¨¥¨ï ª
¥© â¥å ®¡« áâ¥© á¥¬¥©áâ¢  d = fd1; d2; : : : g,   ª®â®àëå s(z) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨¥ �1, ¨ ã¤ «¥¨ï
â¥å, £¤¥ s(z) = +1. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ªà¨¢ ï � ¯®«ãç¥  ¨§ á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© �0 ¯ãâ¥¬
¢®§¬ãé¥¨ï ¯®á«¥¤¥© ®¡« áâï¬¨ á¥¬¥©áâ¢  d.

�¨¦¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¥ª®â®àë¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ®¡« áâ¥©. �á«¨ B | ®¤®-
á¢ï§ ï ª®¥ç ï ®¡« áâì á® á¯àï¬«ï¥¬®© £à ¨æ¥©, â® ç¥à¥§ �(B) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ¥¥ ¯¥à¨-
¬¥âà.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. � ªá¨¬ «ì®© ¢¬¥áâ¨¬®áâìî q�(B) ®¡« áâ¨ B ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì áâ®à®ã
 ¨¡®«ìè¥£® ®âªàëâ®£® ª¢ ¤à â  Q, ¯®¬¥é îé¥£®áï ¢ãâà¨ íâ®© ®¡« áâ¨. �¬¥áâ¨¬®áâì ¢  -
¯à ¢«¥¨¨ �, ®¡®§ ç ¥¬ ï q�(B), ¥áâì áâ®à®   ¨¡®«ìè¥£® ¨§ â¥å ª¢ ¤à â®¢ Q � B, ®¤ 
¨§ áâ®à® ª®â®àëå ®¡à §ã¥â ã£®« � á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®áìî. � ª®¥æ, ¢¬¥áâ¨¬®áâì ®¡« áâ¨ B
®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ¢¥áâ¢®¬ q(B) = inffq�(B) : 0 � � � �

2
g.

� ¯à¨¬¥à, ¤«ï ª¢ ¤à â  Q á® áâ®à®®© 1 ¨¬¥¥¬ q�(Q) = 1, q(Q) =
p
2=2. �á«¨ áâ®à®ë íâ®£®

ª¢ ¤à â  ¯ à ««¥«ìë ®áï¬, â® q�(Q) = (cos � + sin �)�1.
�ãáâì f 2 H�(�). �à¨¬¥¨¬ ª ¥© ®¯¥à â®à ¯à®¤®«¦¥¨ï �¨â¨. �â®â ®¯¥à â®à ( ¯à., [9],

£«. IV) «î¡ãî § ¤ ãî   � äãªæ¨î f(�) 2 H�(�) ¯à®¤®«¦ ¥â ¤® § ¤ ®©   ¢á¥© ª®¬¯«¥ªá-
®© ¯«®áª®áâ¨ äãªæ¨¨ u(z) 2 H�(C ). � ¤¥©áâ¢ã¥â â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ¯à®¤®«¦¥ ï äãªæ¨ï
u ¨¬¥¥â ¢ C n � ç áâë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ ¯® x ¨ y ¢á¥å ¯®àï¤ª®¢ (§¤¥áì z = x+ iy), ¯à¨ç¥¬

jru(z)j � Ch�(f;�) dist
��1 (z;�);

§¤¥áì ¨ ¨¦¥C ®§ ç ¥â à §«¨çë¥  ¡á®«îâë¥ ¯®áâ®ïë¥. �¥¯¥àì ¢®§ì¬¥¬ áã¦¥¨¥ u   �\�0

¨ ¯®¢â®à® ¯à¨¬¥¨¬ ¯à®¤®«¦¥¨¥ �¨â¨ ª íâ®¬ã áã¦¥¨î. �®«ãç¥ãî äãªæ¨î ®¡®§ ç¨¬
fw(z). �  ®¡« ¤ ¥â ¢á¥¬¨ ¯¥à¥ç¨á«¥ë¬¨ ¢ëè¥ á¢®©áâ¢ ¬¨. �à®¬¥ â®£®, ¨§ ª®áâàãªæ¨¨ ®¯¥-
à â®à  ¯à®¤®«¦¥¨ï �¨â¨ [9] á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ãâà¨ «î¡®© ¨§ ®¡« áâ¥© dk 2 d äãªæ¨î fw

¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª à¥§ã«ìâ â ¯à®¤®«¦¥¨ï ¯® �¨â¨ áã¦¥¨ï u   k á íâ®© ªà¨¢®©  
¢áî ¯«®áª®áâì. �®íâ®¬ã ¯à¨ z 2 dk á¯à ¢¥¤«¨¢  ®æ¥ª 

jru(z)j � Ch�(f;�) dist
��1 (z; k);

  ¤«ï ¯à®¤®«¦¥¨© �¨â¨ á® á¯àï¬«ï¥¬ëå ªà¨¢ëå ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�¥¬¬ . �ãáâì B | ª®¥ç ï ®¡« áâì á® á¯àï¬«ï¥¬®© £à ¨æ¥© , f 2 H�(),   fw |

¯à®¤®«¦¥¨¥ �¨â¨ äãªæ¨¨ f á ªà¨¢®©  ¢ ®¡« áâì B. �á«¨ p < 1
1��

, â®

ZZ
B
jrfwjpdx dy � Chp�(f; )�(B)q

1�p(1��)(B): (6)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì � ¥áâì ã£®«, ¤«ï ª®â®à®£® ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® q(B) = q�(B).
�®áâà®¨¬   ¯«®áª®áâ¨ ¯àï¬®ã£®«ìãî á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨ â, ®¤  ¨§ ®á¥© ª®â®à®© á®áâ ¢«ï¥â
íâ®â ã£®« á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®áìî. � íâ®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨ â ¯®áâà®¨¬ à §¡¨¥¨¥ �¨â¨ ( ¯à.,
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[9]) ®¡« áâ¨ B, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¤¨ ¤¨ç¥áª¨å ª¢ ¤à â®¢, áâ®à®  ª ¦¤®£® ¨§ ª®â®àëå á®¨§¬¥à¨¬ 
á ¥£® à ááâ®ï¨¥¬ ®â . �¡®§ ç¨¢ ç¥à¥§ mn ª®«¨ç¥áâ¢® ª¢ ¤à â®¢ á® áâ®à®®© 2�n, ¢å®¤ïé¨å ¢
íâ® à §¡¨¥¨¥ �¨â¨, ¢ á¨«ã ¯à¨¢¥¤¥®© ¢ëè¥ ®æ¥ª¨ ¤«ï rfw ¯®«ãç ¥¬

ZZ
B

jrfwjpdx dy � Chp�(f; )
1X

n=�1

2�n(2�p(1��))mn:

�¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® mn � C2n�(B) ( ¯à., [5]). � â® ¦¥ ¢à¥¬ï mn = 0, ¥á«¨ ¢¬¥áâ¨¬®áâì B
¬¥ìè¥ 2�n. �âáî¤  ZZ

B

jrfwjpdx dy � Chp�(f; )�(B)
X

2�n�q(B)

2�n(1�p(1��)):

�à¨ ãá«®¢¨ïå «¥¬¬ë ¯®á«¥¤¨© àï¤ áå®¤¨âáï ¨ ®æ¥¨¢ ¥âáï á¢¥àåã ¢¥«¨ç¨®© Cq1�p(1��)(B).

�¢¥¤¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ªã

��(d) =
1X
k=1

�(dk)q�(dk) (7)

á¨áâ¥¬ë ¢®§¬ãé îé¨å ®¡« áâ¥© d.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï �, â¥àïîé ï á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¢ á¢®¥© â®çª¥ a, ¯®«ã-
ç¥  ¨§ á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© ¯ãâ¥¬ ¥¥ ¢®§¬ãé¥¨ï á¨áâ¥¬®© ®¡« áâ¥© d. �á«¨ ��(d) <1, â®

¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f 2 H�(�) ¨ «î¡®© â®çª¨ z 2 C n � ¨â¥£à « �®è¨ (5) áãé¥áâ¢ã¥â. �á«¨
¯à¨ íâ®¬ � > 1=2 ¨ ��(d) < 1 ¤«ï ¥ª®â®à®£® � 2 (0; 2� � 1), â® ¤«ï ªà¨¢®© � á¯à ¢¥¤«¨¢ 

â¥®à¥¬  ��� á ¯®ª § â¥«¥¬ �.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì  (x) ¥áâì ®¯à¥¤¥«¥ ï   «ãç¥ [0;+1) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨ £« ¤-
ª ï äãªæ¨ï, à ¢ ï 1 ¯à¨ x � 1 ¨ 0 ¯à¨ x � 1=2. �¡®§ ç¨¬  "(z) =  (jz � aj="), " > 0, ¨
à áá¬®âà¨¬ à §®áâì ¨â¥£à «®¢ �®è¨

J =
1
2�i

Z
�

f(�) "(�)d�
� � z

� 1
2�i

Z
�0

fw(�) "(�)d�
� � z

:

�¥à¢ë© ¨§ ¨å áãé¥áâ¢ã¥â, ¯®áª®«ìªã «¥¦ é ï ¢ ®á¨â¥«¥  " ç áâì � á®áâ®¨â ¨§ á¯àï¬«ï-
¥¬ëå ¤ã£. � «¥¥, íâ®â ®á¨â¥«ì ¯¥à¥á¥ª ¥âáï «¨èì á ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ®¡« áâ¥© á¨áâ¥¬ë d.
�®íâ®¬ã ¤«ï ¤ ®© à §®áâ¨ ¨â¥£à «®¢ �®è¨, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ª ª ®¤¨ ¨â¥£à « �®è¨
¯®  ¤«¥¦ é¨¬ ®¡à §®¬ ®à¨¥â¨à®¢ ®¬ã á«®¦®¬ã ª®âãàã � [ �0, á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã« 
�®à¥«ï{�®¬¯¥©  ( ¯à., [10], á. 29), ª®â®àãî ¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ [5]

J = fw(z) "(z)s(z) � 1
2�i

ZZ
C

s(�)
@(fw ")

@�

d�d�

� � z
; (8)

£¤¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ ®¡®§ ç¥¨ï. �¥à¥©¤¥¬ ¢ íâ®¬ à ¢¥áâ¢¥ ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ "! 0.
�ç¥¢¨¤®, ¯à¥¤¥« ¢â®à®£® ¨â¥£à «  ¢ «¥¢®© ç áâ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ à ¢¥ 1

2�i

R
�0

fw(�)d�

��z
. �®£« á®

«¥¬¬¥ ¨§ ª®¥ç®áâ¨ ¢¥«¨ç¨ë ��(d) á«¥¤ã¥â ¨â¥£à¨àã¥¬®áâì ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¯¥à¢®£®

¯®àï¤ª  äãªæ¨¨ fw   ¬®¦¥áâ¢¥ D =
1[
k=1

dk. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨ p = 1 ®æ¥ª  (6) ¯à¨®¡à¥â -

¥â ¢¨¤
RR
D

jrfwjdx dy � Ch�(f; )��(d). �âáî¤  ¥âàã¤® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® ¨â¥£à «ìë© ç«¥ ¯à ¢®©

ç áâ¨ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«, à ¢ë© 1
2�i

RR
C

s(�)@f
w

@�

d�d�
��z

. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¯à¥¤¥«  ¯¥à¢®£® á« £ ¥¬®£® ¯à -

¢®© ç áâ¨ ®ç¥¢¨¤®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ «î¡®¬ z 2 C n � áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥« lim
"!0

1
2�i

R
�

f(�) "(�)d�
��z

.
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�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ® á®¢¯ ¤ ¥â á (5). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ®¡ ãá«®¢¨¨ áãé¥-
áâ¢®¢ ¨ï ¨â¥£à «  �®è¨ ¯® â¥àïîé¥© á¯àï¬«ï¥¬®áâì ªà¨¢®© ¤®ª § ®. �à¨ íâ®¬ ¯®«ãç¥®
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¤«ï íâ®£® ¨â¥£à « 

1
2�i

Z
�

f(�)d�
� � z

=
1
2�i

Z
�0

fw(�)d�
� � z

+ fw(z)s(z) � 1
2�i

ZZ
C

s(�)
@fw

@�

d�d�

� � z
: (9)

�® ¯®§¢®«ï¥â ¤®ª § âì ¢â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯¥à¢®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ ¯à -
¢®© ç áâ¨ íâ®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¥áâì ¨â¥£à « �®è¨ ¯® á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© ¨ ¯à¨ � > 1

2
®

¨¬¥¥â ¥¯à¥àë¢ë¥ £à ¨çë¥ § ç¥¨ï ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë �ëìª¨ {� «¨¬®¢ . � «¨ç¨¥ £à -
¨çëå § ç¥¨© ã ¢â®à®£® ç«¥  ®ç¥¢¨¤®. � ª®¥æ, ¯®á«¥¤¨© ç«¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (9) ¥áâì
¨â¥£à «ìë© ®¯à¥à â®à

'(�) 7!
ZZ

D

'(�)d�d�
� � z

:

�®à®è® ¨§¢¥áâ® ( ¯à., [10], á. 39), çâ® ¯à¨ p > 2 ® ¤¥©áâ¢ã¥â ¨§ Lp(D) ¢ H(p�2)=p(C ). �®ª ¦¥¬,
çâ® ¯à®¨§¢®¤ ï @fw

@�
¨â¥£à¨àã¥¬  ¢D ¢ ¥ª®â®à®© áâ¥¯¥¨, ¡®«ìè¥© ¤¢ãå. �® ãá«®¢¨î ��(d)<1

¤«ï ¥ª®â®à®£® � 2 (0; 2� � 1). � ©¤¥¬ p ¨§ à ¢¥áâ¢  � = 1 � p(1 � �), â. ¥. p = 1��
1��

> 2, ¨ ¨§
«¥¬¬ë á«¥¤ã¥â @fw

@�
2 Lp(D). �¥¬ á ¬ë¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¥¯à¥àë¢ëå £à ¨çëå § ç¥¨© �+(t)

¨ ��(t) ¤®ª § ®. �¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ä®à¬ã«ë �®å®æª®£® (3) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï (9).

�¥¯¥àì ¯ãáâì � | ¤ã£  á  ç «®¬ ¢ â®çª¥ a1 ¨ ª®æ®¬ a2. �«ï ª®ªà¥â®áâ¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì,
çâ® ®  â¥àï¥â á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¢ á¢®¥©  ç «ì®© â®çª¥ a1. �â® ®§ ç ¥â á«¥¤ãîé¥¥. �«ï «î¡®£®
¤®áâ â®ç® ¬ «®£® " > 0 áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  a(") 2 �, à §¡¨¢ îé ï �   ¤¢¥ ¤ã£¨ (") ¨ �("), â ª
çâ® a(") ¥áâì ª®¥æ ¤ã£¨ (") ¨  ç «® �("), ja(")�a1j = ", ¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ t 2 (") ¢ë¯®«ï¥â-
áï ¥à ¢¥áâ¢® jt�a1j � ". �à §  \ªà¨¢ ï � â¥àï¥â á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¢ â®çª¥ a" ®§ ç ¥â, çâ® ¯à¨
«î¡®¬ " > 0 ¤ã£  �(") á¯àï¬«ï¥¬ ,   ¯à¨ "! 0 ¥¥ ¤«¨  ¥®£à ¨ç¥® ¢®§à áâ ¥â. �«ï ªà¨¢ëå
íâ®£® ª« áá  ¨â¥£à « �®è¨ ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª ¥á®¡áâ¢¥ë© ¨â¥£à « (5). � ª« áá¨ç¥-
áª®¬ á«ãç ¥ ªãá®ç®-£« ¤ª®© ¤ã£¨ � ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  ¯«®â®áâ¨ f ([1];
[2], £«. II) íâ®â ¨â¥£à «

(a) ¢® ¢á¥å ¢ãâà¥¨å â®çª å ¤ã£¨ � ¨¬¥¥â £à ¨çë¥ § ç¥¨ï á ®¡¥¨å áâ®à®, á¢ï§ ë¥
ä®à¬ã«®© �®å®æª®£® (3);

(¡)   ª®æ å ¤ã£¨ � ¨¬¥¥â ®á®¡¥®áâ¨ ¢¨¤ 

�(z) =
(�1)jf(aj)

2�i
log jz � aj j+ cj + o(1); z ! aj ; j = 1; 2; (10)

£¤¥ cj | ¯®áâ®ïë¥.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¤«ï � á¯à ¢¥¤«¨¢  â¥®à¥¬  ��� ¤«ï ¤ã£ á ¯®ª § â¥«¥¬ �, ¥á«¨ ¨â¥£à «
�®è¨ (5) ¯® íâ®© ¤ã£¥ á «î¡®© ¯«®â®áâìî f 2 H�(�) ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ (a) ¨ (¡).

�§¢¥áâ®, çâ®   ¥£« ¤ª¨å ¤ã£ å ®æ¥ª  (10) ¬®¦¥â  àãè âìáï [5]. �â® ¯à®¨áå®¤¨â, ¥á«¨
� áªàãç¨¢ ¥âáï ¢ á¯¨à «ì.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. � §®¢¥¬ ¤ã£ã � ¨¬¥îé¥© £« ¤ª®¥ § ¬ëª ¨¥, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â £« ¤ª ï
¤ã£   á â¥¬¨ ¦¥ ª®æ ¬¨, ¥ ¨¬¥îé ï á � ¤àã£¨å ®¡é¨å â®ç¥ª.

�ãáâì � ¥áâì ¤ã£ , ª®â®à ï â¥àï¥â á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¢ á¢®¥©  ç «ì®© â®çª¥ a1 ¨ ¨¬¥¥â £« ¤-
ª®¥ § ¬ëª ¨¥ . �ãáâì �0 | á¯àï¬«ï¥¬ ï ¤ã£  á â¥¬¨ ¦¥  ç «®¬ a1 ¨ ª®æ®¬ a2, ¨¬¥îé ï
â® ¦¥ á ¬®¥ £« ¤ª®¥ § ¬ëª ¨¥ . �®£¤  � [  ¨ �0 [  | § ¬ªãâë¥ ªà¨¢ë¥, ®£à ¨ç¨¢ îé¨¥
ª®¥çë¥ ®¡« áâ¨ D+ ¨ D+

0 á®®â¢¥âáâ¢¥®. �¡®§ ç¨¢ ç¥à¥§ �(z) ¨ �0(z) å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥
äãªæ¨¨ íâ¨å ®¡« áâ¥©, ç¥à¥§ s(z) à §®áâì íâ¨å äãªæ¨©,   ç¥à¥§ d = fd1; d2; : : : g á¨áâ¥¬ã
á¢ï§ëå ª®¬¯®¥â ¬®¦¥áâ¢  fz : s(z) 6= 0g, ¬®¦¥¬ ¯®¢â®à¨âì ¢á¥ ¯®áâà®¥¨ï ¤ ®£® à §¤¥« ,
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®â®á¨¢è¨¥áï ª § ¬ªãâë¬ ªà¨¢ë¬. � ª ¨ ¢ëè¥, ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® â®çª  ¯®â¥à¨ á¯àï¬«ï¥¬®-
áâ¨ a1 ¥ «¥¦¨â   £à ¨æ¥ ¨ ®¤®© ¨§ ®¡« áâ¥© d1; d2; : : : , ¨ £®¢®à¨¬, çâ® ¤ã£  � ¥áâì à¥§ã«ìâ â
¢®§¬ãé¥¨ï á¯àï¬«ï¥¬®© ¤ã£¨ �0 á¨áâ¥¬®© ®¡« áâ¥© d. �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¤ã£  �, â¥àïîé ï á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¢ á¢®¥©  ç «ì®© â®çª¥ a1 ¨ ¨¬¥î-

é ï £« ¤ª®¥ § ¬ëª ¨¥, ¯®«ãç¥  ¨§ á¯àï¬«ï¥¬®© ¤ã£¨ á â¥¬¨ ¦¥  ç «®¬ ¨ ª®æ®¬, ¨¬¥îé¥©

â® ¦¥ á ¬®¥ £« ¤ª®¥ § ¬ëª ¨¥, ¯ãâ¥¬ ¥¥ ¢®§¬ãé¥¨ï á¨áâ¥¬®© ®¡« áâ¥© d. �á«¨ ��(d) <1,

â® ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f 2 H�(�) ¨ «î¡®© â®çª¨ z 2 C n � ¨â¥£à « �®è¨ (5) áãé¥áâ¢ã¥â.
�á«¨ ¯à¨ íâ®¬ � > 1

2
¨ ��(d) <1 ¤«ï ¥ª®â®à®£® � 2 (0; 2� � 1), â® ¤«ï ªà¨¢®© � á¯à ¢¥¤«¨¢ 

â¥®à¥¬  ��� ¤«ï ¤ã£ á ¯®ª § â¥«¥¬ �.

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¯®¢â®àï¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1. � ç áâ®áâ¨, ¯à¨ ãá«®-
¢¨ïå ¤ ®© â¥®à¥¬ë ¨â¥£à « �®è¨ ¨¬¥¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ (9), ¨§ ª®â®à®£® ¢ëâ¥ª ¥â á¯à ¢¥¤-
«¨¢®áâì ®æ¥ª¨ (10).

3. �à¨¬¥àë, á«¥¤áâ¢¨ï, ®¡®¡é¥¨ï

� ç «¥ ¯à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à, ¯®ª §ë¢ îé¨© íää¥ªâ¨¢®áâì ¯®«ãç¥ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ á«ãç ¥,
ª®£¤  ¥ ¢ë¯®«¥® ãá«®¢¨¥ (4).

�à¨¬¥à 1. �¨ªá¨àã¥¬ ç¨á«® � > 1 ¨ à §¤¥«¨¬ ®âà¥§®ª ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨ [2�n; 2�n+1]  
2[n�] à ¢ëå ç áâ¥© ¤«¨ë �n = 2�n�[n�] ª ¦¤ ï; §¤¥áì [ � ] ®§ ç ¥â æ¥«ãî ç áâì. �¡®§ ç¨¬
ç¥à¥§ xn;j â®çª¨ ¤¥«¥¨ï, â. ¥. xn;j = 2�n+ j�n, j = 0; 1; : : : ; 2[n�]� 1, ¨ à áá¬®âà¨¬ ¢¥àâ¨ª «ìë¥
®âà¥§ª¨ In;j = [xn;j ; xn;j + i2�n]. �¥àåïï ¬¥âà¨ç¥áª ï à §¬¥à®áâì ®¡ê¥¤¨¥¨ï íâ¨å ®âà¥§ª®¢

A =
1[
n=1

2[n�]�1[
j=0

In;j ¢ëç¨á«¥  ¢ [5]. �ª § «®áì, çâ® dmA = 2�
�+1

.

�¥¯¥àì ä¨ªá¨àã¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« "n â ª, çâ® "n < �n, n =
1; 2; : : : , ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯àï¬®ã£®«ì¨ª¨ Rn;j = fz = x + iy : xn;j < x < xn;j + "n, 0 < y < 2�ng.
�ãáâì D+

0 ¥áâì ª¢ ¤à â fz = x + iy : 0 < x < 1, �1 < y < 0g. �¡« áâì D+ ®¯à¥¤¥«¨¬ à -

¢¥áâ¢®¬ D+ = D+
0 [

�
1[
n=1

2[n�]�1[
j=0

Rn;j
�
¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ � ¨ �0 £à ¨æë ®¡« áâ¥© D+ ¨ D+

0

á®®â¢¥âáâ¢¥®. �ç¥¢¨¤®, �0 á¯àï¬«ï¥¬ ,   � â¥àï¥â á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¢ â®çª¥ 0. �âà¥§ª¨ In;j
ï¢«ïîâáï «¥¢ë¬¨ ¢¥àâ¨ª «ìë¬¨ áâ®à® ¬¨ ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢ Rn;j. �âáî¤  ¥âàã¤® ¢ë¢¥áâ¨,
çâ® dm� = dmA = 2�

�+1
. �®íâ®¬ã à ¥¥ ¨§¢¥áâë¥ à¥§ã«ìâ âë £ à â¨àãîâ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ £à -

¨çëå § ç¥¨© ¨â¥£à «  �®è¨ (5) ¯® íâ®© ªà¨¢®© � á «î¡®© ¯«®â®áâìî ª« áá  H�(�) ¯à¨
ãá«®¢¨¨

� >
�

� + 1
: (11)

�â®¡ë ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© 1, ã¦® ®æ¥¨âì å à ªâ¥à¨áâ¨ªã (8) ¤«ï á¨áâ¥¬ë ¯àï¬®-
ã£®«ì¨ª®¢ R = fRn;j : j = 0; 1; : : : ; 2[n�]�1, n = 1; 2; : : : g. �ç¥¢¨¤®, ¯¥à¨¬¥âà Rn;j íª¢¨¢ «¥â¥
2�n,   ¢¬¥áâ¨¬®áâì ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â "n. �®áª®«ìªã ¢ á¨áâ¥¬ã R ¢å®¤¨â ¯® 2[n�] ®¤¨ ª®¢ëå ¯àï-
¬®ã£®«ì¨ª®¢ ª ¦¤®£® à §¬¥à , â®

��(R) � C
1X
n=1

2[n�]�n"�n:

�®«®¦¨¬ "n = �mn =2, m � 1. �®£¤  àï¤ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¯à¨®¡à¥â ¥â ¢¨¤
1P
n=1

2[n�]�n�m�([n�]+n). �

áå®¤¨âáï ¯à¨ � > ��1
m(�+1)

. �âáî¤  2� � 1 > ��1
m(�+1)

, â. ¥.

� > max
�
(m+ 1)� � (m� 1)

2m(� + 1)
;
1
2

�
: (12)

34



�à¨ m > 1 ¯à ¢ ï ç áâì (12) ¬¥ìè¥ ¯à ¢®© ç áâ¨ (11), â.¥. â¥®à¥¬  1 ¯®§¢®«ï¥â ãáâ ®¢¨âì
 «¨ç¨¥ £à ¨çëå § ç¥¨© ¨â¥£à «  â¨¯  �®è¨ ¢ ¡®«¥¥ è¨à®ª®¬ ¤¨ ¯ §®¥ £¥«ì¤¥à®¢áª¨å
¯®ª § â¥«¥©, ç¥¬ à ¥¥ ¨§¢¥áâë¥ ãá«®¢¨ï.

�à¨ m = 1 ®æ¥ª¨ (11) ¨ (12) á®¢¯ ¤ îâ ¬¥¦¤ã á®¡®©. �â® ®¡êïáï¥âáï â¥¬, çâ® ¢ íâ®¬
á«ãç ¥ ¯®áâà®¥ ï  ¬¨ ªà¨¢ ï � á â®ç®áâìî ¤® ¥áãé¥áâ¢¥ëå ¤¥â «¥© á®¢¯ ¤ ¥â á ã¯®¬¨-
 ¢è¨¬áï ¢ëè¥ ¯à¨¬¥à®¬ ¨§ à ¡®âë [5], ¤®ª §ë¢ îé¨¬ ¥ã«ãçè ¥¬®áâì ãá«®¢¨ï (4) ¢® ¢á¥¬
ª« áá¥ ªà¨¢ëå ä¨ªá¨à®¢ ®© ¢¥àå¥© ¬¥âà¨ç¥áª®© à §¬¥à®áâ¨.

�à¨¬¥à 2. � áá¬®âà¨¬ ¤ã£ã �, ï¢«ïîéãîáï £à ä¨ª®¬ äãªæ¨¨ Y (x) = xn sin�x�m, n > 0,
m > 0, ¯à¨ 0 � x � 1 (¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¯®« £ ¥¬ Y (0) = 0). �à¨ m � n íâ  ¤ã£  â¥àï¥â
á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¢ â®çª¥ 0, ¨ ¤«¨  ç áâ¨ �, «¥¦ é¥© ¢ ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ x � " > 0, ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª
O("n�m). �âáî¤  ¥âàã¤® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® dm� � m � n + 1. �â® ¤®¢®«ì® £àã¡ ï ®æ¥ª  (â ª,
®  â¥àï¥â á¬ëá« ¯à¨ m�n > 1), ® ¡®«¥¥ â®çë¥ ®æ¥ª¨ íâ®© à §¬¥à®áâ¨  ¢â®àã ¥¨§¢¥áâë.
�®íâ®¬ã à¥§ã«ìâ âë ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨å à ¡®â £ à â¨àãîâ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ £à ¨çëå § ç¥¨©
¨â¥£à «  �®è¨ (5) ¯® íâ®© ªà¨¢®© � á «î¡®© ¯«®â®áâìî ª« áá  H�(�) «¨èì ¯à¨

� >
m� n+ 1

2
; (13)

¯à¨ç¥¬ ¯à¨ m � n > 1 íâ® ¥à ¢¥áâ¢® áâ ®¢¨âáï ¥¢®§¬®¦ë¬. � ª ã¢¨¤¨¬, â¥®à¥¬  2
¤ ¥â §¤¥áì ¡®«¥¥ á®¤¥à¦ â¥«ìë© à¥§ã«ìâ â. � ª ç¥áâ¢¥ á¯àï¬«ï¥¬®© ¤ã£¨ �0 ¢®§ì¬¥¬ ®âà¥-
§®ª ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨ [0; 1]. �®£¤  ¢®§¬ãé îé¨¥ ®¡« áâ¨ dk § ª«îç¥ë ¬¥¦¤ã ®âà¥§ª ¬¨
[(k + 1)1=m; k1=m] ¨ á®¥¤¨ïîé¨¬¨ ª®æë íâ¨å ®âà¥§ª®¢ ç áâï¬¨ £à ä¨ª . �¥á«®¦ë© à áç¥â
¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯¥à¨¬¥âà ¨ ¢¬¥áâ¨¬®áâì dk ¥áâì O(k�n=m) ¨ O(k�(m+1)=m) á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®-

£¤  ��(d) � C
1P
k=1

k�(n+�(m+1))=m, ¨ íâ®â àï¤ áå®¤¨âáï ¯à¨ � > m�n
m+1

. �®áª®«ìªã � ¤®«¦® ¡ëâì

¬¥ìè¥ 2� � 1, â® ®âáî¤  ¯®«ãç ¥¬

� >
1
2
+

m� n

2(m+ 1)
: (14)

�ç¥¢¨¤®, ¯à¨ m > n > 0 ¯à ¢ ï ç áâì ®æ¥ª¨ (14)  å®¤¨âáï ¢ ¯à®¬¥¦ãâª¥ ®â 1
2
¤® 1. � 

¢á¥£¤  ¬¥ìè¥ ¯à ¢®© ç áâ¨ ®æ¥ª¨ (13).

�¡áã¤¨¬ ¥ª®â®àë¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ â¥®à¥¬ 1 ¨ 2.
�à¥¤áâ ¢«¥¨¥ (9) ¯®§¢®«ï¥â ¤ âì ®æ¥ªã £¥«ì¤¥à®¢áª®£® ¯®ª § â¥«ï £à ¨çëå § ç¥¨©

¨â¥£à «  �®è¨. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯¥à¢®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ íâ®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ã¤®¢«¥-
â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á «î¡ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬, ¬¥ìè¨¬ 2� � 1 [3], ¢â®à®¥ á ¯®ª § â¥«¥¬ � ¨
âà¥âì¥ á ¯®ª § â¥«¥¬ { = (p� 2)=p, £¤¥ p = 1��

1��
> 2. �âáî¤ 

{ =
2� � �+ 1
1� �

; (15)

¨ íâ®â ¯®ª § â¥«ì  ¨¬¥ìè¨© ¨§ âà¥å. �¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ®

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì ¢ë¯®«¥ë ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï â¥®à¥¬ë 1, â. ¥. ��(d) < 1 ¯à¨ ¥ª®â®à®¬
� 2 (0; 2� � 1). �®£¤  £à ¨çë¥ § ç¥¨ï ��(t) ¨â¥£à «  �®è¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ   ªà¨¢®© �
ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á ¯®ª § â¥«¥¬ {, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬ à ¢¥áâ¢®¬ (15).

� «®£¨çë© à¥§ã«ìâ â á¯à ¢¥¤«¨¢ ¤«ï ¥§ ¬ªãâëå ¤ã£, ® ¨§-§  ®á®¡¥®áâ¥© (10) ãá«®¢¨¥
��¥«ì¤¥à  ¢ë¯®«ï¥âáï ¥   ¢á¥© ¤ã£¥ �,   «¨èì ¢¥ ¯à®¨§¢®«ìëå ®ªà¥áâ®áâ¥© ¥¥ ª®æ®¢.

� «¥¥, ¬®£¨¥ ¨§ ¯à¨¢¥¤¥ëå ¢ëè¥ ä®à¬ã«¨à®¢®ª áâ ®¢ïâáï ¡¥áá®¤¥à¦ â¥«ìë¬¨ ¯à¨
� = 1. � â® ¦¥ ¢à¥¬ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¥ ãá«®¦ïîâáï,   ã¯à®-
é îâáï, ¯®áª®«ìªã ¯à®¤®«¦¥¨¥ �¨â¨ äãªæ¨¨ f 2 H1(�) ¨¬¥¥â ®£à ¨ç¥ë¥ ¯¥à¢ë¥ ¯à®¨§-
¢®¤ë¥ ([9], £«. IV). �â ª, á¯à ¢¥¤«¨¢®
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�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì § ¬ªãâ ï ªà¨¢ ï �, â¥àïîé ï á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¢ á¢®¥© â®çª¥ a, ¯®-
«ãç¥  ¨§ á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© ¯ãâ¥¬ ¥¥ ¢®§¬ãé¥¨ï á¨áâ¥¬®© ®¡« áâ¥© d. �®£¤  ¤«ï «î¡®©
äãªæ¨¨ f 2 H1(�) ¨ «î¡®© â®çª¨ z 2 C n � ¨â¥£à « �®è¨ (5) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¤«ï ªà¨¢®© �
á¯à ¢¥¤«¨¢  â¥®à¥¬  ��� á ¯®ª § â¥«¥¬ 1.

� «®£¨çë© à¥§ã«ìâ â á¯à ¢¥¤«¨¢ ¨ ¤«ï ¥§ ¬ªãâëå ¤ã£.
�¡áã¤¨¬ â¥¯¥àì ¥ª®â®àë¥ ®¡®¡é¥¨ï. �ç¥¢¨¤®, ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë à ¡®âë ¡¥§ âàã¤  ¯¥à¥®-

áïâáï   ªà¨¢ë¥, â¥àïîé¨¥ á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¥ ¢ ®¤®©,   ¢ ¥áª®«ìª¨å â®çª å. �®, ¬®¦¥â ¡ëâì,
¡®«¥¥ ¨â¥à¥á® á«¥¤ãîé¥¥ á®®¡à ¦¥¨¥. �§  è¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ªà¨¢®©, â¥àïîé¥© á¯àï¬«ï-
¥¬®áâì ¢ ®¤®© â®çª¥ ¨ ¯®«ãç¥®© ¨§ á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© ¯ãâ¥¬ ¥¥ ¢®§¬ãé¥¨ï á¨áâ¥¬®©
®¡« áâ¥© d, á«¥¤ã¥â, çâ® íâ¨ ®¡« áâ¨ á£ãé îâáï ª ®¤®© â®çª¥ (â®çª¥ ¯®â¥à¨ á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨).
�® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ ®á®¢®© á¢®¥© ç áâ¨ ¥ ¨á¯®«ì§ã¥â íâ®â ä ªâ. �à ¢ ï ç áâì ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï
(9) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¤®¯ãáª ¥â ¢á¥ ¯à®¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ à ááã¦¤¥¨ï ¨ ®æ¥ª¨, ¤ ¦¥ ª®£¤  ®¡« áâ¨
á¨áâ¥¬ë d á£ãé îâáï ª ª ¦¤®© â®çª¥ ªà¨¢®© �. � ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ªà¨¢ ï ¬®¦¥â ¥ á®¤¥à¦ âì
á¯àï¬«ï¥¬ëå ¤ã£. �à ¢¤ , ã¦® ¥é¥ ¢ëïá¨âì, ¢ ª ª®¬ á¬ëá«¥ ¯®¨¬ ¥âáï ¨â¥£à « ¯® â ª®©
ªà¨¢®© ¢ «¥¢®© ç áâ¨ (9). �® ¥§ ¢¨á¨¬® ®â ®â¢¥â    íâ®â ¢®¯à®á ¯à ¢ ï ç áâì ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï
(9) ¤ ¥â £®«®¬®àäãî ¢ C n � äãªæ¨î �(z), ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî ªà ¥¢®¬ã ãá«®¢¨î (3).

�à¨¬¥¨¬ íâ¨ á®®¡à ¦¥¨ï ª ¯®¯ã«ïàë¬ ¢ ¯®á«¥¤¨¥ ¤¥áïâ¨«¥â¨ï äà ªâ « ¬ ( ¯à., [11]).
� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ ®¡« áâì, ®£à ¨ç¥ãî á¥¦¨ª®© �®å . �¤¥áì ª ¯à ¢¨«ì®¬ã
âà¥ã£®«ì¨ªã á® áâ®à®®© 1 ¯à¨á®¥¤¨ïîâáï á ç «  âà¨ âà¥ã£®«ì¨ª  á® áâ®à®®© 1=3, § â¥¬
¥é¥ ¤¢¥ ¤æ âì ¯à ¢¨«ìëå âà¥ã£®«ì¨ª®¢ á® áâ®à®®© 1=9 ¨ â ª ¤ «¥¥. �  n-¬ è £¥ ¯à¨á®¥¤¨-
ï¥âáï 3 �4n�1 ¯à ¢¨«ìëå âà¥ã£®«ì¨ª®¢ á® áâ®à®®© 3�n. �¥à¨¬¥âà â ª®£® âà¥ã£®«ì¨ª  à ¢¥
3�n+1,   ¢¬¥áâ¨¬®áâì 3�nQ, £¤¥ Q ®§ ç ¥â ¢¬¥áâ¨¬®áâì ¯à ¢¨«ì®£® âà¥ã£®«ì¨ª  á® áâ®à®®©
¥¤¨¨æ 1. �®íâ®¬ã ¤«ï á¨áâ¥¬ë T , á®áâ®ïé¥© ¨§ ¢á¥å ¯à¨á®¥¤¨ï¥¬ëå âà¥ã£®«ì¨ª®¢, ¨¬¥¥¬

��(T ) =
9Q
4

1P
n=1

( 4
3�+1 )n, ¨ íâ  ¢¥«¨ç¨  ª®¥ç  ¯à¨ ãá«®¢¨¨ 1 + � > log 4

log 3
. �âáî¤ 

� >
1
2
log 4
log 3

;

¯à¨ç¥¬ ¢¥«¨ç¨  log 4
log 3

¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ íâ®£® ¥à ¢¥áâ¢  ¥áâì â ª  §ë¢ ¥¬ ï à §¬¥à®áâì ¯®¤®-
¡¨ï ( ¯à., [11], á. 18) ¤«ï á¥¦¨ª¨ �®å . �®ç® â ª ¦¥ ¬®¦® ¤®ª § âì, çâ® ªà ¥¢ ï § ¤ ç 
(3)   á ¬®¤®¡®© äà ªâ «ì®© ªà¨¢®© à §à¥è¨¬  ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f 2 H�(�), ¥á«¨ ¯®ª § -
â¥«ì � ¯à¥¢®áå®¤¨â ¯®«®¢¨ã à §¬¥à®áâ¨ ¯®¤®¡¨ï íâ®© ªà¨¢®©. �¯à®ç¥¬, à §¬¥à®áâì ¯®¤®¡¨ï
á ¬®¯®¤®¡®£® äà ªâ « , ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, á®¢¯ ¤ ¥â á ¥£® ¢¥àå¥© ¬¥âà¨ç¥áª®© à §¬¥à®áâìî, â ª
çâ®  ¬¥ç¥® ¤àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãá«®¢¨ï (4).

�â ª, ¢ áâ âì¥ ¯®«ãç¥ë ®¢ë¥ ãá«®¢¨ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¨â¥£à «  �®è¨ ¢¯«®âì ¤® ª®âãà 
¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¤«ï á«ãç ï, ª®£¤  íâ®â ª®âãà â¥àï¥â á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¨§-§  ®á®¡¥®áâ¥©, á®áà¥-
¤®â®ç¥ëå ¢ ®¤®© â®çª¥. �®«ãç¥ë¥ ãá«®¢¨ï ¤®¯®«ïîâ â¥®à¥¬ã �.�.�ëìª¨  ® £« ¤ª®áâ¨
¨â¥£à «  �®è¨ ¯® á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© ¨ à¥§ã«ìâ âë  ¢â®à  ®â®á¨â¥«ì® à §à¥è¨¬®áâ¨ § -
¤ ç¨ �¨¬     ¥á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®©.
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