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ВТОРАЯ ОБОБЩЕННАЯ ЗАДАЧА ФРАНКЛЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ЧАПЛЫГИНА С СИНГУЛЯРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ

Аннотация. В работе исследуется вторая обобщенная задача Франкля для уравнения Чаплы-
гина с сингулярным коэффициентом. Методом abc доказывается единственность решения,
а методом интегральных уравнений доказывается однозначная разрешимость исследуемой
задачи.
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Abstract. In the work a generalized Frankl problem for the Chaplygin equation with singular
coefficient is considered. The unique solvability of considered problem is proved by the method of
integral equations.

Keywords: the uniqueness of solution, the existence of solution, singular coefficient.

1. Введение и постановка задачи

Ф.И.Франкль [1] поставил задачу, единственность и существование решения которой ис-
следованы в работах Ю.В.Девингталя [2] и Линь Цзянь-бина [3]. Существенные и интерес-
ные результаты были получены М.С.Салахитдиновым и М.Мирсабуровым в [4].
Рассмотрим уравнение Чаплыгина с сингулярным коэффициентом

K(y)uxx + uyy + (β0/y)uy = 0, (1)

где K(y) — непрерывно дифференцируемая функция, причем K(y) < 0 при y < 0,K(y) > 0
и K(−ky) = −kmK(y) при y > 0; k, m — положительные постоянные, постоянная β0 ∈
(−m/2, 1), (|y|β0K(y))y ≥ 0.
Пусть D — область, ограниченная отрезком AA′ прямой x = 0, y1 ≤ y ≤ y2, где y1 < 0,

y2 > 0, −y1 ≤ y2, гладкой кривой Γ, лежащей в верхней полуплоскости и имеющей концы
в точках A(0, y2) и B(a, 0), a > 0, характеристикой A′C уравнения (1), где A′ = A′(0, y1),
C = C(a1, 0), 0 < a1 < a, и отрезком CB оси x, a1 ≤ x ≤ a.
Введeм обозначения D1 = D∩{y < 0}; D2 = D∩{y > 0}; OP — характеристика уравнения

(1), исходящая из точки O(0, 0), P ∈ A′C, OC — отрезок оси x, 0 ≤ x ≤ a1.
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Задача F2. Найти в области D \(OP ∪OC) регулярное решение u(x, y) ∈ C(D) уравнения
(1), удовлетворяющее граничным условиям

u|Γ = ψ1(s), 0 ≤ s ≤ l;

lim
y→+0

yβ0
∂u

∂y
= ψ2(x), a1 ≤ x ≤ a;

∂u

∂x

∣∣∣
AA′

= 0, y1 ≤ y ≤ y2; (2)

u(0, y) − µu(0,−ky) = f(y), 0 ≤ y ≤ y2; (3)

и условию сопряжения

lim
y→−0

(−y)β0
∂u

∂y
= lim

y→+0
yβ0

∂u

∂y
, 0 < x < a1,

где µ — некоторая положительная постоянная, k = −(y1/y2) ≤ 1, ψ1(s), ψ2(x) — заданные
функции, удовлетворяющие условию Гёльдера, ψ1(0) = ψ2(a), s — длина дуги Γ, отсчитыва-
емая от точки B(a, 0) до точки M(x(s), y(s)) ∈ Γ, l — длина всей дуги кривой Γ, а заданная
функция f(y) имеет первую производную, удовлетворяющую условию Гёльдера на (0, y2).

Задача F2 является обобщением известной второй задачи Франкля [1].

2. Единственность решения задачи F2

Единственность решения задачи докажем методом abc [3]. Имеет место следующая

Теорема 1. Однородная задача F2 (ψ1 = ψ2 = f = 0) при выполнении условия

k1+β0+m ≤ µ2

имеет только тривиальное решение.

Доказательство. Обозначим через v(x, y) функцию, которая вместе с решением u(x, y) за-
дачи F2 удовлетворяет системе уравнений

|y|β0K(y)ux + vy = 0, vx − |y|β0uy = 0. (4)

При условии v(0, 0) = 0 функция v(x, y) однозначно определяется из системы уравнений
(4), т. е.

v(x, y) =
∫ (x,y)

(0,0)
|y|β0uydx − |y|β0K(y)uxdy. (5)

В силу (4) очевидно, что величина интеграла (5) не зависит от пути интегрирования, лишь
бы он лежал целиком в области D.
Пусть b(x, y) и c(x, y) — две произвольные кусочно-гладкие функции в D, согласно (4)

имеем ∫∫
D

[(|y|β0Kcu − bv)(vx − |y|β0uy) + (|y|β0bu + cv)(|y|β0Kux + vy)]dx dy = 0. (6)

В силу тождества

(|y|β0Kcu − bv)(vx − |y|β0uy) + (|y|β0bu + cv)(|y|β0Kux + vy) =

=
1
2

∂

∂x
(|y|2β0bKu2 + 2|y|β0cKuv − bv2) − 1

2
∂

∂y
(|y|2β0cKu2 − 2|y|β0buv − cv2)−

− 1
2
|y|2β0bxKu2 +

1
2
bxv2 − |y|β0cxKuv +

1
2
(|y|2β0cK)yu2 − (|y|β0b)yuv − 1

2
cyv

2
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равенство (6) перепишем в виде
∫∫

D

[
∂

∂x
(|y|2β0bKu2 + 2|y|β0cKuv − bv2) − ∂

∂y
(|y|2β0cKu2 − 2|y|β0buv − cv2)

]
dx dy+

+
∫∫

D
{[(|y|2β0cK)y − |y|2β0Kbx]u2 − 2[(|y|β0b)y + |y|β0Kcx]uv+

+ (bx − cx)v2}dx dy = 0. (7)

Применяя формулу Грина к первому интегралу равенства (7), имеем∫∫
D
{[(|y|2β0cK)y − |y|2β0Kbx]u2 − 2[(|y|β0b)y + |y|β0Kcx]uv + (bx − cx)v2}dx dy+

+
∫

∂D
(|y|2β0Kcu2 − 2|y|2β0buv − cv2)dx + (|y|2β0Kbu2 + 2|y|β0Kcuv − bv2)dy = 0. (8)

Нетрудно убедиться, что
1) на CB dy = 0, u = 0;
2) на Γ u = 0;
3) на AA′ dx = 0, v(0, y) = 0;
4) на A′C dx =

√
−Kdy и, следовательно, вдоль этой кривой

(|y|2β0Kcu2 − cv2)dx + 2|y|β0Kcuv dy + (|y|β0Kbu2 − bv2)dy − 2|y|β0buv dx =

= −c[(|y|β0
√
−Ku)2 + 2|y|β0

√
−Kuv + v2]dx − b[(|y|β0

√
−Ku)2 + 2|y|β0

√
−Kuv + v2]dy =

= (|y|β0
√
−Ku + v)2(cdx + bdy) = −(|y|β0

√
−Ku + v)2(

√
−Kc + b)dy.

С учетом приведенных выше равенств, равенство (8) преобразуем к виду∫∫
D

{[
(|y|2β0cK)y − |y|2β0Kbx

]
u2 − 2

[
(|y|β0b)y + |y|β0Kcx

]
uv + (bx − cy)v2

}
dx dy−

−
∫

CB
cv2dx dy−

∫
Γ

v2(c dx+b dy)+
∫

AA′
|y|2β0Kbu2dy−

∫
A′C

(|y|β0
√
−Ku+v)2(

√
Kc+b)dy.

(9)

Теперь подчиним функции b и c таким условиям, чтобы все интегралы в (9) были бы неот-
рицательными, для этого достаточно потребовать

(|y|2β0Kc)y − |y|2β0Kbx ≥ 0,
bx − cy ≥ 0,

(|y|β0Kcx + (|y|β0b)y)2 ≤ (bx − cy)[(|y|2β0Kc)y − |y|2β0Kbx] в области D; (10)
c ≤ 0 на CB; (11)

c
∂x

∂s
+ b

∂y

∂s
≤ 0 на Γ; (12)∫ y2

0
t2β0 [µ−2k1+2β0K(−kt)b(0,−kt) + K(t)b(0, t)]u2(0, t)dt ≤ 0

или

µ−2k1+2β0K(−kt)b(0,−kt) + K(t)b(0, t) ≤ 0 на AA′; (13)
√
−Kc + b ≤ 0 на A′C. (14)
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Теперь подберем функции b = b(x, y) и c = c(x, y) так, чтобы выполнялись неравенства
(10)–(14). Пусть, например, при y ≥ 0 b = (x − m0)y−β0 , c = y1−β0

1−β0
, где m0 — постоянная и

m0 > max
(x,y)∈D

x, а при y ≤ 0 b = (x − m0)(−y)−β0 , c = 0. Тогда, очевидно, условия (10), (11),

(14) выполняются, а условия (12), (13) переходят в неравенства

(1 − β0)(x − m0)
dy

ds
+ y

dx

ds
≤ 0 на Γ

и
k1+β0+m ≤ µ2.

Из неотрицательности интегралов, входящих в равенство (9), следует, что каждый из них
равен нулю, поскольку их сумма равна нулю. Тогда из первого интеграла (9) u(x, y) ≡ 0
в D. �

3. Доказательство существования решения задачи F2

Доказательство существования решения задачи F2 приведем для случаяK(y) = sign y|y|m.
В этом случае уравнение (1) примет вид

sign y|y|muxx + uyy + (β0/y)uy = 0, (15)

a AC ′ совпадает с отрезком характеристики x + 2
m+2(−y)

m+2
2 = a1.

Пусть D∗ — область, симметричная области D относительно оси y, и пусть Ω = D∪D∗∪
AA′. Область Ω+ = Ω ∩ {y > 0} ограничена кривой Γ ∪ Γ∗ и отрезком [−a, a] оси x, где Γ∗

— контур, симметричный Γ относительно оси y.
Обозначим через ψ∗

1(s) функцию, заданную на Γ∗ равенством

ψ∗
1(s) = ψ1(2l − s), l ≤ s ≤ 2l,

где l — длина кривой Γ. В дальнейших исследованиях положим, что кривая Γ совпадает с
нормальной кривой σ0 : x2 + 4(m + 2)−2ym+2 = уравнения (15).
Найдем в области Ω решение уравнения (15), удовлетворяющее краевым условиям

u|Γ = ψ1(s), u|Γ∗ = ψ∗
1(s);

lim
y→+0

yβ0
∂u

∂y

∣∣∣
CB

= ψ2(x), a1 < x < a;

lim
y→+0

yβ0
∂u

∂y

∣∣∣
C∗B∗

= ψ2(−x), −a < x < −a1;

u(0, y) − µu(0,−ky) = f(y), 0 ≤ y ≤ y2.

Функции τ(x) = u(x, 0) и ν(x) = lim
y→0

yβ0 ∂u
∂y при −a1 < x < a1 будем считать четными, сле-

довательно, и решение задачи N в области Ω+ будет четным относительно переменной x.
Тогда условие (2) будет выполнено, так как ∂u

∂x по переменной x — нечетная функция. Оче-
видно, что решение этой вспомогательной задачи при x ≥ 0 является и решением задачи F2.
Без ограничения общности можно считать ψ1 ≡ ψ2 ≡ 0 ([2]).
Используя формулу Дарбу ([4], с. 34), дающую решение видоизмененной задачи Коши c

данными

u(x, 0) = τ(x), x ∈ [−a1, a1],

lim
y→−0

(−y)β0
∂u

∂y
= ν(x), x ∈ (−a1, a1),
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в силу краевого условия (3) нетрудно получить соотношение

µγ2
π

sin βπ
ν(k0x) = k2β−1

0

(
m + 2

2

)2β−1 d

dx

∫ x

0

y

(x2 − y2)1−β
u

(
0,

(
m + 2

2
y

) 2
m+2

)
dy−

− k2β−1
0 µ

(
m + 2

2

)2β−1 d

dx

∫ x

0

τ(k0t)
(x − t)1−2β

dt−

− k2β−1
0

(
m + 2

2

2β−1
)

d

dx

∫ x

0

y

(x2 − y2)1−β
f

((
m + 2

2
y

) 2
m+2

)
dy, (16)

где β = m+2β0

2(m+2) .
В дальнейших исследованиях положим, что кривая Γ совпадает с нормальной кривой

σ0 : x2 + 4(m + 2)−2ym+2 = 1 уравнения (15). В этом случае решение видоизмененной
задачи N :

u(x, y)|σ0 = ϕ(s), 0 ≤ s ≤ l, lim
y→+0

yβ0
∂u

∂y
= ν(x), x ∈ (−1, 1)

дается формулой

u(x, y) = −k1

∫ a

−a
ν(t)

{[
(x − t)2 +

4
(m + 2)2

ym+2

]−β

−

−
[(

a − xt

a

)2

+
4t2

a2(m + 2)2
ym+2

]−β

dt

}
−

− k1(m + 2)(a2 − R2)
∫ l

0
ηβ−1ϕ(s)(r2

1)
−β−1F (β, β + 1, 2β; 1 − σ)

dξ(s)
ds

ds, (17)

где

k1 =
1
4π

(
4

m + 2

)2β Γ2(β)
Γ(2β)

,

R2 = x2 +
4

(m + 2)2
ym+2,

r2

r2
1

}
= (x − ξ(s))2 +

4
(m + 2)2

(
y

m+2
2 ∓ η(s)

m+2
2

)2
, σ =

r2

r2
1

.

В (17), переходя к пределу при y → − (с учетом однородных условий на Γ∗∪Γ и B∗C∗∪CB,
где B∗ и C∗ — соответственно точки на оси x, симметричные точкам B и C), нетрудно
убедиться, что

τ(x) = −k1

∫ a

0

[
|x−t|−2β−

(
a+

xt

a

)−2β]
ν(t)dt−k1

∫ a

0

[
|x−t|−2β−

(
a− xt

a

)−2β]
ν(t)dt. (18)

Подставляя (18) в (16), получим

µγ1
π

sin βπ
ν(k0x) = k2β−1

0

(
m + 2

2

)2β−1 d

dx

∫ x

0

y

(x2 − y2)1−β
u

(
0,

(
m + 2

2
y

) 2
m+2

)
dy−

− µ

(
m + 2

2

)2β−1 {
− k1π tg βπν(k0x) − k1x

2β−1

∫ ξ0

0

2ξ2−2βν(k0ξ)
ξ2 − x2

dξ+

+ k1k
2β
0

x2β−1

a2β−4

∫ ξ0

0

2ν(k0ξ)
a4 − k4

0ξ
2x2

dξ

}
−
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− k2β−1
0

(
m + 2

2

)2β−1 d

dx

∫ x

0

y

(x2 − y2)1−β
f

((
m + 2

2
y

) 2
m+2

)
dy. (19)

В силу (17) первый интеграл правой части (18) преобразуем к виду

E(x) =
d

dx

∫ x

0

y

(x2 − y2)1−β
u

(
0,

(
m + 2

2
y

) 2
m+2

)
dy =

= −2k2k0x
2β−1

∫ ξ0

0
ν(k0ξ)

(
1

(k0ξ2)β−1

1
k0ξ2 + x2

− a4−2β

a4 + k2
0ξ

2x2

)
dξ. (20)

В силу (20) соотношение (19) принимает вид

µγ2
π

sin βπ
ν(k0x) = −2k1k

2β
0 x2β−1

(
m + 2

2

)2β−1 ∫ ξ0

0
ν(k0t)

(
1

(k0t2)β−1

1
k0t2 + x2

−

− a4−2β

a4 + k2
0t

2x2

)
dt + k1µ

(
m + 2

2

)2β

x2β−1

∫ ξ0

0

2t2−2βν(k0t)
t2 − x2

dt−

− µk1k
2β
0

(
m + 2

2

)2β−1 x2β−1

a2β−4

∫ ξ0

0

2ν(k0t)
a4 − k4

0t
2x2

dt + k1µ

(
m + 2

2

)2β−1

π tg βπν(k0x)−

− k2β−1
0

(
m + 2

2

)2β−1 d

dx

∫ x

0

y

(x2 − y2)1−β
f

((
m + 2

2
y

) 2
m+2

)
dy. (21)

В (21), сделав замену x = ξ0
√

z, t = ξ0
√

ξ, с учетом a = a0k0 преобразуем

ρ(z) − λ

∫ 1

0

(
1

z − ξ
− b

b2 − zξ

)
ρ(ξ)dξ =

λk2
0

µ

∫ 1

0

ρ(ξ)dξ

k2
0ξ + z

+ F0(ρ) + f0(z), (22)

где

λ =
cos βπ

π(1 + sin βπ)
, λ1 =

22βµΓ(β)π(1 + sin βπ)
(m + 2)Γ(2β)Γ(1 − β) sin 2βπ

,

ρ(z) = z
1−2β

2 ν(k0ξ0

√
z), ρ(ξ) = ξ

1−2β
2 ν(k0ξ0

√
z),

z
1−2β

2 F0(ρ) = −λ

∫ 1

0
b
1 − (b/ξ)1−β

b2 − zξ
ρ(ξ)dξ +

λk2β
0

µ

∫ 1

0

ξ0(ξ0
√

z)2β−1a4−2β

ξ1−β(a4 + k2
0ξ

4
0ξz)

ρ(ξ)dξ, (23)

f0(z) = −z
1−2β

2
1
λ1

(
m + 2

2

)2β+1 2
√

z

ξ0

d

dz

∫ ξ0
√

z

0

y

(ξ2
0z − y2)1−β

f

((
m + 2

2
y

) 2
m+2

)
dy,

b = (a0/ξ0)2 = (a/a1)2 > 1.

Из (23) нетрудно убедиться, что F0(ρ) — регулярный оператор.
Заметим, что ядро первого интегрального оператора правой части (22) при ξ = 0, z = 0

имеет особенность первого порядка, и поэтому это слагаемое выделено отдельно.
Правую часть уравнения (22) временно будем считать известной функцией и перепишем

его в виде

ρ(x) = λ

∫ 1

0

(
1

t − x
− b

b2 − xt

)
ρ(t)dt = g(x), (24)

где

g(x) = λ0

∫ 1

0

ρ(t)dt

k2
0t + x

+ g0(ρ), (25)
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g0(ρ) = F0(ρ) + f0(x), λ0 = λk2
0/µ.

Решение уравнения (24) будем искать в классе функций Гёльдера H, которые ограничены
при x = 1 и могут обращаться в бесконечность порядка ниже единицы при x = 0, т. е. в
классе h(1).
Применяя к уравнению (24) метод регуляризации Карлемана ([4], с. 190), получим

ρ(x) =
1

1 + λ2π2

[
g(x) + λ

(
1 − x

x

)α ∫ 1

0

(
t

1 − t

)α g(t)dt

t − x

]
+ A(g), (26)

где

A(g) =
1

1 + λ2π2

[
λ

(
1 − x

x

)α ∫ 1

0

(
t

1 − t

)α [(
b2 − x

b2 − t

)α

− 1
]

g(t)dt

t − x
−

− λ

(
1 − x

x

)α ∫ 1

0

(
t

1 − t

)α (
b2 − x

b2 − t

)α
bg(t)dt

b2 − xt

]
.

Подставляя в (26) выражение для g(x) из (25), получим

ρ(x) =
1

1 + λ2π2

[
λ0

∫ 1

0

ρ(t)dt

k2
0t + x

+ g0(ρ)+

+ λ

(
1 − x

x

)α ∫ 1

0

(
t

1 − t

)α (
λ0

∫ 1

0

ρ(s)ds

k2
0s + t

+ g0(ρ)
)

dt

t − x

]
+ A0(ρ), (27)

где A0(ρ) = A
(
λ0

1∫
0

ρ(t)dt
k2
0t+x

+ g0(ρ)
)
— регулярный оператор.

Уравнение (27) преобразуем к виду

ρ(x) =
1

1 + λ2π2

[
λ0

∫ 1

0

ρ(t)dt

k2
0t + x

+

+ λλ0

(
1 − x

x

)α ∫ 1

0

(
t

1 − t

)β

dt

∫ 1

0

ρ(s)ds

(k2
0s + t)(t − x)

]
+ R(ρ); (28)

здесь R(ρ) = 1
1+λ2π2

[
g0(ρ) + λ

(
1−x

x

)α
1∫
0

(
t

1−t

)α
g0(ρ)dt

t−x

]
+ A0(ρ) — регулярный оператор.

Во втором интеграле правой части (28), поменяв порядок интегрирования, имеем

ρ(x) =
1

1 + λ2π2

[
λ0

∫ 1

0

ρ(t)dt

k2
0t + x

+

+ λλ0

(
1 − x

x

)α ∫ 1

0
ρ(s)ds

∫ 1

0

(
t

1 − t

)α dt

(k2
0s + t)(t − x)

]
+ R(ρ). (29)

Вычислив внутренний интеграл в (29), имеем

ρ(x) =
1

1 + λ2π2

[
λ0

∫ 1

0

ρ(t)dt

k2
0t + x

+ λλ0π ctg απ

∫ 1

0

ρ(t)dt

k2
0t + x

+

+ λλ0
π

sin απ

(
1 − x

x

)α ∫ 1

0

ρ(t)dt

k2
0t + x

−

− λλ0
απ

sin απ

(
1 − x

x

)α ∫ 1

0

1
1 + k2

0t
F

(
1 − α, 1, 2;

1
1 + k2

0t

)∫ 1

0

ρ(t)dt

k2
0t + x

]
+ R(ρ). (30)
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Учитывая равенство λπ ctg απ = 1, уравнение (30) преобразуем к виду

ρ(x) =
λλ0

1 + λ2π2

π

sin απ

(
1 − x

x

)α ∫ 1

0

(
1 − α

1 + k2
0t

F

(
1 − α, 1, 2;

1
1 + k2

0t

))
ρ(t)dt

k2
0t + x

R(ρ).

(31)
Заметим, что

lim
t→0

1 − α
1+k2

0t
F

(
1 − α, 1, 2; 1

1+k2
0t

)
tα

= lim
t→0

αF
(
1 − α, 2, 2; 1

1+k2
0t

) k2
0

(1+k2
0t)2

αtα−1
= k2α

0 . (32)

Уравнение (31) представим в виде

ρ(x) =
∫ 1

0

K(x, t)ρ0(t)dt

k2
0t + x

+ R0(ρ0), (33)

где ρ0(x) = xαρ(x),

K(x, t) =
λλ0

1 + λ2π2

π

sinαπ

(1 − x)α

tα

(
1 − α

1 + k2
0t

F

(
1 − α, 1, 2;

1
1 + k2

0t

))
,

и с учетом предела (32) имеем

K(0, 0) =
λλ0

1 + λ2π2

π

sinαπ
k2α
0 , (34)

R0(ρ0) = xαR0

(ρ0(x)
xα

)
— регулярный оператор. В силу (34) уравнение (33) преобразуем к

виду

ρ0(x) = K(0, 0)
∫ 1

0

ρ0(t)dt

k2
0t + x

+ R1(ρ0), (35)

где R1(ρ0) = R0(ρ0) +
1∫
0

K(x,t)−K(0,0)
k2
0t+x

ρ0(t)dt — регулярный оператор.

Согласно работе ([5], с. 198) (35) может быть сведено к уравнению Винера–Хопфа (од-
ностороннему уравнению) с помощью замены переменных x = e−y, t = e−s, и введения
вспомогательной функции ρ0(e−y) = ey/2ρ1(y) с

ρ1(y) = K(0, 0)
∫ ∞

0

ρ1(s)ds

k2
0e

(y−s)/2 + e(s−y)/2
+ R2(ρ1), (36)

где R2(ρ1) — регулярный оператор.
Покажем, что индекс уравнения (36) ([5], с. 28) равен нулю. В этом случае разрешимость

уравнения (36) эквивалентна разрешимости интегрального уравнения Фредгольма второго
рода, которая в свою очередь вытекает из единственности решения исходной задачи.
Индексом уравнения (36) будет индекс выражения 1−K∧(x)K(0, 0) с противоположным

знаком, где

K∧(x) =
∫ ∞

−∞

eixtdt

k2
0t

t/2 + e−t/2
. (37)

Вычислим интеграл Фурье (37) с помощью теории вычетов ([5], с. 18). Очевидно, K∧(x) =

lim
N �→∞

JN , где JN =
N∫

−N

eixtdt
k2
0et/2+e−t/2 . Образуем на комплексной плоскости z = t+iη замкнутый

контур в виде прямоугольника со сторонами

−N ≤ t ≤ N, η = 0, −N ≤ t ≤ N, η = 4π; t = ±N, 0 ≤ η ≤ 4π.
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Внутри контура подинтегральная функция eixz

k2
0ez/2+e−z/2 имеет только две особые точки: по-

люсы z0 = −2 ln k0 + iπ и z1 = −2 ln k0 + i3π с вычетами e−πxe−ix2 lnk0

ik0
и e−3πxe−ix2 ln k0

ik0
соот-

ветственно. По теореме о вычетах интеграл по прямоугольнику равен
∫

eixzdz

k2
0e

z/2 + e−z/2
=

4πe−ix2 lnk0

k0(1 + k2
0)

(e−πx − e−3πx).

Следовательно,
(∫ (N,0)

(−N,0)
+

∫ (−N,4π)

(N,4π)
+

∫ (−N,0)

(−N,4π)
+

∫ (N,4π)

(N,0)

)
eixzdz

k2
0e

z/2 + e−z/2
=

4πe−ix2 ln k0

k0(1 + k2
0)

(e−πx − e−3πx). (38)

Первый интеграл в левой части (38) равен JN . Учитывая, что ez/2 имеет период 4πi, полу-
чим, что второй интеграл равен −e−4πxJN . Несложная оценка остальных двух интегралов
показывает, что они стремятся к нулю при N → ∞. Переходя в равенстве (38) к пределу
при N → ∞, получим

K∧(x)
(
1 − e−4πx

)
=

2πe−ix2 lnk0

k0
(e−πx − e−3πx)

или, окончательно,

K∧(x) =
πe−ix2 lnk0

k0 ch πx
.

Теперь вычислим индекс выражения 1 − K∧(x)K(0, 0).
При выполнении условия

µ >
k2α+1
0 λ2π2

(1 + λ2π2) sin απ
(39)

нетрудно убедиться, что Re (1 − K∧(x)K(0, 0)) > 0, следовательно ([5], с. 28),

Ind (1 − K∧(x)K(0, 0)) =
1
2π

[
arctg

Im (1 − K∧(x)K(0, 0))
Re (1 − K∧(x)K(0, 0))

]+∞

−∞
= 0,

т. е. изменение аргумента 1 − K∧(x)K(0, 0) на действительной оси, выраженное в полных
оборотах, равно нулю.
Таким образом, доказана

Теорема 2. Задача F2 при выполнении условия (39) однозначно разрешима.
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