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�§¢¥áâ¥­ àï¤ à ¡®â, ¢ ª®â®àëå  ¢â®àë ¯à¥¤« £ îâ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ¬¥â®¤ë,  ­ «®£¨ç­ë¥ ®¡ëç-
­ë¬, ­® á äã­ªâ®à ¬¨, ¤¥©áâ¢ãîé¨¬¨ ­¥ ­  ¯ àã ¯à®áâà ­áâ¢,   ­  ­ ¡®à ¨§ n ¨«¨ 2n ¯à®-
áâà ­áâ¢. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì â ª¨¥ ¬¥â®¤ë ¬­®£®¬¥à­ë¬¨. �­®£®¬¥à­ë¥  ­ «®£¨ ¢¥é¥áâ¢¥­­®£®
K-¬¥â®¤  à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢ [1]{[4]. � ¬¥â¨¬, çâ® æ¥«¥á®®¡à §­®áâì ¢¢¥¤¥­¨ï ¬­®£®¬¥à­ëå ¬¥-
â®¤®¢ ¤® á¨å ¯®à ­¥ ¯à®¤¥¬®­áâà¨à®¢ ­  ¤®áâ â®ç­® ã¡¥¤¨â¥«ì­®, â. ª. íâ¨ ¬¥â®¤ë à¥ «¨§®¢ ­ë
â®«ìª® ¢ ®ç¥­ì à¥¤ª¨å á«ãç ïå. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯à®áâ¥©è¨© ¬­®£®¬¥à­ë© ¬¥-
â®¤. �£® äã­ªâ®àë F�;Q á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¡ëç­ëå äã­ªâ®à®¢ K-¬¥â®¤ . � ª« áá å ¯à®áâà ­áâ¢
á ¤¢ã¬ï ¯ à ¬¥âà ¬¨ íâ®â ¬¥â®¤ ã¤®¡­® à¥ «¨§®¢ âì, ¨­â¥à¯®«¨àãï á­ ç «  ¯® ®¤­®¬ã ¯ à -
¬¥âàã,   § â¥¬ | ¯® ¤àã£®¬ã. � ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¢ ª« áá¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �¥á®¢  ¡ã¤¥¬
á­ ç «  ¨­â¥à¯®«¨à®¢ âì ¯® ¯ à ¬¥âàã p,   § â¥¬ | ¯® s. �à¨ íâ®¬ ­  ¯¥à¢®¬ íâ ¯¥ ¯®«ãç -
îâáï ¯à®áâà ­áâ¢ , ª®â®àë¥ ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¤ ¦¥ à áè¨à¥­­®¬ã ª« ááã ¯à®áâà ­áâ¢ �¥á®¢ 
Bs
p;q;(r). �¤­ ªo ­  á«¥¤ãîé¥¬ íâ ¯¥ á­®¢  ¢®§¢à é ¥¬áï ¢ ª« áá ¯à®áâà ­áâ¢ �¥á®¢ . �â®â ª« áá

®ª §ë¢ ¥âáï áâ ¡¨«ì­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® äã­ªâ®à®¢ F�;Q, å®âï ¯à¨ ®¤­®¬¥à­®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ á
¨§¬¥­¥­¨¥¬ ¯ à ¬¥âà  p ¬ë, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¯®ª¨¤ ¥¬ ª« áá ¯à®áâà ­áâ¢ �¥á®¢ .

� ¯®¬®éìî ¬­®£®¬¥à­ëå äã­ªâ®à®¢ ¯®«ãç¥­  ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ ï â¥®à¥¬  ¤«ï ¯à®áâà ­áâ¢
Bs
p, ¨á¯®«ì§ãîé ï á« ¡ë¥ ãá«®¢¨ï ¢¨¤ 

T : Bs
p;1;(1) ! Besep;1;(1)

: (1)

� ¬¥â¨¬, çâ® ®¤­®¬¥à­ ï â¥®à¥¬  ¤«ï ¯à®áâà ­áâ¢ Bs
p á® á« ¡ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¢¨¤  (1), ¢®®¡é¥

£®¢®àï, ­¥¢¥à­ . �§¢¥áâ¥­ ¯à¨¬¥à ®¯¥à â®à , ª®â®àë© ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á« ¡ë¬ ãá«®¢¨ï¬ ¯à¨ «î-
¡ëå (p; s), (ep; es), ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï �1 < s < +1, 1 < p < 1, s = es = 1=p,
p = ep, ­® T =2 L(B1=r

r ; B1=r
r ) ­¨ ¯à¨ ª ª®¬ r 2 (1;1).

�â¬¥â¨¬, ­ ª®­¥æ, çâ® ¢ [5] á®¤¥à¦¨âáï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ® ïª®¡ë ¨¬¥îé¥¬ ¬¥áâ® á®¢¯ ¤¥­¨¨
¬¥â®¤®¢ F�;Q ¨ �¥à­ ­¤¥á . �¤­ ª® æ¥«ë© àï¤  ¢â®à®¢ [6], [7], [8], [4] ¯à¨¢¥«¨ ¯à¨¬¥àë, ¯®ª -
§ë¢ îé¨¥ çâ®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, íâ® ­¥ â ª.

1. �á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï

�ãáâì ¤ ­ë ç¥âëà¥ ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢  A0;0, A1;0, A0;1, A1;1, ¢«®¦¥­­ëå ¢ ®¤­® å ãá¤®à-
ä®¢® ��� A. �  ç¥â¢¥àª¥ ¯à®áâà ­áâ¢ Ai;k ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬­®£®¬¥à­ë© äã­ªâ®à

F�;Q((Ai;k)k=0; 1)i=0; 1 := ((A0;0; A0;1)�1;q1 ; (A1;0; A1;1)�1;q1)�2;q2 ;

� = (�1; �2), Q = (q1; q2), 0 < �1; �2 < 1, 1 < q1; q2 <1.
� §®¢¥¬ ª¢ §¨­®à¬¨à®¢ ­­®© (¡ ­ å®¢®©) à¥è¥âª®© ª¢ §¨­®à¬¨à®¢ ­­®¥ (¡ ­ å®¢®) ¯à®-

áâà ­áâ¢® äã­ªæ¨© E, ­®à¬  ª®â®à®£® ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ ¬®­®â®­­®áâ¨

jf(x)j � jg(x)j 8x) kf j Ek � kg j Ek:

�®¢®àïâ, çâ® ¡ ­ å®¢  à¥è¥âª  E ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ � âã, ¥á«¨ ¤«ï ¬®­®â®­­® ¢®§à áâ -
îé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fn " f ¨§ ãá«®¢¨ï lim

n!1
kfn j Ek < 1 á«¥¤ã¥â f 2 E ¨ kf j Ek =

lim
n!1

kfn j Ek <1.
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�ãáâì ¤ ­ë ¤¢¥ ª¢ §¨­®à¬¨à®¢ ­­ë¥ à¥è¥âª¨ E(X) ¨ G(Y ),   â ª¦¥ äã­ªæ¨ï ¤¢ãå ¯¥à¥-
¬¥­­ëå f(x; y), x 2 X, y 2 Y . �¬¥è ­­®© ª¢ §¨­®à¬®© ­ §®¢¥¬ äã­ªæ¨®­ « kf j G[E]k =

kf(x; y) j E(X)k j G(Y )

.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Lp;q ¯à®áâà ­áâ¢® �®à¥­æ , ç¥à¥§ Bs
p;q;(r)(Rn) | ¯à®áâà ­áâ¢® �¥á®¢  ¨

F s
p;q;(r)(Rn) | ¯à®áâà ­áâ¢® �¨§®àª¨­ {�à¨¡¥«ï á ­®à¬ ¬¨

k(aj)
1

j=0 j `
s
qk := kaj � 2

js j `qk;

kf j Lp;qk :=
�Z 1

0

(t1=pf�(t))q
dt

t

�1=q

;

£¤¥ f� | ­¥¢®§à áâ îé ï à ¢­®¨§¬¥à¨¬ ï ¯¥à¥áâ ­®¢ª  äã­ªæ¨¨ f ;

kf j Bs
p;q;(r)k := kF�1'jFf j `

s
q[Lp;r]k ('j) 2 �;

kf j F s
p;q;(r)k := kF�1'jFf j Lp;r[`

s
q]k ('j) 2 �:

�¤¥áì � | á¯¥æ¨ «ì­ë© ª« áá ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© äã­ªæ¨© ([8], c. 203). �«ï äã­ªæ¨© ¤¢ãå
¯¥à¥¬¥­­ëå f(x1; x2) ç¥à¥§ f�1 (f�2 ) ®¡®§­ ç¨¬ à ¢­®¨§¬¥à¨¬ãî ­¥¢®§à áâ îéãî ¯¥à¥áâ ­®¢ªã
äã­ªæ¨¨ ®¤­®© ¯¥à¥¬¥­­®©, ª®â®à ï ¯®«ãç ¥âáï ¥á«¨ ä¨ªá¨à®¢ âì ¯¥à¥¬¥­­ãî x2 (x1).

�á«¨ äã­ªæ¨ï f(x) ®¯à¥¤¥«¥­  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥, ­  ª®â®à®¬ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¤¢¥ à §«¨ç­ë¥
¬¥àë � ¨ �, â® ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì f�(�) ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¯¥à¥áâ ­®¢ª  á¤¥« ­ 
à ¢­®¨§¬¥à¨¬®© ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¥àë �.

�à¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¯à®áâà ­áâ¢ �¥á®¢  ¯®«ãç îâáï ¯à®áâà ­áâ¢  BLs;kp;q [9]

(Bs0
p0
; Bs1

p1
)�;q = BLs;kp;q = ff 2 S0 : kf j BLk = k(f � 'j) j L

s;k
p;qk <1g;

£¤¥ Ls;kp;q = Lp;q(2j(s�k=p),mn�(2jk�)) | ¯à®áâà ­áâ¢® �®à¥­æ  Lp;q c ¢¥á®¬ 2j(s�k=p),mn|«¥¡¥£®¢ 
¬¥à  ­  Rn, 2jk�fjg | §­ ç¥­¨¥  â®¬¨ç¥áª®© ¬¥àë, ¨ �1 < s < 1, �1 < k < 1, 1 < p < 1,
0 < q � 1, 1=p = (1 � �)=p0 + �=p1, s = (1 � �)s0 + �s1, k | ã£«®¢®© ª®íää¨æ¨¥­â ¯àï¬®©,
¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨ (1=pi; si), i = 0; 1.

2. �¥ «¨§ æ¨ï ¬¥â®¤  F�;Q ¢ ª« áá å ¯à®áâà ­áâ¢ �¥á®¢ 

¨ �¨§®àª¨­ {�à¨¡¥«ï

Cä®à¬ã«¨àã¥¬ ¢ ¢¨¤¥ «¥¬¬ë ¤¢  ¯à®áâëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

�¥¬¬  1. �ãáâì E | ¡ ­ å®¢  áâàãªâãà  á ­®à¬®©, ®¡« ¤ îé¥© á¢®©áâ¢®¬ � âã, â®£¤ 

a)


 kfn(y) j `1(N)k j E(Y )



 � 

 kfn(y) j E(Y )k j `1(N)


;

b)


 kfn(y) j `1(N)k j E(Y )



 � 

 kfn(y) j E(Y )k j `1(N)


:

�à®áâà ­áâ¢  `sq[Lp;r] å®à®è® ¨­â¥à¯®«¨àãîâáï ¯® \¢­¥è­¨¬" ¯ à ¬¥âà ¬ s ¨ q. �¯¨è¥¬, çâ®
¯®«ãç ¥âáï ¯à¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¯à®áâà ­áâ¢ á® á¬¥è ­­®© ­®à¬®© ¯® \¢­ãâà¥­­¨¬" ¯ à ¬¥âà ¬.

�¥¬¬  2. �ãáâì `| ¡ ­ å®¢  áâàãªâãà  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¨ (aj), aj 2 R1, 1 � r0; r1 �
1, 1 < p0; p1 <1, â®£¤ 

K(t; ( j); `[Lp0;r0 ]; `[Lp1;r1 ]) � kK(t; ( j); Lp0;r0 ; Lp1;r1) j `k:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �æ¥­¨¬ K-äã­ªæ¨®­ «

K(t; ( j); `[Lp0;r0 ]; `[Lp1;r1 ]) = inf
 0
j
+ 1

j
= j

(


 k 0

j j Lp0;r0k j `


+ 

 k 1

j j Lp1;r1k j `


) �

� inf
 0

j
+ 1

j
= j

(k (k 0
j j Lp0;r0k+ k 

1
j j Lp1;r1k) j `k) � k inf

 0
j
+ 1

j
= j

(k 0
j j Lp0;r0k+ k 

1
j j Lp1;r1k) j `k =

= kK(t; ( j); Lp0;r0 ; Lp1;r1) j `k:
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� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¢ë¡¨à ï ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ j ¯ àã  0
j ¨  

1
j â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ¢ë¯®«­ï-

«¨áì ãá«®¢¨ï  0
j +  1

j =  j ¨

k 0
j j Lp0;r0k+ tk 1

j j Lp1;r1k � 2K(t; ( j); Lp0;r0 ; Lp1;r1);

¯®«ãç¨¬ ®æ¥­ªã

k (k 0
j j Lp0;r0k+ tk 1

j j Lp1;r1k) j `k � 2kK(t; ( j); Lp0;r0 ; Lp1;r1) j `k;

®âªã¤  á«¥¤ã¥â

 k 0
j j Lp0;r0k j `



+ t


 k 1

j j Lp1;r1k j `


 � 2kmax(k 0

j j Lp0;r0k; tk 
1
j j Lp1;r1k) j `k �

� 2k(k 0
j j Lp0;r0k+ tk 1

j j Lp1;r1k) j `k � 4kK(t; ( j); Lp0;r0 ; Lp1;r1) j `k: �

�à¨¬¥­¨¬ äã­ªâ®à F�;Q ª ¯à®áâà ­áâ¢ ¬ `sq[Lp;r].

�¥¬¬  3. �ãáâì � = (�1; �2), Q = (q1; q2), 0 < �1; �2 < 1, 1 � q1; q2 � 1, �1 < sk < 1,

1 < p <1, i = 0; 1; k = 0; 1. �á«¨ 1=p = (1� �1)=p0 + �1=p1, s = (1� �2) + �2s1, â®

F�;Q((`skqi;k [Lpi;ri;k ])i=0; 1; k=const)k=0; 1 = `sq2 [Lp;q1 ]:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ¨§¢¥áâ­®, `s1 � `sq � `s
1

¨ Lp;1 � Lp;r � Lp;1, ¯®íâ®¬ã `s1[Lp;1] �
`sq[Lp;r] � `s

1
[Lp;1]. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ®

F�;Q((`sk1 [Lpi;1])i=0; 1)k=0; 1 = F�;Q((`sk1[Lpi;1])i=0; 1)k=0; 1 = `sq2 [Lp;q1 ]:

�®«®¦¨¬ u = 1 ¨«¨ 1. �®£¤  á ¯®¬®éìî «¥¬¬ë 2 ¬®¦­® ®¯¨á âì ­®à¬ã, ¯®«ãç îéãîáï ­ 
¯¥à¢®¬ íâ ¯¥

k( j) j (`sku [Lp0;u]; `
sk
u [Lp1;u])�1;q1k � ��1;q1(kK(t;  j ; Lp0;u; Lp1;u) j `

sk
u k):

�¡®§­ ç¨¬ ªà âª® áâàãªâãàã á â ª®© ­®à¬®© ç¥à¥§ Esk . �® «¥¬¬¥ 1

k( j) j `
sk
1
[Lp;q]k = k��1;q1(K(t; ( j); Lp0;u; Lp1;u)) j `

sk
1
k � C��1;q1(kK(t; ( j); Lp0;u; Lp1;u)j`

sk
1
k) �

� Ck( k) j Eskk � C��1;q1(kK(t; ( j); Lp0;u; Lp1;u) j `
sk
1 k) �

� Ck��1;q1(K(t; ( j); Lp0;u; Lp1;u)) j `
sk
1 k � Ck( j) j `sk1 [Lp;q]k;

â. ¥. `sk1 [Lp;q] � Esk � `sk
1
[Lp;q]. �®íâ®¬ã ¨§ à ¢¥­áâ¢ 

(`s01 [Lp;q]; `
s1
1 [Lp;q])�2;q2 = (`s0

1
[Lp;q]; `

s1
1
[Lp;q])�2;q2 = `sq2 [Lp;q1 ]

á«¥¤ã¥â (Es0 ; Es1)�2;q2 = `sq2 [Lp;q] ¨

F((`skqi;k [Lpi;ri;k ])i=0; 1)k=0; 1 =

((`s0u [Lp0;u]; `
s0
u [Lp1;u])�1;q1 ; (`

s1
u [Lp0;u]; `

s1
u [Lp1;u])�1;q1)�2;q2 = (Es0 ; Es1)�2;q2 = `sq2 [Lp;q1 ]:

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥¯¥àì ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ãî â¥®à¥¬ã F�;Q{¬¥â®¤  ¤«ï ¯à®áâà ­áâ¢ �¥á®¢ .

�¥®à¥¬  1. �ãáâì � = (�1; �2), Q = (q1; q2), 0 < �1; �2 < 1, 1 � q1; q2 � 1, �1 < sk < 1,

1 � qi;k �1, 1 < p <1, i = 0; 1; k = 0; 1. �á«¨ 1=p = (1� �1)=p0+ �1=p1, s = (1� �2)s0+ �2s1, â®

F�;Q((B
sk
pi;qi;k;(ri;k)

)i=0; 1; k=const)k=0; 1 = Bs
p;q2;(q1)

:

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 3 ¨ â¥®à¥¬ë ®¡ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ à¥âà ª-
æ¨©.

�® «¥¬¬¥ 2 ­  ¯¥à¢®¬ íâ ¯¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï äã­ªâ®à®¢ (�; �)�;q ¯®«ãç ¥¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¥
¯à®áâà ­áâ¢  á ­®à¬ ¬¨ ¢¨¤ 

kfk = ��1;q1(kK(t; ( j); Lp0;u; Lp1;u) j `
sk
1 k):

� ª¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ã¦¥ ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ â ª« ááã ¯à®áâà ­áâ¢ Bs
p;q;(r) ¨ â®«ìª® ¯®á«¥ ¯®¢â®à­®£®

¯à¨¬¥­¥­¨ï äã­ªâ®à®¢ (�; �)�;q á­®¢  ¢®§¢à é ¥¬áï ¢ ª« áá ¯à®áâà ­áâ¢ �¥á®¢ .
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� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ ¯®ª®®à¤¨­ â­®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ª« áá ¯à®áâà ­áâ¢ �¥á®¢  ®ª §ë¢ ¥âáï
áâ ¡¨«ì­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® äã­ªâ®à®¢ F�;Q. � â® ¦¥ ¢à¥¬ï ª« áá ¯à®áâà ­áâ¢ �¥á®¢ , ¢®®¡é¥ £®-
¢®àï, ­¥áâ ¡¨«¥­ ®â­®á¨â¥«ì­® äã­ªâ®à®¢ (�; �)�;q. �à®áâà ­áâ¢  �¥á®¢  ¯à¨ ®¤­®¬¥à­®© ¨­â¥à-
¯®«ïæ¨¨ ¯®«ãç ¥¬ â®«ìª® ¢ ç áâ­ëå á«ãç ïå  ) (Bs0

p ; B
s1
p )�;q ¨ ¡) (B

s0
p0
; Bs1

p1
)�;eq ¯à¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­®¬

§­ ç¥­¨¨ ¯ à ¬¥âà  eq, ¯à¨ ª®â®à®¬ 1=eq = (1 � �)=p0 + �=p1. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯à¨ ®¤­®¬¥à­®©
¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¯®«ãç ¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢  â¨¯  BLs;kp;q. �¥®à¥¬  1 ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ¨­â¥à¯®«ïæ¨-
®­­ãî â¥®à¥¬ã á® á« ¡ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ â¨¯  (1)

T : Bs
p;1;(1) ! Besep;1;(1)

:

�ç¥¢¨¤­®, ¬®¦­® à áá¬®âà¥âì ¤àã£¨¥ â¨¯ë á« ¡ëå ãá«®¢¨©, ­ ¯à¨¬¥à, T : F s
p;1 ! Fesep;1 ¨«¨

T : BLs;kp;1 ! BLes;ekep;1.
�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ãá«®¢¨ï (1) á ¬ë¥ á« ¡ë¥, ª®â®àë¥ ¬®¦­® áä®à¬ã«¨-

à®¢ âì ¢ â¥à¬¨­ å ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ â¨¯®¢ B, F , BL.

�¥®à¥¬  2. �à¨ «î¡ëå 1 < p; ep <1, �1 < s; es; k <1 ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¢«®¦¥­¨ï

 ) Bs
p;1;(1) � BLs;kp;1; ¡) BLs;kp;1 � Bs

p;1;(1);

¢) Bs
p;1;(1) � F s

p;1; £) F s
p;1 � Bs

p;1;(1):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«®¦¥­¨ï ¡) ¨ £) á«¥¤ãîâ ¨§ ®ç¥¢¨¤­ëå ¢«®¦¥­¨©

¡0) `s1[Lp;1] � `s1[Lp] � Lp[`s1];

£0) Lp[`s1] � `s
1
[Lp] � `s

1
[Lp;1]:

�«ï ¯à®¢¥àª¨ ¢«®¦¥­¨©  ) ¨ ¢) ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì ¢«®¦¥­¨ï

 0) `s1[Lp;1] � Ls;kp;1 ¨ ¡0) Ls;kp;1 � `s
1
[Lp;1]:

�à®¢¥à¨¬ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì a0). �à®áâà ­áâ¢® `s1[Lp;1] á®áâ®¨â ¨§ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© äã­ªæ¨©
f jg

1

j=0. �î¡ãî ¯®«®¦¨â¥«ì­ãî, ¨§¬¥à¨¬ãî äã­ªæ¨î  ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¯à¥¤¥« 

¬®­®â®­­® ¢®§à áâ îé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¯à®áâëå äã­ªæ¨© �k =
mP
i�1

Ci;k�Hi;k
(x), Ci;k > 0,

Ci;k = const, x 2 Rn. �®£¤  �k "  ¨

k j Lp;1k = lim
k!1

k�k j Lp;1k = lim
k!1






m(k)X
i=1

Ci;k�Hik
(x) j Lp;1





 =
m(k)X
i=1

Ci;kk�Hik
(x) j Lp;1k:

�®¦­® áç¨â âì, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì f jg1j=0 2 `
s
1[Lp;1] á®áâ®¨â ¨§ ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå äã­ªæ¨©.

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯à®áâëå äã­ªæ¨© �ik "  j ¯à¨ k !1. � íâ®¬ á«ãç ¥

k( j) j `
s
1[Lp;1]k = lim

k!1
k�jk j `

s
1[Lp;1]k =

= lim
k!1






m(j;k)X
i=1

Ci;j;k�Hi;j;k
(x) j `s1[Lp;1]





 = lim
k!1

m(j;k)X
i=1

Ci;j;kk�Hi;j;k
(x) j `s1[Lp;1]k:

�æ¥­¨¬ ­®à¬ë å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å äã­ªæ¨©

k�(j)�H(j; x) j L
s;k
p;1k = k2j(s�k=p)�[0;�(H)�2jk ](t) j Lp;1k =

=M(p)�1=p(H)2jk=p2j(s�k=p) =M(p) 2js�1=p(H)

¨
k�(j)�H j `s1[Lp;1]k =M(p)k�1=p(H)�(j) j `

s
1k =M(p)2js�1=p(H):
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�¤¥áì M(p) = k�[0;a] j Lp;1k=a
1=p = p2=(p � 1). �­ ç¨â, k�(j)�H j `s1[Lp;1]k = k�(j)�H j Ls;kp;1k. �®£¤ 

¬®¦­® á¤¥« âì ®ª®­ç â¥«ì­ãî ®æ¥­ªã

k( j)jL
s;k
p;1k = lim

k!1






m(j;k)X
i=1

Ci;j;k�Hi;j;k
(x) j Ls;kp;1





 �
� lim

k!1

m(j;k)X
i=1

Ci;j;kk�Hi;j;k
(x) j Ls;kp;1k = lim

k!1

m(j;k)X
i=1

Ci;j;kk�Hi;j;k
(x) j `s1[Lp;1]k = k( j) j `s1[Lp;1]k:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢«®¦¥­¨¥ a0) ¤®ª § ­®.
�«ï ¡ ­ å®¢®© áâàãªâãàë E ç¥à¥§ E1 ®¡®§­ ç¨¬  áá®æ¨¨à®¢ ­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å «¨-

­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢, ¨¬¥îé¨å ¨­â¥£à «ì­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¨§ ¢«®¦¥­¨ï
E � G á«¥¤ã¥â G1 � E1. �®«®¦¨¬ 1=p + 1=p0 = 1. �§¢¥áâ­® [9], çâ® (L�s;kp0;1 )

1 = Ls;kp;1 ¨
(`�s1 [Lp0;1])1 = `s

1
[Lp;1]. �®íâ®¬ã ¨§ ¢«®¦¥­¨ï `

�s
1 [Lp0;1] � L�s;kp0;1 á«¥¤ã¥â Ls;kp;1 � `s

1
[Lp;1].

�ãáâì ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ A : R2 ! R2 ®¯à¥¤¥«¥­® ä®à¬ã«®©

A(x; y) :=
�
a1 0
0 a2

��
x
y

�
+
�
h1
h2

�
; a1; a2; h1; h2 2 R1:

�¡®§­ ç¨¬ ª®®à¤¨­ âë ®¡à §  A(1=p; s) ç¥à¥§ e� ¨ es. �ãáâì â ª¦¥ ep = 1=e�. �à¥®¡à §®¢ ­¨¥ A
¯¥à¥¢®¤¨â ¯àï¬ë¥ ¢ ¯àï¬ë¥, á®åà ­ï¥â á®®â­®è¥­¨¥ ®âà¥§ª®¢ ¨ ¯ à ««¥«ì­®áâì ®áï¬ ª®®à¤¨­ â.

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã, á¢ï§ë¢ îéãî á¨«ì­ë¥ ¨ á« ¡ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï â®ç¥ª (1=p; s) ¨
A(1=p; s) = (1=ep; es).

�¥®à¥¬  3. �ãáâì � = (�1; �2), Q = (q1; q2), 0 < �1; �2 < 1, 1 � q1; q2 � 1, 1 < pi; epi < 1,

�1 < sj; esj <1, i = 0; 1,j= 0; 1;

1=p = (1� �1)=p0 + �1=p1; s = (1� �2)s0 + �2s1: (2)

�á«¨ «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à

T : Bsj
pi;1;(1)

! B
esjepi;1;(1)

; (3)

â® T : Bs
p;q;(r) ! Besep;q;(r). �á«¨, ªà®¬¥ â®£®, p � ep, â® T : Bs

p ! Besep.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨ï (2) ¢ë¯®«­ïîâáï ­¥ â®«ìª® ¤«ï (1=pi; sj), ­® ¨ ¤«ï

¯ à ¬¥âà®¢ (1=epi; esj). �®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 1
F�;Q((B

sj
pi;j ;1;(1)

)i=0; 1; j=const)j=0; 1 = Bs
p;q2;(q1)

¨

F�;Q((B
esjepi;j ;1;(1)

)i=0; 1; j=const)j=0; 1 = Besep;q2;(q1):
�ë¡¨à ï q1 = q2 = p, ¯®«ãç¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ T : Bs

p;p;(p) ! Besep;p;(p), ­® ¢ á¨«ã ­¥à ¢¥­áâ¢  p � ep
Besep;p;(p) � B

esjep;ep;(ep) = Besep ) T : Bs
p ! Besep: �
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�¥®à¥¬  ®áâ ¥âáï ¢¥à­®©, ¥á«¨ á« ¡ë¥ ãá«®¢¨ï â¨¯  (3) § ¬¥­¨âì ­  á« ¡ë¥ ãá«®¢¨ï ®¤­®£®
¨§ á«¥¤ãîé¨å â¨¯®¢:

a) T : BLsi;kjpj ;1 ! BL
esi;ekjepj;1; kj ; ekj | «î¡ë¥ ç¨á« ;

¡) T : Bsi
pj ;1

! Besiepj;1;
¢) T : F si

pj ;1
! Fesiepj ;1;

£) T :W si
pj
!Wesiepj :

�«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  G � R2 ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ G0 ¢­ãâà¥­­®áâì ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¬­®-
¦¥áâ¢  G.

�¥®à¥¬  4. �ãáâì ¢ «î¡®© â®çª¥ ¬­®¦¥áâ¢  G � (0; 1)�R1 ¢ë¯®«­ïîâáï á« ¡ë¥ ãá«®¢¨ï

â¨¯  (3). �®£¤  ¤«ï «î¡®© ¢­ãâà¥­­¥© â®çª¨ (1=p; s) ¬­®¦¥áâ¢  G ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï

T : Bs
p;q2;(q1)

! Besep;q2;(q1):
�á«¨, ªà®¬¥ â®£®, p � ep, â®

T : Bs
p ! Besep:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ «î¡ë¥ â®çª¨ (1=p0; s0); (1=p1; s1) 2 G. �® å®à®è® ¨§¢¥áâ­ë¬
ä®à¬ã« ¬ ([8], â¥®à¥¬  2.4.1) ¯à¨ p0 = p1 (Bs0

p0;u
; Bs1

p1;u
)�;u = Bs

p;u;(u) ¨«¨ B
s
p;u. �ç¥¢¨¤­®,

(Bs0
p0;1;(1)

; Bs1
p1;1;(1)

)�;1 � (Bs0
p0;1

; Bs1
p1;1

)�;1;

(Bes0ep0;1; Bes1ep1;1)�;1 � (Bes0ep0;1;(1)
; Bes1ep1;1;(1)

)�;1:

�®íâ®¬ã ¨§ á« ¡ëå ãá«®¢¨© ¢ â®çª å (1=pi; si), i = 0; 1, á«¥¤ã¥â

T : Bs
p;1;(1) ! Besep;1;(1)

¢ «î¡®© â®çª¥ (1=p; s) ®âà¥§ª , á®¥¤¨­ïîé¥£® íâ¨ â®çª¨,   §­ ç¨â, á« ¡ë¥ ãá«®¢¨ï ¢ë¯®«­ïîâáï
¢ «î¡®© â®çª¥ ¬­®¦¥áâ¢  G

0
.

�ãáâì â¥¯¥àì (1=p; s) | ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  ¨§ G
0
. �«ï ­¥¥ ¬®¦­® ãª § âì ª¢ ¤à â á® áâ®-

à®­ ¬¨, ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ®áï¬ ª®®à¤¨­ â â ª, çâ®¡ë ¥£® ¢¥àè¨­ë ¯à¨­ ¤«¥¦ «¨ G
0
¨ â®çª 

(1=p; s) ¡ë«  æ¥­âà®¬ á¨¬¬¥âà¨¨. �®£¤  ¬ë ¯®«ãç¨¬ ­ã¦­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë
3 ¯à¨ � = (1=2; 1=2).

3. �¨«¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë ¨ â¥­§®à­ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï

�¥ª àâ®¢ë ¨ â¥­§®à­ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ | ¥é¥ ®¤­  ®¡« áâì, ¢ ª®â®à®©
¯à¨¬¥­¥­¨¥ ¬­®£®¬¥à­ëå äã­ªâ®à®¢ ®¯à ¢¤ ­®. �ãáâì (A0; A1) ¨ (B0; B1) | ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¥
¯ àë. �¥à¥§ W (f; g) ®¡®§­ ç¨¬ ¡¨«¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à, ®â®¡à ¦ îé¨© ¤¥ª àâ®¢ë ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï
Ai � Bj ¢ ¡ ­ å®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢  Ei;j , i = 0; 1; j = 0; 1. �¨ªá¨àãï í«¥¬¥­â g 2 Bj , ¯®«ãç¨¬
«¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à Tf := W (f; g) (g = const). �ç¥¢¨¤­®, T : Ai ! Ei;j , á«¥¤®¢ â¥«ì­®, T :
A�;q ! (E0;j ; E1;j)�;q. �­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬, ¨­â¥à¯®«¨àãï ¯® ¢â®à®¬ã \ à£ã¬¥­âã", ¯®«ãç¨¬
¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ãî â¥®à¥¬ã.

�¥®à¥¬  5. �á«¨ ¡¨«¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à W ®â®¡à ¦ ¥â Ai � Bj ¢ ¯à®áâà ­áâ¢® Ei;j ¯à¨
i = 0; 1; j = 0; 1, â® W ®â®¡à ¦ ¥â A�1;q1 �B�2;q2 ¢

F�;Q((Ei;j)j=0; 1)i=0; 1:

46



�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à T : Ai 
� Bj ! Ei;j , â®

T : A�1;q1 
� B�2;q2 ! F�;Q((Ei;j)j=0; 1)i=0; 1:

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ \®¤­®¬¥à­®©" ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¡¨«¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ â¥­§®à­ëå ¯à®-
¨§¢¥¤¥­¨© ¢áâà¥ç îâáï ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ âàã¤­®áâ¨. �ãáâì BL(A � B;C) ®¡®§­ ç ¥â ¬­®¦¥áâ¢®
­¥¯à¥àë¢­ëå ¡¨«¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢. �«ï ª®¬¯«¥ªá­®£® ¬¥â®¤  ¨§¢¥áâ¥­ ¯à®áâ®© ¨ ¨áç¥à¯ë-
¢ îé¨© à¥§ã«ìâ â [8], ¥á«¨ A0 � A1, B0 � B1, C0 � C1, â® BL(Aj � Bj ; Cj) � BL([A0; A1]� �
[B0; B1]�; [C0; C1]�). �«ï ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ á¨âã æ¨ï á«®¦­¥¥.

�à¨¬¥à 1. �ãé¥áâ¢ã¥â ¡¨«¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à W , ª®â®àë© ®â®¡à ¦ ¥â Ai�Bi ¢ Ei, i = 0; 1,
­® ­¥ ®â®¡à ¦ ¥â A�;q �B�;q ¢ E�;q.

�ãáâì A0 � B0 = L1 � L1, A1 � B1 = L1 � L1, E0 = E1 = R ¨ ®¯¥à â®à W ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
à ¢¥­áâ¢®¬

W (f; g) :=
Z 1

�1

f(x)g(x) dx:

�ç¥¢¨¤­®, ®¯¥à â®à W ®â®¡à ¦ ¥â L1 � L1 ¨ L1 � L1 ¢ R, ­® W ­¥ ®â®¡à ¦ ¥â (L1; L1)�;q �
(L1; L1)�;q = Lp;q�Lp0;q ­ R ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥, ¥á«¨ q < 2, â. ª. ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ (Lp;q)1 = Lp0;q0 6� Lp0;q.

�à¨¬¥à 2. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à T , ª®â®àë© ®â®¡à ¦ ¥â Ai
�Bi, i = 0; 1, ­  Ei,
­® ­¥ ®â®¡à ¦ ¥â A�;q 
� B�;q ­  E�;q.

�ãáâì A0 = L1(R), A1 = L1(R), B0 = L1(R), B1 = L1(R). �à®áâà ­áâ¢  Ai 
� Bi á®áâ®ïâ
¨§ äã­ªæ¨© ¢¨¤  f(x; y) =

P
'j(x) j(y). �¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨®­ « Tf =

R
R

f(x; x) dx. � ª ª ª ¨§

à ¢¥­áâ¢ 
P
'j(x) j(y) =

P e'j(x) e j(y) á«¥¤ã¥â P'j(x) j(x) =
P e'j(x) e j(x), â® Tf ­¥ § ¢¨á¨â

®â ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï äã­ªæ¨¨ f(x; y). �ë¡¥à¥¬ äã­ªæ¨î f(x; y) = '(x) (y) â ª, çâ®¡ë ' 2 Lp;q,
 2 Lp0;q, q < 2,

R
R

'(x) (x) dx =1. �®£¤  T : Ai 
� Bi ! R, ­® Tf =1, å®âï f 2 Lp;q
N

� Lp0;q =

A�;q 
� B�;q.
�¥®à¥¬ã 5 ¬®¦­® ¤®¯®«­¨âì ®¯¨á ­¨¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢  F�;Q(Ei;j) ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  Ei;j ®¡à §ãîâ

®¤­®¬¥à­®¥ á¥¬¥©áâ¢® E�;q.

�¥®à¥¬  6. �ãáâì ¯à®áâà ­áâ¢  E0;0 ¨ E1;1 ®¡à §ãîâ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ãî ¯ àã,   ¯à®-

áâà ­áâ¢  E0;1 ¨ E1;0 ®¯à¥¤¥«ïîâáï à ¢¥­áâ¢ ¬¨ E0;1 = (E0;0; E1;1)�0;q0 , E0;1 = (E0;0; E1;1)�1;q1 ,
â®£¤  F�;Q((Ei;j)j)i = (E0;0; E1;1)�; q2 , £¤¥ � = (1� �2)�1�0 + �2(1� �1)�1.

4. �­â¥£à «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å �¥á®¢ 

� áá¬®âà¨¬ ¨­â¥£à «ì­ë© ®¯¥à â®à Kf :=
R
Rn

k(x; y) f(y) dy. �ãáâì E | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­-

áâ¢®, í«¥¬¥­âë ª®â®à®£® áãâì äã­ªæ¨¨, § ¤ ­­ë¥ ­  Rn. �®£¤  ¤«ï äã­ªæ¨¨ f(x; y), x 2 Rn,
y 2 Rn, ç¥à¥§ kf j E(x)k ®¡®§­ ç¨¬ ­®à¬ã ®â äã­ªæ¨¨ f , ¢ëç¨á«¥­­ãî ¯® ¯¥à¥¬¥­­®© x ¯à¨ ä¨ª-

á¨à®¢ ­­®© ¯¥à¥¬¥­­®© y. � ª ¨§¢¥áâ­® ([10], c. 65),



 R
Rn

u(x; y) dx j E



 � R

Rn

ku(x; y) j E(y)k dx

¤«ï «î¡®© ¡ ­ å®¢®© áâàãªâãàë, ®¡« ¤ îé¥© á¢®©áâ¢®¬ � âã. �®¦­® ¯®ª § âì, çâ® íâ® ¢¥à­®
â ª¦¥ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  E = Bs

p;q.

�¥¬¬  4. �ãáâì 1 < p < 1, 0 < s < 1, kk(x; y) j Bs
p;1(x)k 2 Lp0;1. �®£¤  ¨­â¥£à «ì­ë©

®¯¥à â®à

Kf =
Z
Rn

k(x; y) f(y) dy

¤¥©áâ¢ã¥â ¨§ Lp;1 ¢ B
s
p.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«®© ¤«ï ­®à¬ë ¯à®áâà ­áâ¢  �¥á®¢ :

kf j Bs
p;1k = kf j Lpk+

mX
j=1

kh�s�`
h;jf j L1[Lp]k

¯à¨ m > s, �h;jf = f(x1; : : : ; xj + h; : : : ; xn)� f(x1; : : : ; xj ; : : : ; xn), �`
h;j = �h;j(�

`�1
h;j ), ` > s. �®£¤ 






Z
Rn

k(x; y) f(y) dy j Bs
p;1(y)





 =
=





Z
Rn

k(x; y) f(y) dy j Lp





+
mX
j=1





h�s�`
h;j

Z
Rn

k(x; y) f(y) dy j L1[Lp;1]




 =

=





Z
Rn

k(x; y) f(y) dy j Lp





+
mX
j=1






Z
Rn

h�s�`
h;jk(x; y) f(y) dy j L1[Lp;1]





 �
�

Z
Rn

kk(x; y) j Lpk jf(x)j dy +
Z
Rn

mX
j=1

kh�s�`
h;jk(x; y) j L1[Lp]k jf(y)j dy =

=
Z
Rn

kk(x; y) j Bs
p;1(x)k jf(y)j dy �



 kk(x; y) j Bs
p;1(x)k j Lp0;1



 kf jLp;1k:
� ª¨¬ ®¡à §®¬, kKf j Bs

p;1k �


 kk(x; y) j Bs

p;1(x)k j Lp0;1



 kf j Lp;1k. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¯¥à â®à
K ¤¥©áâ¢ã¥â ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢  Lp;1 ¢ ¯à®áâà ­áâ¢® �¥á®¢  Bs

p;1.

�¥¬¬  5. �á«¨ 1 < p < 1, �1 < s < 1, â® ¨§ ãá«®¢¨ï K : Lp;1 ! Bs
p;1 á«¥¤ã¥â K :

B0
p;1;(1) ! Bs

p;1;(1).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¢«®¦¥­¨ï B0
p;1;(1) � Lp;1. �ë¡¥à¥¬

«î¡ë¥ p0 ¨ p1 â ª¨¥, çâ® 1 < pi <1, p0 6= p1 ¨ 1=p = 0; 5=p0 + 0; 5=p1. � ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£®
q 2 (1;1) á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¢«®¦¥­¨ï `s1[Lq] � Lq[`s1] � Lq[`s2]. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, B

0
q;1 � F 0

q;1 � F 0
q;2 = Lq.

�à¨¬¥­¨¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¥ äã­ªâ®àë (�; �)1=2;1 ª ¯à®áâà ­áâ¢ ¬ B0
pi;1

¨ Lpi . �®£¤  ¯® ä®à¬ã«¥
(2.4.1/5) ¨§ [8]

(B0
p0;1

; B0
p1;1

)1=2;1 = B0
p;1;(1) ¨ (Lp0 ; Lp1)1=2;1 = Lp;1:

�®íâ®¬ã ¨§ B0
pi;1

� Lpi á«¥¤ã¥â B
0
p;1;(1) � Lp;1.

�¥®à¥¬  7. �ãáâì K | ¨­â¥£à «ì­ë© ®¯¥à â®à á ï¤à®¬ k(x; y), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ãá«®-

¢¨ï¬

kk(x; y) j Bsi
pi;1

k 2 Lp0

i
;1; i = 0; 1; 2;

£¤¥ 0 < si < 1, 1 < pi < 1 ¨ (1=p; s) | ¢­ãâà¥­­ïï â®çª  âà¥ã£®«ì­¨ª  Ai(1=pi; si). �®£¤ 
®¯¥à â®à K : Lp ! Bs

p, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, K : Besp ! Bs
p ¯à¨ «î¡®¬ es > 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® «¥¬¬¥ 4 ®¯¥à â®à K ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ K : Lpi;1 ! Bsi
pi;1

. �«¥-
¤®¢ â¥«ì­®, ®¯¥à â®à K ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á« ¡ë¬ ãá«®¢¨ï¬ K : B0

pi;1;(1)
! Bsi

pi;1;(1). �­ ç «  á
¯®¬®éìî \®¤­®¬¥à­®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨" ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  (1=p; s)
¢ë¯®«­ïîâáï á« ¡ë¥ ãá«®¢¨ï. �«ï ¤ ­­®© â®çª¨ (1=p; s) ¢ë¡¥à¥¬ â ª®¥ " > 0, çâ®¡ë â®çª¨
Ej(1=p� "; s� ") ¯à¨­ ¤«¥¦ «¨ âà¥ã£®«ì­¨ªã A0A1A2. �à¨¬¥­¨¬ ¬­®£®¬¥à­ë© äã­ªâ®à F�;Q

ª ¯à®áâà ­áâ¢ ¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ â®çª ¬ Ej . �®£¤  F�;Q(Bs�"
pj ;1

) = Bs
p ¯à¨ � = (1=2; 1=2),

Q = (p; p). � â® ¦¥ ¢à¥¬ï F�;Q(Lpi;1) = Lp. �®íâ®¬ã K : Lp ! Bs
p. �§ ¢«®¦¥­¨© B

es
p � Lp á«¥¤ã¥â

K : Besp ! Bs
p.
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