
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

2002 ���������� ò 1 (476)

��� 512.532

B.H. �����

������������� ���������� � ������������

���������� ���������������

� ¡®â  ¯®á¢ïé¥­  ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë¬ ¯®«ã£àã¯¯ ¬, ¢ ª®â®àëå ¢ë¯®«­ï¥âáï ª¢ §¨â®¦¤¥áâ¢®
xy = yx& yz = zy ) xz = zx (âà ­§¨â¨¢­®áâì ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨). �®ª § ­®, çâ® íâ¨ ¯®«ã£àã¯-
¯ë ï¢«ïîâáï ¢ â®ç­®áâ¨ ¯àï¬®ã£®«ì­ë¬¨ á¢ï§ª ¬¨ ¯®«ãà¥è¥â®ª ¨ ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ ®¡à §ãîâ
­ ¨¬¥­ìè¥¥ ª¢ §¨¬­®£®®¡à §¨¥ ¯®«ã£àã¯¯, á®¤¥à¦ é¥¥ ¢á¥ ¯®«ãà¥è¥âª¨ ¨ ¢á¥ ¯àï¬®ã£®«ì­ë¥
á¢ï§ª¨ (â¥®à¥¬  1). �á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â (â¥®à¥¬  2) ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë¥ ¯®«ã£àã¯¯ë
á âà ­§¨â¨¢­®© ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâìî, ¨ â®«ìª® â ª¨¥ ¯®«ã£àã¯¯ë, ¢«®¦¨¬ë ¢ ª¢ §¨¡ã«¥¢ë áâ¥-
¯¥­¨ ¯àï¬®ã£®«ì­ëå ¯®«ã£àã¯¯. � â¥à¨ «ë áâ âì¨ ¡ë«¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë  ¢â®à®¬ ¢ á®®¡é¥­¨¨
[1].

� ¯®¬­¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ ä ªâë, á¢ï§ ­­ë¥ á ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë¬¨ ¯®«ã-
£àã¯¯ ¬¨ (á¬. [2]). �®«ãà¥è¥âª  | íâ® ¨¤¥¬¯®â¥­â­ ï ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¯®«ã£àã¯¯ . �®«ã£àã¯-
¯  ­ §ë¢ ¥âáï ¯àï¬®ã£®«ì­®©, ¥á«¨ ®­  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®¦¤¥áâ¢ã xyx = x. � ª¨¥ ¯®«ã£àã¯¯ë,
®ç¥¢¨¤­®, ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë. �à®¬¥ â®£®, ®­¨  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­ë ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¢ ­¨å ­¨ª ª¨¥
¤¢  à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â  ­¥ ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­ë. �î¡ ï ¨¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¯®«ã£àã¯¯  B à §«®¦¨-
¬  ¢ ¯®«ãà¥è¥âªã ¯àï¬®ã£®«ì­ëå ¯®«ã£àã¯¯, â. ¥. ­  B áãé¥áâ¢ã¥â ª®­£àãí­æ¨ï " â ª ï, çâ®
ª ¦¤ë© "-ª« áá ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¯®«ã£àã¯¯®©,   ä ªâ®à¯®«ã£àã¯¯  B="| ¯®«ãà¥è¥â-
ª®©. �¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¯®«ã£àã¯¯  ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ­®à¬ «ì­ , ¥á«¨ ¢ ­¥© ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢®
xyzx = xzyx (¨«¨, ¯® ¢¨¤ã ¡®«¥¥ ®¡é¥¥, ­® à ¢­®á¨«ì­®¥ ¥¬ã, â®¦¤¥áâ¢® xyzt = xzyt). �­®£®-
®¡à §¨¥ ­®à¬ «ì­ëå ¨¤¥¬¯®â¥­â­ëå ¯®«ã£àã¯¯ ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ ¯®«ã£àã¯¯®¢ë¬ ¬­®£®-
®¡à §¨¥¬, á®¤¥à¦ é¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¯®«ãà¥è¥â®ª ¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¯àï¬®ã£®«ì­ëå ¯®«ã£àã¯¯.

�ãáâì Q ®¡®§­ ç ¥â ª¢ §¨¬­®£®®¡à §¨¥ ¨¤¥¬¯®â¥­â­ëå ¯®«ã£àã¯¯ á âà ­§¨â¨¢­ë¬ ®â­®è¥-
­¨¥¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨.

�¥®à¥¬  1. 1) �®«ã£àã¯¯  B ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª¢ §¨¬­®£®®¡à §¨î Q â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  B ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¢ï§ª®© ¯®«ãà¥è¥â®ª;
2) ª¢ §¨¬­®£®®¡à §¨¥ Q ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ ¯®«ã£àã¯¯®¢ë¬ ª¢ §¨¬­®£®®¡à §¨¥¬, á®¤¥à-

¦ é¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¯®«ãà¥è¥â®ª ¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¯àï¬®ã£®«ì­ëå ¯®«ã£àã¯¯.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1) �ãáâì ¯®«ã£àã¯¯  B ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯àï¬®ã£®«ì­ãî á¢ï§ªã ¯®«ã-
à¥è¥â®ª, â. ¥. ­  ­¥© áãé¥áâ¢ã¥â ª®­£àãí­æ¨ï " â ª ï, çâ® "-ª« ááë ï¢«ïîâáï ¯®«ãà¥è¥âª ¬¨,
  ä ªâ®à¯®«ã£àã¯¯  B=" | ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¯®«ã£àã¯¯®©. �á«¨ í«¥¬¥­âë x; y 2 B ¯¥à¥áâ ­®-
¢®ç­ë, â® "(x)"(y) = "(xy) = "(yx) = "(y)"(x), ®âªã¤  ¢ á¨«ã  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ ¯®«ã£àã¯¯ë
B=" ¯®«ãç ¥¬ "(x) = "(y), â. ¥. x ¨ y «¥¦ â ¢ ®¤­®¬ "-ª« áá¥. �§ yz = zy á«¥¤ã¥â, çâ® ¨ z «¥¦¨â
¢ â®¬ ¦¥ "-ª« áá¥. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, í«¥¬¥­âë x ¨ z ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­ë ª ª í«¥¬¥­âë ¯®«ãà¥è¥âª¨
"(x). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â­®è¥­¨¥ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ ¢ ¯®«ã£àã¯¯¥ B âà ­§¨â¨¢­®.

�¡à â­®, ¯ãáâì B | ¨¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¯®«ã£àã¯¯  á âà ­§¨â¨¢­ë¬ ®â­®è¥­¨¥¬ ª®¬¬ãâ â¨¢-
­®áâ¨ � = f (x; y) 2 B � B j xy = yxg. � ª ª ª (xyx; x); (x; xzx) 2 �, â® (xyx; xzx) 2 �, ®â-
ªã¤  xyxzx = xzxyx. �ãáâì �� ®¡®§­ ç ¥â ®â­®è¥­¨¥ à¥£ã«ïà­®© á®¯àï¦¥­­®áâ¨ ­  B, â. ¥.
�� = f(x; y) 2 B � B j xyx = x& yxy = yg. �§¢¥áâ­® ([3], á. 402), çâ® �� ï¢«ï¥âáï ª®­£àãí­-
æ¨¥© ­  «î¡®© ¨¤¥¬¯®â¥­â­®© ¯®«ã£àã¯¯¥. � ­ è¥¬ á«ãç ¥ (xy; xyx); (zx; xzx) 2 �� ¨, §­ ç¨â,
(xyzx; xyxzx) 2 ��. �­ «®£¨ç­® ¨§ (xzx; xz); (xyx; yx) 2 �� á«¥¤ã¥â (xzxyx; xzyx) 2 ��. � á¨«ã
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âà ­§¨â¨¢­®áâ¨ (xyzx; xzyx) 2 ��. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, (xyzx; xzyx) 2 �, ¯®áª®«ìªã (xyzx; x) 2 � ¨
(x; xzyx) 2 �. � ª ª ª � \ �� = � (â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â­®è¥­¨¥), â® xyzx = xzyx. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
ª ¦¤ ï ¨¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¯®«ã£àã¯¯  á âà ­§¨â¨¢­®© ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâìî ­®à¬ «ì­ . �® â®£¤  ®â-
­®è¥­¨¥ � ¡ã¤¥â ª®­£àãí­æ¨¥© ­  B: ¥á«¨ (x; y); (z; t) 2 �, â® xz � yt = xyzt = yxtz = yt � xz,
â. ¥. (xz; yt) 2 �. �à¨ íâ®¬ ª ¦¤ë© �-ª« áá ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®©, a ä ªâ®à¯®«ã£àã¯¯  B=� {
¯àï¬®ã£®«ì­®© ¯®«ã£àã¯¯®©. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, B { ¯àï¬®ã£®«ì­ ï á¢ï§ª  ¯®«ãà¥è¥â®ª.

2) � ª á«¥¤ã¥â ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë, ­  ª ¦¤®© ¯®«ã£àã¯¯¥ B
¨§ ª¢ §¨¬­®£®®¡à §¨ï Q ¨¬¥îâáï ª®­£àãí­æ¨¨ � (®â­®è¥­¨¥ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨) ¨ �� (®â­®è¥­¨¥
à¥£ã«ïà­®© á®¯àï¦¥­­®áâ¨) â ª¨¥, çâ® � \ �� = �. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, B à §« £ ¥âáï ¢ ¯®¤¯àï¬®¥
¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ä ªâ®à¯®«ã£àã¯¯ B=� ¨ B=��, ¯¥à¢ ï ¨§ ª®â®àëå | ¯àï¬®ã£®«ì­ ï ¯®«ã£àã¯¯ ,
  ¢â®à ï | ¯®«ãà¥è¥âª . �­ ç¨â, «î¡®¥ ª¢ §¨¬­®£®®¡à §¨¥ ¯®«ã£àã¯¯, á®¤¥à¦ é¥¥ ¢á¥ ¯®«ã-
à¥è¥âª¨ ¨ ¢á¥ ¯àï¬®ã£®«ì­ë¥ ¯®«ã£àã¯¯ë, á®¤¥à¦¨â ª¢ §¨¬­®£®®¡à §¨¥ Q.

� ª ãáâ ­®¢«¥­® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1, ª¢ §¨¬­®£®®¡à §¨¥ Q ¢ª«îç ¥âáï ¢ ¬­®£®-
®¡à §¨¥ ¢á¥å ­®à¬ «ì­ëå ¨¤¥¬¯®â¥­â­ëå ¯®«ã£àã¯¯. �«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® íâ®
¢ª«îç¥­¨¥ á®¡áâ¢¥­­®¥: ¨¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¯®«ã£àã¯¯  B = fx; y; 0g, £¤¥ 0 | ­ã«¥¢®© í«¥¬¥­â ¨
xy = x; yx = y, ­®à¬ «ì­ , ­® ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â Q, â. ª. x ¨ y ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­ë á ­ã«¥¬, ®¤­ ª®
xy 6= yx.

� ç¨á«ã ¯àï¬®ã£®«ì­ëå ¯®«ã£àã¯¯ ®â­®áïâáï, ¢ ç áâ­®áâ¨, «¥¢®á¨­£ã«ïà­ë¥ ¯®«ã£àã¯¯ë,
¨«¨ ¯®«ã£àã¯¯ë «¥¢ëå ­ã«¥© (xy = x) ¨ ¯à ¢®á¨­£ã«ïà­ë¥ ¯®«ã£àã¯¯ë, ¨«¨ ¯®«ã£àã¯¯ë ¯à -
¢ëå ­ã«¥© (xy = y). � ([4], â¥®à¥¬  3) ¡ë«® ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ¯®«ã£àã¯¯®¢®¥ ª¢ §¨-
¬­®£®®¡à §¨¥, á®¤¥à¦ é¥¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ «¥¢®á¨­£ã«ïà­ëå (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯à ¢®á¨­£ã«ïà­ëå)
¯®«ã£àã¯¯ ¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¯®«ãà¥è¥â®ª, ¢ë¤¥«ï¥âáï ¨§ ª¢ §¨¬­®£®®¡à §¨ï ¨¤¥¬¯®â¥­â­ëå ¯®-
«ã£àã¯¯ á âà ­§¨â¨¢­®© ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâìî ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬ â®¦¤¥áâ¢®¬ xyx = xy (á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­® xyx = yx).

�¥¯¥àì ¯¥à¥©¤¥¬ ª ®¯¨á ­¨î ¯®«ã£àã¯¯, ¢«®¦¨¬ëå ¢ ª¢ §¨¡ã«¥¢ë áâ¥¯¥­¨ ¯àï¬®ã£®«ì­ëå
¯®«ã£àã¯¯.

�àâ®£®­ «ì­®© á¨áâ¥¬®© ¢ ¯®«­®© à¥è¥âª¥ L ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® � = fli j i 2 Ig � L
â ª®¥, çâ® li ^ lj = 0 ¯à¨ i 6= j. �àâ®£®­ «ì­ ï á¨áâ¥¬  � ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ­¥§ ¢¨á¨¬ , ¥á«¨W

j2J lj ^
W

k2K lk = 0 ¤«ï «î¡®£® à §¡¨¥­¨ï I = J [K, J \K = ;. �®¤ ª¢ §¨¡ã«¥¢®© à¥è¥âª®©
¯®­¨¬ ¥âáï ¯®«­ ï à¥è¥âª  á ¤®¯®«­¥­¨ï¬¨, ¢ ª®â®à®© ª ¦¤ ï ®àâ®£®­ «ì­ ï á¨áâ¥¬  ­¥§ ¢¨-
á¨¬ . �áïª ï ¯®«­ ï ¡ã«¥¢  à¥è¥âª  ï¢«ï¥âáï ª¢ §¨¡ã«¥¢®©, ­® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ª¢ §¨¡ã«¥¢ 
à¥è¥âª  ­¥ ®¡ï§ ­  ¡ëâì ­¨ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­®©, ­¨ ¬®¤ã«ïà­®©. �®«­ ï à¥è¥âª  á ¤®¯®«­¥­¨ï¬¨
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ¡ã¤¥â ª¢ §¨¡ã«¥¢®©, ª®£¤  ®­  ¤®¯ãáª ¥â ^-£®¬®¬®àä¨§¬ ­  ¯®«­ãî ¡ã-
«¥¢ã à¥è¥âªã, ª®â®àë© á®åà ­ï¥â â®ç­ë¥ ¢¥àå­¨¥ £à ­¨ ®àâ®£®­ «ì­ëå á¨áâ¥¬ ¨ ¯à¨ ª®â®à®¬
¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ¯à®®¡à §®¬ ­ã«ï ï¢«ï¥âáï ­ã«ì ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ¯à®®¡à §®¬ ¥¤¨­¨æë | ¥¤¨­¨æ 
([2], á. 271{272). � ª®© ^-£®¬®¬®àä¨§¬ ­ §ë¢ ¥âáï ª ­®­¨ç¥áª¨¬.

�á«¨ L| ª¢ §¨¡ã«¥¢  à¥è¥âª  ¨ S | ¯®«ã£àã¯¯ , â® L-áâ¥¯¥­ìî ¯®«ã£àã¯¯ë S ­ §ë¢ ¥âáï
£àã¯¯®¨¤ S[L], í«¥¬¥­â ¬¨ ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ¢á¥¢®§¬®¦­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï � : S ! L â ª¨¥, çâ®
1) �(a) ^ �(b) = 0 ¯à¨ a 6= b, 2)

W
a2S �(a) = 1,   ã¬­®¦¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

(��)(a) =
_
a=bc

(�(b) ^ �(c))

¤«ï «î¡ëå a 2 S, �; � 2 S[L]. �®£¤  L ¯à®¡¥£ ¥â ª« áá ¢á¥å ¯®«­ëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à, ¯®«ãç ¥¬
¡ã«¥¢ë áâ¥¯¥­¨ ¯®«ã£àã¯¯ë S. �á¥ ®­¨ ¡ã¤ãâ ¯®«ã£àã¯¯ ¬¨ ¨, ¡®«¥¥ â®£®, á®åà ­ïîâ íª¢ æ¨®-
­ «ì­ãî â¥®à¨î ¯®«ã£àã¯¯ë S. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ª¢ §¨¡ã«¥¢ë áâ¥¯¥­¨ ¯®«ã£àã¯¯ë ­¥ ®¡ï§ ­ë
¡ëâì ¯®«ã£àã¯¯ ¬¨, â.¥.  áá®æ¨ â¨¢­ë¬¨ £àã¯¯®¨¤ ¬¨. �®¤à®¡­¥¥ ® ª¢ §¨¡ã«¥¢ëå áâ¥¯¥­ïå ¯®-
«ã£àã¯¯ á¬. ¢ [5].

�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  å à ªâ¥à¨§ã¥â ¯®«ã£àã¯¯ë, ¢«®¦¨¬ë¥ ¢ £àã¯¯®¨¤ë, ï¢«ïîé¨¥áï ª¢ -
§¨¡ã«¥¢ë¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨ ¯àï¬®ã£®«ì­ëå ¯®«ã£àã¯¯.
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�¥®à¥¬  2. �®«ã£àã¯¯  B â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ¢«®¦¨¬  ¢ ¯®¤å®¤ïéãî ª¢ §¨¡ã«¥¢ã áâ¥-

¯¥­ì ­¥ª®â®à®© ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¯®«ã£àã¯¯ë, ª®£¤  B | ¨¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¯®«ã£àã¯¯  á âà ­§¨-

â¨¢­ë¬ ®â­®è¥­¨¥¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �ãáâì S | ¯àï¬®ã£®«ì­ ï ¯®«ã£àã¯¯  ¨ L| ª¢ §¨¡ã-
«¥¢  à¥è¥âª . �¢ §¨¡ã«¥¢  áâ¥¯¥­ì S[L] ï¢«ï¥âáï ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë¬ £àã¯¯®¨¤®¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,
¤«ï � 2 S[L] ¢ë¯®«­ï¥âáï �(a) ^ �(b) = 0 ¯à¨ a 6= b, â ª çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® a 2 S ¨¬¥¥¬

(��)(a) =
_
a=bc

(�(b) ^ �(c)) =
_
a=bb

(�(b) ^ �(b)) =
_
a=b

�(b) = �(a);

â. ¥. �� = �.
�®ª ¦¥¬, çâ® ¢ S[L] ®â­®è¥­¨¥ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ � âà ­§¨â¨¢­®. �ãáâì f0 : L ! L0 |

ª ­®­¨ç¥áª¨© ^-£®¬®¬®àä¨§¬ ª¢ §¨¡ã«¥¢®© à¥è¥âª¨ L ­  ¯®«­ãî ¡ã«¥¢ã à¥è¥âªã L0. �®« £ ï
f(�)(a) = f0(�(a)) ¤«ï «î¡ëå a 2 S, � 2 S[L], ¯®«ãç ¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ª¢ §¨¡ã«¥¢®© áâ¥¯¥­¨ S[L]
¯®«ã£àã¯¯ë S ­  ¡ã«¥¢ã áâ¥¯¥­ì S[L0] íâ®© ¯®«ã£àã¯¯ë. �­® ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ (á¬.
[6]). �ª §ë¢ ¥âáï, ï¤à® íâ®£® £®¬®¬®àä¨§¬  Ker f á®¢¯ ¤ ¥â á ®â­®è¥­¨¥¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ �
¢ £àã¯¯®¨¤¥ S[L], â. ¥. f(�) = f(�) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  �� = ��.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì f(�) = f(�). �®£¤  ¨§ á¢®©áâ¢ ª ­®­¨ç¥áª®£® ^-£®¬®¬®àä¨§¬  f0 á«¥¤ã¥â,
çâ® �(a) ^ �(b) = 0 ¯à¨ a 6= b, ¨ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® a 2 S ¯®«ãç ¥¬

(��)(a) =
_
a=bc

(�(b) ^ �(c)) =
_

a=bb=b

(�(b) ^ �(b)) =

= �(a) ^ �(a) = �(a) ^ �(a) =
_
a=bc

(�(b) ^ �(c)) = (��)(a);

®âªã¤  �� = ��, â ª çâ® Ker f � �. �¡à â­®, ¥á«¨ �� = ��, â® f(�)f(�) = f(��) = f(��) =
f(�)f(�),   â. ª. S[L0] | ¯àï¬®ã£®«ì­ ï ¯®«ã£àã¯¯ , â® f(�) = f(�). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, � � Ker f .

�®áª®«ìªã ®â­®è¥­¨¥ � = Ker f ï¢«ï¥âáï ª®­£àãí­æ¨¥© £àã¯¯®¨¤  S[L], ®­® âà ­§¨â¨¢­®.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, «î¡ ï ¯®«ã£àã¯¯  B, ¢«®¦¨¬ ï ¢ ª¢ §¨¡ã«¥¢ã áâ¥¯¥­ì ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¯®«ã-
£àã¯¯ë, ¨¤¥¬¯®â¥­â­  ¨ ¨¬¥¥â âà ­§¨â¨¢­®¥ ®â­®è¥­¨¥ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨.

�®áâ â®ç­®áâì. �ãáâì ¯®«ã£àã¯¯  B ¨¤¥¬¯®â¥­â­  ¨ ¨¬¥¥â âà ­§¨â¨¢­®¥ ®â­®è¥­¨¥ ª®¬-
¬ãâ â¨¢­®áâ¨ �. � ª ¯®ª § ­® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1, ®â­®è¥­¨¥ � ï¢«ï¥âáï ª®­£àãí­æ¨¥©
­  B. �à¨ íâ®¬ ¢á¥ �-ª« ááë ¡ã¤ãâ ¯®«ãà¥è¥âª ¬¨,   ä ªâ®à¯®«ã£àã¯¯  S0 = B=� { ¯àï¬®-
ã£®«ì­®© ¯®«ã£àã¯¯®©.

�¡ê¥¤¨­ïï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®áâ¨, áãé¥áâ¢ãîé¨¥ ­  �-ª« áá å ª ª ­  ¯®«ãà¥è¥â-
ª å, ¯®«ãç ¥¬ ¯®àï¤®ª ­  ¢á¥© ¯®«ã£àã¯¯¥ B, ¨¬¥­­® x 6 y , xy = yx = x. � ª ª ª B |
­®à¬ «ì­ ï ¯®«ã£àã¯¯ , â® ¨§ x 6 y ¨ z 6 t á«¥¤ã¥â xz � yt = xyzt = xz, ®âªã¤  xz 6 yt ¨,
§­ ç¨â, ¯®àï¤®ª 6 ãáâ®©ç¨¢ ®â­®á¨â¥«ì­® ã¬­®¦¥­¨ï ¢ B.

�àï¬®ã£®«ì­ ï ¯®«ã£àã¯¯  S0 à §« £ ¥âáï ¢ ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ U0�V0, £¤¥ U0 | «¥¢®á¨­-
£ã«ïà­ ï,   V0 | ¯à ¢®á¨­£ã«ïà­ ï ¯®«ã£àã¯¯ë. �à¨ íâ®¬, ¥á«¨ ¤«ï a; b 2 S0 ¨å ®¡à § ¬¨ ¢
¯àï¬®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ Uo � V0 ï¢«ïîâáï ¯ àë (ui; vk) ¨ (uj ; vl) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, â® í«¥¬¥­âã ab
á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯ à  (ui; vl) (á¬. [2], á. 32).

�®«®¦¨¬ L0 = P(U0 [ V0) (¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ª®¬¯®­¥­â ¤¥ª àâ®¢ 
¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï U0 � V0 = S0). �¢ §¨¡ã«¥¢  à¥è¥âª  L ¯®«ãç¨âáï ¨§ ¡ã«¥¢®© à¥è¥âª¨ L0 ¯ãâ¥¬
§ ¬¥­ë ­¥ª®â®àëå í«¥¬¥­â®¢ à¥è¥âª¨ L0 ¯®«­ë¬¨ à¥è¥âª ¬¨ á ¯®á«¥¤ãîé¨¬ ¤®®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬
¢®§­¨ª îé¥£® ¯®àï¤ª  ¤® à¥è¥â®ç­®£®. �¥à¥§ I(ui; vk) ®¡®§­ ç¨¬ à¥è¥âªã ¢á¥å ¨¤¥ «®¢ ¯®«ã-
à¥è¥âª¨ (ui; vk) (íâ® �-ª« áá ¢ B). � à¥è¥âª¥ L0 § ¬¥­¨¬ í«¥¬¥­â (U0 [ V0) n fui; vkg à¥è¥âª®©
I(ui; vk).

� à  fx; yg � B ­ §ë¢ ¥âáï ¯à ¢¨«ì­®©, ¥á«¨ ®­  ®¡à §ã¥â ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ã ¢ B. � ¯à¨¬¥à,
¥á«¨ x 2 (ui; vk), y 2 (ui; vl), â® xy 2 (ui; vl) ¨ yx 2 (ui; vk), ®âªã¤  x(yx) = (yx)x = yx ¨
y(xy) = (xy)y = xy, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, (xy)(yx) = yx ¨ (yx)(xy) = xy, â ª çâ® ¯ à  fxy; yxg
¯à ¢¨«ì­ ï. �­ «®£¨ç­®, ¥á«¨ x 2 (ui; vk), z 2 (uj ; vk), â® fxz; zxg | ¯à ¢¨«ì­ ï ¯ à .
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�ãáâì ui 2 U0, vk; vl 2 V0, vk 6= vl. � L0 í«¥¬¥­â (U0 [ V0) n fui; vk; vlg § ¬¥­¨¬ à¥-
è¥âª®© P(R(ui; vk; vl)) ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  R(ui; vk; vl), á®áâ®ïé¥£® ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦ëå
¯à ¢¨«ì­ëå ¯ à fx; yg, £¤¥ x 2 (ui; vk), y 2 (ui; vl). �®ç­® â ª ¦¥ ¯®áâã¯¨¬ á í«¥¬¥­â®¬
(U0 [ V0) n fui; uj ; vkg, â. ¥. § ¬¥­¨¬ ¥£® à¥è¥âª®© P(R(ui; uj ; vk)) ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥-
áâ¢  R(ui; uj ; vk), á®áâ®ïé¥£® ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦­ëå ¯à ¢¨«ì­ëå ¯ à ¢¨¤  fx; zg, £¤¥ x 2 (ui; vk),
z 2 (uj ; vk).

�¥â¢¥àª  fx; y; z; tg � B ­ §ë¢ ¥âáï ¯à ¢¨«ì­®©, ¥á«¨ ®­  ®¡à §ã¥â ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ã ¢ B.
� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ x 2 (ui; vk), t 2 (uj ; vl), £¤¥ ui 6= uj , vk 6= vl, â® ç¥â¢¥àª  fxt; tx; xtx; txtg ¡ã¤¥â
¯à ¢¨«ì­®©.

�ãáâì ui; uj 2 U0, ui 6= uj , ¨ vk; vl 2 V0, vk 6= vl. � à¥è¥âª¥ L0 í«¥¬¥­â (U0 [ V0) n fui; uj ; vk; vlg
§ ¬¥­¨¬ à¥è¥âª®© P(R(ui; uj ; vk; vl)) ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  R(ui; uj ; vk; vl), á®áâ®ïé¥£® ¨§
¢á¥¢®§¬®¦­ëå ¯à ¢¨«ì­ëå ç¥â¢¥à®ª fx; y; z; tg, £¤¥ x 2 (ui; vk), y 2 (ui; vl), z 2 (uj ; vk), t 2 (uj ; vl).

�¥¯¥àì ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ L, ¯®«ãç¥­­®¬ ¨§ L0 ¢ëè¥ãª § ­­ë¬¨ § ¬¥­ ¬¨ ­¥ª®â®àëå í«¥¬¥­â®¢,
®¯à¥¤¥«¨¬ ¯®àï¤®ª, ¯à¥¢à é îé¨© L ¢ ª¢ §¨¡ã«¥¢ã à¥è¥âªã.

1) �®åà ­¨¬ ¢á¥ ¯®àï¤ª®¢ë¥ á¢ï§¨, ª®â®àë¥ ¡ë«¨ ¢ L0, ¤«ï ®áâ ¢è¨åáï í«¥¬¥­â®¢.
2) � ¨¡®«ìè¨© í«¥¬¥­â à¥è¥âª¨ ¨¤¥ «®¢ I(ui; vk) ¯®«ãà¥è¥âª¨ (ui; vk) (â. ¥. á ¬  (ui; vk))

áç¨â ¥âáï ¬¥­ìè¥ í«¥¬¥­â  (U0 [ V0) n fuig ¨ ¬¥­ìè¥ í«¥¬¥­â  (U0 [ V0) n fvkg.
3) �á«¨ I 2 (ui; vk), P � R(ui; vk; vl), â® ¯®«®¦¨¬ I > P , (8fx; yg 2 P )(x 2 I). �® ¦¥

®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯à¨­¨¬ ¥âáï ¨ ¤«ï á«ãç ï P � R(ui; uj ; vk).
4) � ¨¡®«ìè¨© í«¥¬¥­â à¥è¥âª¨ P(R(ui; uj ; vk)), â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® R(ui; uj ; vk), áç¨â ¥âáï ¬¥­ì-

è¥ í«¥¬¥­â  (U0 [ V0) n fui; ujg,   ­ ¨¡®«ìè¨© í«¥¬¥­â à¥è¥âª¨ P(R(ui; vk; vl)), â.¥. ¬­®¦¥áâ¢®
R(ui; vk; vl), áç¨â ¥âáï ¬¥­ìè¥ í«¥¬¥­â  (U0 [ V0) n fvk; vlg.

5) �á«¨ P � R(ui; vk; vl) ¨ Q � R(ui; uj ; vk; vl), â® ¯®«®¦¨¬ P > Q, (8fx; y; z; tg 2 Q)(fx; yg 2
P ). �­ «®£¨ç­®, ¥á«¨ P � R(ui; uj ; vk), â® P > Q, (8fx; y; z; tg 2 Q)(fx; zg 2 P ).

6) � ¨¬¥­ìè¨© í«¥¬¥­â à¥è¥âª¨ P(R(ui; uj ; vk; vl)) (â. ¥. ¯ãáâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®) áç¨â ¥âáï
¡®«ìè¥ «î¡®£® ¨§ í«¥¬¥­â®¢ ¢¨¤  (U0 [ V0) nX, £¤¥ fui; uj ; vk; vlg � X.

�â¢¥à¦¤ ¥¬, çâ® à¥ä«¥ªá¨¢­®-âà ­§¨â¨¢­®¥ § ¬ëª ­¨¥ ¢¢¥¤¥­­ëå ¯®àï¤ª®¢ëå á®®â­®è¥-
­¨© § ¤ ¥â ­  L áâàãªâãàã ¯®«­®© à¥è¥âª¨. �¥âà¨¢¨ «ì­ë¬¨ §¤¥áì ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥
á«ãç ¨.

a) �ãáâì I 2 I(ui; vk), P � R(ui; vk; vl). �®£¤  I_P = I[I(P ), £¤¥ I(P ) | ¨¤¥ « ¯®«ãà¥è¥âª¨
(ui; vk), ¯®à®¦¤¥­­ë© í«¥¬¥­â ¬¨ x, ¢å®¤ïé¨¬¨ ¢ ¯ àë fx; yg 2 P , ¨ I ^ P = P (I)\ P , £¤¥ P (I)
| ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯ à fx; yg 2 R(ui; vk; vl), ¢ ª®â®àëå x 2 I.

�á«¨ I1; I2 2 I(ui; vk), â® ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ­¥ ¢¨¤­®, áãé¥áâ¢ã¥â «¨ â®ç­ ï ­¨¦­ïï £à ­ì
I1^I2, ¯®áª®«ìªã ®¡é¨¬¨ ¬¨­®à ­â ¬¨ ¤«ï I1 ¨ I2 ¡ã¤ãâ I1\I2 ¨ P (I1)\P (I2), «¥¦ é¨¥ ¢ à §­ëå
\¢áâà®¥­­ëå" ¯®¤à¥è¥âª å. �¤­ ª® P (I1) \ P (I2) = P (I1 \ I2) < I1 \ I2, ®âªã¤  I1 ^ I2 = I1 \ I2.
�­ «®£¨ç­®, ¥á«¨ P1; P2 � R(ui; vk; vl), â® ®¡é¨¬¨ ¬ ¦®à ­â ¬¨ ¤«ï P1 ¨ P2 ¡ã¤ãâ P1 [ P2 ¨
I(P1) [ I(P2). �® ¯®áª®«ìªã I(P1) [ I(P2) = I(P1 [ P2) > P1 [ P2, â® P1 _ P2 = P1 [ P2.

¡) �ãáâì P � R(ui; vk; vl), Q � R(ui; uj ; vk; vl). �®£¤  P _Q = P [P (Q), £¤¥ P (Q) | ¬­®¦¥áâ¢®
¢á¥å ¯ à fx; yg, ¢å®¤ïé¨å ¢ á®áâ ¢ ç¥â¢¥à®ª fx; y; z; tg 2 Q (§ ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ í«¥¬¥­âë x 2
(ui; vk), y 2 (ui; vl), z 2 (uj ; vk), t 2 (uj ; vl) ®¡à §ãîâ ¯à ¢¨«ì­ãî ç¥â¢¥àªã, â® ¯à ¢¨«ì­ë¬¨
¡ã¤ãâ ¨ ¢á¥ ¯ àë fx; yg, fx; zg, fy; tg, fz; tg). � «¥¥, P ^Q = Q(P ) \Q, £¤¥ Q(P ) | ¬­®¦¥áâ¢®
¢á¥å ç¥â¢¥à®ª fx; y; z; tg á fx; yg 2 P .

�á«¨ P1; P2 � R(ui; vk; vl), â® ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ­¥ ¢¨¤­®, áãé¥áâ¢ã¥â «¨ â®ç­ ï ­¨¦­ïï £à ­ì
P1 ^ P2, ¯®áª®«ìªã ®¡é¨¬¨ ¬¨­®à ­â ¬¨ ¤«ï P1 ¨ P2 ¡ã¤ãâ P1 \ P2 ¨ Q(P1) \Q(P2), «¥¦ é¨¥ ¢
à §­ëå \¢áâà®¥­­ëå" à¥è¥âª å. �¤­ ª® Q(P1) \Q(P2) = Q(P1 \ P2) < P1 \ P2, ®âªã¤  P1 ^ P2 =
P1 \ P2. �­ «®£¨ç­®, ¥á«¨ Q1; Q2 2 R(ui; uj ; vk; vl), â® ®¡é¨¬¨ ¬ ¦®à ­â ¬¨ ¤«ï Q1 ¨ Q2 ¡ã¤ãâ
Q1[Q2 ¨ P (Q1)[P (Q2). �® ¯®áª®«ìªã P (Q1)[P (Q2) = P (Q1[Q2) > Q1[Q2, â® Q1_Q2 = Q1[Q2.

�¥è¥âª  L ª¢ §¨¡ã«¥¢ , â. ª. ®â®¦¤¥áâ¢«¥­¨¥¬ í«¥¬¥­â®¢, ¢å®¤ïé¨å ¢ á®áâ ¢ ª ¦¤®© ¨§
¯®¤à¥è¥â®ª, ¢áâ ¢«¥­­ëå ¢ L0 ­  ¬¥áâ® í«¥¬¥­â®¢ ¢¨¤®¢ (U0[V0)nfui; vkg, (U0[V0)nfui; vk; vlg,
(U0 [ V0) n fui; uj ; vkg, (U0 [ V0)fui; uj ; vk; vlg, ¯®«ãç¨¬ ª ­®­¨ç¥áª¨© ^-£®¬®¬®àä¨§¬ ­  ¯®«­ãî
¡ã«¥¢ã à¥è¥âªã L0.
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�¥¯¥àì ­ã¦­® ¢ë¡à âì ¯àï¬®ã£®«ì­ãî ¯®«ã£àã¯¯ã S â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë § ¤ ­­ ï ¨¤¥¬-
¯®â¥­â­ ï ¯®«ã£àã¯¯  B á âà ­§¨â¨¢­®© ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâìî ¢ª« ¤ë¢ « áì ¢ ª¢ §¨¡ã«¥¢ã áâ¥-
¯¥­ì S[L]. �«ï íâ®£® ¯à¨á®¥¤¨­¨¬ ª «¥¢®á¨­£ã«ïà­®© ¯®«ã£àã¯¯¥ U0 í«¥¬¥­â o ¨ ­  U = U0[fog
¤®®¯à¥¤¥«¨¬ ã¬­®¦¥­¨¥, ¯®« £ ï u � o = u, o � u = o � o = o ¤«ï «î¡ëå u 2 U0. �à¨á®¥¤¨­¨¬ ª
V0 í«¥¬¥­â ! ¨ ¢ V = V0 [ f!g ¯®«®¦¨¬ v � ! = ! � ! = !, ! � v = v ¤«ï «î¡®£® v 2 V0. �®£¤ 
S = U � V ¯®«ãç ¥â áâàãªâãàã ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¯®«ã£àã¯¯ë.

�«®¦¥­¨¥ ¯®«ã£àã¯¯ë B ¢ £àã¯¯®¨¤ S[L] áâà®¨âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ x 2 (ui; vk), â®
á®¯®áâ ¢¨¬ íâ®¬ã í«¥¬¥­âã ®â®¡à ¦¥­¨¥ �x : S ! L, ¯®« £ ï

�x(u; v) =

8>>>><
>>>>:

I(x); ¥á«¨ (u; v) = (ui; vk);

fvkg; ¥á«¨ (u; v) = (ui; !);

fuig; ¥á«¨ (u; v) = (o; vk);

? ¢ ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå

(§¤¥áì I(x) ®¡®§­ ç ¥â £« ¢­ë© ¨¤¥ «, ¯®à®¦¤¥­­ë© í«¥¬¥­â®¬ x ¢ ¯®«ãà¥è¥âª¥ (ui; vk)). �ç¥-
¢¨¤­®, çâ® �x 2 S[L]. �®®â¢¥âáâ¢¨¥ � 7! �x ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­® ®â®¡à ¦ ¥â ¯®«ã£àã¯¯ã B ¢
ª¢ §¨¡ã«¥¢ã áâ¥¯¥­ì S[L]. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ �x = �y, â® I(x) = I(y), ®âªã¤  x 6 y ¨ y 6 x
¨, §­ ç¨â, x = y. �®ª ¦¥¬, çâ® ®­® ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬, â. ¥. çâ® �xy = �x�y ¤«ï «î¡ëå
x; y 2 B. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ã¬­®¦¥­¨ï ¢ S[L] ¨¬¥¥¬

(�x�y)(u; v) =
_

(u;v)=(u;v�)(u�;v)

(�x(u; v
�) ^ �y(u

�; v)):

�à¥¡ã¥âáï à áá¬®âà¥âì âà¨ â¨¯®¢ëå á«ãç ï.
1. �ãáâì y 2 (ui; vl). �®£¤ 

�y(u; v) =

8>>>><
>>>>:

I(y); ¥á«¨ (u; v) = (ui; vl);

fvlg; ¥á«¨ (u; v) = (ui; !);

fuig; ¥á«¨ (u; v) = (o; vl);

? ¢ ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå:

a) �á«¨ (u; v) = (ui; vl), â®

(�x�y)(ui; vl) = (�x(ui; vk) ^ �y(ui; vl)) _ (�x(ui; vk) ^ �y(o; vl)) _ (�x(ui; !) ^ �y(ui; vl)) _

_ (�x(ui; !) ^ �y(o; vl)) = (I(x) ^ I(y)) _ (I(x) ^ fuig) _ (fvkg ^ I(y)) _ (fvkg ^ fuig) =

= (I(x) ^ I(y)) _ fvkg = ffx�; y�g 2 R(ui; vk; vl) j x� 6 x& y� 6 yg _ fvkg:

� ª ª ª ¯ àë fx�; y�g ¯à ¢¨«ì­ë¥ ¨ (ui; vk)(ui; vl) = (ui; vl), â® x�y� = y�. �®£¤  y� = x�y� 6
xy. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, (�x�y)(ui; vl) 6 I(xy). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯ãáâì (�x�y)(ui; vl) < I(y0). � à 
fxy; yxg ¯à ¢¨«ì­ ï ¨ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¬­®¦¥áâ¢ã ffx�; y�g 2 R(ui; vk; vl) j x� 6 x& y� 6 yg, â. ª.
xy 6 y ¨ yx 6 x. �® â®£¤  xy 2 I(y0), â. ¥. xy 6 y0 ¨, §­ ç¨â, I(xy) � I(y0). � ª¨¬ ®¡à §®¬,
(�x�y)(ui; vl) = I(xy) = �xy(ui; vl).

¡) �á«¨ (u; v) = (ui; !), â®

(�x�y)(ui; !) = (�x(ui; vk) ^ �y(ui; !)) _ (�x(ui; !) ^ �y(ui; !)) =

= (I(x) ^ fvlg) _ (fvkg ^ fvlg) = fvlg = �xy(ui; !):

¢) �á«¨ (u; v) = (o; vl), â®

(�x�y)(o; vl) = (�x(o; vk) ^ �y(ui; vl)) _ (�x(o; vk) ^ �y(o; vl)) =

= (fuig ^ I(y)) _ (fuig ^ fuig) = fuig = �xy(o; vl):

�â ª, �x�y = �xy ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ á«ãç ¥ 1.
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2. �ãáâì z 2 (uj ; vk). �¤¥áì à ááã¦¤¥­¨ï ¢¯®«­¥  ­ «®£¨ç­ë, ¨, ª ª ¢ á«ãç ¥ 1, ¢ ¨â®£¥
¯®«ãç ¥¬ �x�z = �xz.

3. �ãáâì t 2 (uj ; vl). �®£¤ 

�t(u; v) =

8>>>><
>>>>:

I(t); ¥á«¨ (u; v) = (uj ; vl);

fvlg; ¥á«¨ (u; v) = (uj ; !);

fujg; ¥á«¨ (u; v) = (o; vl);

? ¢ ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå:

 ) �á«¨ (u; v) = (ui; vl), â®

(�x�t)(u; v) = (�x(ui; vk) ^ �t(uj ; vl)) _ (�x(ui; vk) ^ �t(o; vl)) _

_ (�x(ui; !) ^ �t(uj ; vl)) _ (�x(ui; !) ^ �t(o; vl)) =

= (I(x) ^ I(z)) _ (I(x) ^ fujg) _ (fvkg ^ I(z)) _ (fvkg ^ fujg) =

= (I(x) ^ I(z)) _ fujg _ fvkg =

= ffx�; y�; z�; t�g 2 R(ui; uj ; vk; vl) j x
�
6 x&t� 6 tg _ fujg _ fvkg:

� ª ª ª ç¥â¢¥àª¨ fx�; y�; z�; t�g ¯à ¢¨«ì­ë¥, â® y� = x�t� 6 xt. �à¨ íâ®¬ xt 2 (ui; vl). �«¥¤®¢ -
â¥«ì­®, (�x�t)(ui; vl) 6 I(xt). �ãáâì (�x�t)(ui; vl) < I(y0). �¥â¢¥àª  fxt; tx; x(tx); t(xt)g ¯à ¢¨«ì-
­ ï ¨, â. ª. x(tx) 6 x ¨ t(xt) 6 t, ®­  ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¬­®¦¥áâ¢ã ffx�; y�; z�; t�g 2 R(ui; uj ; vk; vlg j
x� 6 x& t� 6 tg. � à¥è¥âª¥ L íâ® ¯®á«¥¤­¥¥, ¡ã¤ãç¨ í«¥¬¥­â®¬ ¯®¤à¥è¥âª¨ P(R(ui; uj ; vk; vl)),
¬ ¦®à¨àã¥âáï ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î í«¥¬¥­â®¬ I(y0) ¯®¤à¥è¥âª¨ I(ui; vl). �â® ¬®¦¥â ¡ëâì â®«ìª®
¥á«¨ xt 2 I(y0), â.¥. I(xt) � I(y0). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® (�x�t)(u; v) = I(xt) = �xt(u; v).

¡) �á«¨ (u; v) = (ui; !), â®

(�x�t)(ui; !) = (�x(ui; vk) ^ �t(uj ; !)) _ (�x(ui; !) ^ �t(uj ; !)) =

= (I(x) ^ fvlg) _ (fuig ^ fvlg) = fvlg = �xt(ui; !):

¢) �á«¨ (u; v) = (o; vl), â®

(�x�t)(o; vl) = (�x(o; vk) ^ �t(uj ; vl)) _ (�x(o; vk) ^ �t(o; vl)) =

= (fuig ^ I(t)) _ (fuig ^ fujg) = fuig = �xt(o; vl):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, �x�y = �xy ¨ ¢ á«ãç ¥ 3.
�â ª, ¯®ª § ­®, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ x 7! �x ï¢«ï¥âáï ¢«®¦¥­¨¥¬ ¨¤¥¬¯®â¥­â­®© ¯®«ã£àã¯¯ë

B á âà ­§¨â¨¢­®© ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâìî ¢ ª¢ §¨¡ã«¥¢ã áâ¥¯¥­ì S[L] ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¯®«ã£àã¯¯ë S.
� ¯à®¢¥¤¥­­ëå à ááã¦¤¥­¨ïå ¬®«ç «¨¢® ¯à¥¤¯®« £ «®áì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢  U0 ¨ V0 á®¤¥à¦ â

ª ¦¤®¥ ­¥ ¬¥­¥¥ ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢, â. ¥. çâ® ä ªâ®à¯®«ã£àã¯¯  S0 = B=� ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­® ¯àï-
¬®ã£®«ì­®© ¯®«ã£àã¯¯®©, ­¥ á¢®¤ïé¥©áï ­¨ ª «¥¢®-, ­¨ ª ¯à ¢®á¨­£ã«ïà­®¬ã ç áâ­®¬ã á«ãç î,
¨, ªà®¬¥ â®£®, jU0 [ V0j > 5.

�ãáâì S0 = B=� | «¥¢®á¨­£ã«ïà­ ï ¯®«ã£àã¯¯ , â. ¥. jV0j = 1. �®£¤  ¢ B ¡ã¤¥â �(x)�(y) =
�(x), â. ¥. �(xy) = �(x), ®âªã¤  xyx = xy. �¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¯®«ã£àã¯¯  á âà ­§¨â¨¢­ë¬ ®â­®è¥­¨¥¬
ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨, ¢ ª®â®à®© ¢ë¯®«­ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢® xyx = xy, á®£« á­® [4] ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢
ª¢ §¨¡ã«¥¢ã áâ¥¯¥­ì «¥¢®á¨­£ã«ïà­®© ¯®«ã£àã¯¯ë. B á«ãç ¥ jU0j = 1 a­ «®£¨ç­® ¯®«ãç ¥¬
¢«®¦¥­¨¥ ¯®«ã£àã¯¯ë B ¢ ª¢ §¨¡ã«¥¢ã áâ¥¯¥­ì ¯à ¢®á¨­£ã«ïà­®© ¯®«ã£àã¯¯ë.

� ¬¥â¨¬, ­ ª®­¥æ, çâ® ¥á«¨ jU0j = jV0j = 2, â® ¤«ï ®áãé¥áâ¢¨¬®áâ¨ ¯®áâà®¥­¨©, á¢ï§ ­­ëå á
®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ à¥è¥âª¨ L, ¢¬¥áâ® ¬­®¦¥áâ¢  U0 [ V0 ¬®¦­® ¢§ïâì U [ V .
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