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� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¨§ãç îâáï ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á
®á®¡¥­­®áâï¬¨ ­  ª®¬¯ ªâ­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨, ¯®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¯à¨¬¥­ïîâáï ª á¨¬¯«¥ª-
â¨ç¥áª®© áâàãªâãà¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ � àâ¨­¥ [1], [2].

�á¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¯à¥¤¯®« £ îâáï £« ¤ª¨¬¨. �«ï ¬­®£®®¡à §¨ï M ç¥à¥§

(M) ®¡®§­ ç ¥âáï  «£¥¡à  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ ­  M , ç¥à¥§ X(M) |  «£¥¡à  �¨ ¢¥ª-
â®à­ëå ¯®«¥© ­  M , ¤«ï ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï V 2 X(M) ç¥à¥§ LV ®¡®§­ ç ¥âáï ¯à®¨§¢®¤­ ï �¨ ¢
­ ¯à ¢«¥­¨¨ V .

1. �¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  á ®á®¡¥­­®áâï¬¨

�ãáâì !0 | § ¬ª­ãâ ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï 2-ä®à¬  ­  R2n â ª ï, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® �0 = fx 2
R
2n j det!0(x) = 0g ¥áâì ¢«®¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥, �0 | ¯á¥¢¤®£àã¯¯  «®ª «ì­ëå ¤¨ää¥®-

¬®àä¨§¬®¢ R2n , á®áâ®ïé ï ¨§ «®ª «ì­ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ f á® á¢®©áâ¢®¬ f�!0 = !0.
�¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â¨¯  !0 ­  2n-¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M ¬®¦¥â

¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­  ¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãà®© á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â¨¯  !0 ­  2n-¬¥à­®¬
¬­®£®®¡à §¨¨ M ­ §ë¢ ¥âáï �0-áâàãªâãà  ­  M , â. ¥. ¬ ªá¨¬ «ì­ë©  â« á á äã­ªæ¨ï¬¨ ¯¥à¥-
å®¤ , ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¬¨ ¯á¥¢¤®£àã¯¯¥ �0.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. 2-ä®à¬  ! ­  2n-¬¥à­®¬ £« ¤ª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M ­ §ë¢ ¥âáï á¨¬¯«¥ª-

â¨ç¥áª®© áâàãªâãà®© á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â¨¯  !0, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 M áãé¥áâ¢ã¥â
®ªà¥áâ­®áâì U(p) ¨ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ �p : U(p) ! O � R

2n , £¤¥ O | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢
R
2n , â ª¨¥, çâ® !jU(p) = ��p(!0).

�â¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì ­  M § ¤ ­ �0- â« á A = f(U�; ��)g.
�®£¤  ���!0jU�\U� = ���!0

���
U�\U�

. �®íâ®¬ã ­  M ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­  ! 2 
2(M) â ª ï, çâ®

!j
U�

= ���!0, ¨ ®ç¥¢¨¤­® ! ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¯à¥¤¥«¥­¨î 2. � ®¡®à®â, ¯ãáâì ­ M § ¤ ­  2-ä®à¬ 
!, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ®¯à¥¤¥«¥­¨î 2. �®£¤  ¯ àë (U(p); �p) ®¡à §ãîâ �0- â« á ­  M . �á­®, çâ®
¯®áâà®¥­­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬¨ �0- â« á ¬¨ ¨ 2-ä®à¬ ¬¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨
®¯à¥¤¥«¥­¨î 2, ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬­®®¤­®§­ ç­ë¬.

Oá®¡®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �ãáâì 2-ä®à¬  !
­  2n-¬¥à­®¬ £« ¤ª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M ¥áâì á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â¨¯ 
!0.

�¥¬¬  1. �­®¦¥áâ¢® � = fp 2 M j det!(p) = 0g ¥áâì § ¬ª­ãâ®¥ ¢«®¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®-

®¡à §¨¥ ¢ M , ¯à¨ íâ®¬ dim� = dim�0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A = f(U�; �� : U� ! O�)g | �0- â« á, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© !. �á­®,
çâ® ¤«ï «î¡®£® � U� \ � = ��1

� (O� \ �0). � ª ª ª �0 | ¢«®¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ¢ R2n ,
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â® �0 \ O� ¥áâì ¢«®¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ¢ O�. �®áª®«ìªã ®â®¡à ¦¥­¨¥ �� | ¤¨ää¥®¬®à-
ä¨§¬, U�\� ¥áâì ¢«®¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ¢ U�, ¨, §­ ç¨â, � | ¢«®¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥
¢ M .

�®¤¬­®£®®¡à §¨¥ � ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®á®¡ë¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë
á ®á®¡¥­­®áâï¬¨.

�¥¬¬  2. �ãáâì ! | á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â¨¯  !0 ­  ¬­®£®-

®¡à §¨¨ M , U �M | ®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, V;W 2 X(U). �á«¨ iV ! = iW!, â® V =W .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  U �M ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® eU = U n (U \�)
¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ U ¨ ä®à¬  ! ­¥¢ëà®¦¤¥­  ­  eU . �®íâ®¬ã ¨§ à ¢¥­áâ¢  iV ! = iW! á«¥¤ã¥â, çâ®
V =W ­  eU , ¨, §­ ç¨â, ­  ¢á¥¬ U .

2. �­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë
á ®á®¡¥­­®áâï¬¨

�ë ®¯à¥¤¥«¨«¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áªãî áâàãªâãàã á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ª ª ¯á¥¢¤®£àã¯¯®¢ãî áâàãªâã-
àã (®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1) ¨ íª¢¨¢ «¥­â­ë¬ ®¡à §®¬ ª ª § ¬ª­ãâãî 2-ä®à¬ã (®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2). �®®â¢¥â-
áâ¢¥­­® ®¯à¥¤¥«¥­ë ¨ ¤¢  ¯à®áâà ­áâ¢  áãé¥áâ¢¥­­ëå ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© á¨¬-
¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á ®á®¡¥­­®áâï¬¨: ¯à®áâà ­áâ¢® áãé¥áâ¢¥­­ëå ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ëå ¤¥-
ä®à¬ æ¨© ¯á¥¢¤®£àã¯¯®¢®© áâàãªâãàë, ¨§®¬®àä­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢ã ª®£®¬®«®£¨© �¥å  �H1(M ;X�)
á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ¯ãçª¥ �-¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©, £¤¥ � | ¯á¥¢¤®£àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¨¬¯«¥ª-
â¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á ®á®¡¥­­®áâï¬¨, ¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Dess(!) áãé¥áâ¢¥­­ëå ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì-
­ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© § ¬ª­ãâ®© 2-ä®à¬ë !. � íâ®¬ à §¤¥«¥ ¤«ï ª®¬¯ ªâ­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï M ¬ë
áâà®¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : �H1(M ;X�)! Dess(!) ¨ ¨áá«¥¤ã¥¬ ¥£® á¢®©áâ¢ .

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ M ª®¬¯ ªâ­®.

1.1. �¥ä®à¬ æ¨¨ ¯á¥¢¤®£àã¯¯®¢®© áâàãªâãàë. � ¯®¬­¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ à¥§ã«ìâ âë â¥®à¨¨
¤¥ä®à¬ æ¨© ¯á¥¢¤®£àã¯¯®¢ëå áâàãªâãà, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥. �á­®¢ë
íâ®© â¥®à¨¨ § «®¦¥­ë ¢ à ¡®â å [3]{[5] (á¬. â ª¦¥ [6] ¨ [7]). �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ïå ¤¥-
ä®à¬ æ¨© ¯á¥¢¤®£àã¯¯®¢ëå áâàãªâãà ¢ ®á­®¢­®¬ à áá¬ âà¨¢ «¨áì âà ­§¨â¨¢­ë¥ ¯á¥¢¤®£àã¯¯ë,
®¤­ ª® ®á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¡¥§ âàã¤  ¬®¦­® ¯¥à¥­¥áâ¨ ­  ­¥âà ­§¨¢­ë© á«ãç ©.

�ãáâì � | ­¥ª®â®à ï ¯á¥¢¤®£àã¯¯  «®ª «ì­ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬­®£®®¡à §¨ï M . �¤­®-
¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥¬¥©áâ¢® �s í«¥¬¥­â®¢ � ­ §ë¢ ¥âáï £« ¤ª¨¬, ¥á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® U = f(x; s) 2
M � R j x 2 D(�s)g, £¤¥ D(g) | ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï í«¥¬¥­â  g 2 �, ®âªàëâ® ¢ M � R ¨ ®â®-
¡à ¦¥­¨¥ � : U ! R

n , �(x; s) = �s(x), | £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �« ¤ª®¥ ®¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥
á¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ � ­ §®¢¥¬ ªà¨¢®© ¢ �.

�ãáâì �s, jsj < ", | ªà¨¢ ï ¢ � â ª ï, çâ® �0 ¥áâì â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ®âªàëâ®£®
¬­®¦¥áâ¢  U �M . �®£¤  ­  U ®¯à¥¤¥«¥­® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ V (x) = d

ds

��
s=0

�s(x), ª®â®à®¥ ­ §ë¢ ¥â-
áï ª á â¥«ì­ë¬ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ ª �s ¢ s = 0. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ V , ®¯à¥¤¥«¥­­®¥
­  ®âªàëâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ U �M , ­ §ë¢ ¥âáï �-¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬, ¥á«¨ ¥£® ¯®â®ª á®áâ®¨â ¨§ í«¥-
¬¥­â®¢ �. �á«¨ «î¡®¥ ª á â¥«ì­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ª ªà¨¢®© ¢ � ï¢«ï¥âáï �-¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬,
â® £®¢®àïâ, çâ® ¯á¥¢¤®£àã¯¯  ®¡« ¤ ¥â ¯á¥¢¤® «£¥¡à®© �¨ [3]. �á«¨ ¯á¥¢¤®£àã¯¯  � ®¡« ¤ ¥â
¯á¥¢¤® «£¥¡à®© �¨, â® ¬­®¦¥áâ¢® X�(U) �-¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ­  U ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®© �¨ ¢
 «£¥¡à¥ �¨ X(U) ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ­  U , ¨ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ U ! X�(U) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯ãç®ª  «£¥¡à
�¨ X� ­  M .

�ãáâì �0 | ¯á¥¢¤®£àã¯¯  «®ª «ì­ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ Rn , ®¡« ¤ îé ï ¯á¥¢¤® «£¥¡à®©
�¨. �0- â« á A ­  ¬­®£®®¡à §¨¨M ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯á¥¢¤®£àã¯¯ã � ­ M , «®ª «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­ãî
¯á¥¢¤®£àã¯¯¥ �0. �®ª «ì­ë© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ f : U ! U 0 ¬­®£®®¡à §¨ï M ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¯á¥¢-
¤®£àã¯¯¥ � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡ëå ª àâ (W;�); (W 0; �0) 2 A â ª¨å, çâ®W \U 6= ;
¨ f(W \U) �W 0, ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ �0f��1j�(W\U) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â �0. � ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ª ¦¤ ï
ª àâ  (W;�) § ¤ ¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¯ãçª®¢ X�jW ! X�0 j�(W ).
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�¥ä®à¬ æ¨¥© �0- â« á  A = f(U�; ��)g ­ §ë¢ ¥âáï â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® �0- â« á®¢ A(s) =
f(U�; ��(s))g, jsj < ", çâ®

1) ®â®¡à ¦¥­¨ï U� � (�"; ")! R
n , (x; s)! ��(s)(x) £« ¤ª¨¥;

2) ���(s) = ��(s)��1
� (s) | ªà¨¢ë¥ ¢ �0;

3) A(0) = A.
�¥ä®à¬ æ¨ï A(s) �0- â« á  A ­ §ë¢ ¥âáï ­¥áãé¥áâ¢¥­­®©, ¥á«¨ ��(s)��1

� ¯à¨­ ¤«¥¦ â
¯á¥¢¤®£àã¯¯¥ �0, â. ¥. ¢á¥  â« áë A(s) ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¬ ªá¨¬ «ì­®¬ã �0- â« áã, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¬ã
 â« á®¬ A.

�ãáâì A(s) = f(U�; ��(s))g | ¤¥ä®à¬ æ¨ï �0- â« á  A = f(U�; ��)g. �®£¤  d

ds

��
s=0

���(s) ¥áâì
�0-¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ­  ���(��(U� \ U�)) � ��(U�).

�¯à¥¤¥«¨¬ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ V�� ­  U� \ U�:

V��(p) = d��1
�

�
d

ds

���
s=0

���(s)(��(p))
�
; (1)

¨ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ W� ­  U�:

W�(p) = d��1
�

�
d

ds

���
s=0

��(s)(p)
�
: (2)

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 1. 1) V�� = W�jU�\U� � W�jU�\U� ;
2) fV��g | 1-ª®æ¨ª« ­  ¯®ªàëâ¨¨ U = fU�g c ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ X�;
3) eá«¨ ¤¥ä®à¬ æ¨ï A(s) ­¥áãé¥áâ¢¥­­ , â® ª« áá ª®£®¬®«®£¨© [V��] 2 H1(M ;X�) âà¨¢¨ -

«¥­.

�®æ¨ª« fV��g ­ §ë¢ ¥âáï ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥© �0-áâàãªâãàë. �« áá [V��] 2
H1(M ;X�) ­ §ë¢ ¥âáï áãé¥áâ¢¥­­®© ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥© �0-áâàãªâãàë.

�®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ «î¡ ï ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¯®à®¦¤¥­  ¤¥ä®à¬ æ¨¥© �0-
áâàãªâãàë. � [7] ¤®ª § ­®, çâ® ¥á«¨ áãé¥áâ¢¥­­ ï ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï, ¯à¥¤áâ -
¢«¥­­ ï ª®æ¨ª«®¬ fV��g, ¯®à®¦¤¥­  ¤¥ä®à¬ æ¨¥© �0-áâàãªâãàë, â® ª®æ¨ª« fW��
 = [V��; V�
 ]g
�-¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©, £¤¥ [ ; ] | áª®¡ª  ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ­ã«¥¢®© ª« áá ª®£®¬®«®£¨©
¢ H2(M ;X�). �« áá ª®£®¬®«®£¨© [W��
] 2 H2(M;X�) ­ §ë¢ ¥âáï ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥¬ ª ¨­â¥£à¨àã¥-

¬®áâ¨ ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ fV��g.

1.2. �­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ § ¬ª­ãâ®© ä®à¬ë. �ãáâì � | § ¬ª­ãâ ï ¤¨ää¥à¥­-
æ¨ «ì­ ï ä®à¬  ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M . �¥ä®à¬ æ¨¥© ä®à¬ë � ­ §ë¢ ¥âáï £« ¤ª®¥ á¥¬¥©áâ¢®
§ ¬ª­ãâëå ä®à¬ �(s), jsj < ", £¤¥ �(0) = �. �ãáâì �(s) | ¯®â®ª «®ª «ì­ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢
¬­®£®®¡à §¨ï M . �®£¤  á¥¬¥©áâ¢® ä®à¬ �(s) = �(s)�(�) ­ §ë¢ ¥âáï ­¥áãé¥áâ¢¥­­®© ¤¥ä®à-

¬ æ¨¥© ä®à¬ë �. � ¬ª­ãâ ï ä®à¬  � ­ §ë¢ ¥âáï (­¥áãé¥áâ¢¥­­®©) ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­®© ¤¥-
ä®à¬ æ¨¥© ä®à¬ë �, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï (­¥áãé¥áâ¢¥­­ ï) ¤¥ä®à¬ æ¨ï �(s) ä®à¬ë �, çâ®
� = d

ds

��
s=0

�(s). �â¬¥â¨¬, çâ® § ¬ª­ãâ ï ä®à¬  � ï¢«ï¥âáï ­¥áãé¥áâ¢¥­­®© ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­®©
¤¥ä®à¬ æ¨¥© ä®à¬ë � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ V 2 X(M) â ª®¥,
çâ® � = LV � = d(iV �).

�«ï «î¡®© § ¬ª­ãâ®© p-ä®à¬ë � á¥¬¥©áâ¢® �(s) = �+ s� ¥áâì á¥¬¥©áâ¢® § ¬ª­ãâëå ä®à¬, ¨
� = d

ds

��
s=0

�(s), ¯®íâ®¬ã ¬­®¦¥áâ¢® ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© D(�) ä®à¬ë � 2 
p(M) á®-
¢¯ ¤ ¥â á ¯à®áâà ­áâ¢®¬ § ¬ª­ãâëå p-ä®à¬. �­®¦¥áâ¢® ­¥áãé¥áâ¢¥­­ëå ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ëå
¤¥ä®à¬ æ¨© ¥áâì ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® D0(�) � D(�), á®áâ®ïé¥¥ ¨§ â®ç­ëå p-ä®à¬ ¢¨¤  d(iV �), £¤¥
V 2 X(M). � ªâ®à-¯à®áâà ­áâ¢® Dess(�) = D(�)=D0(�) ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®áâà ­áâ¢®¬ áãé¥áâ¢¥­­ëå
¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© § ¬ª­ãâ®© ä®à¬ë �.

�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®áâà ­áâ¢  áãé¥áâ¢¥­­ëå ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© á«¥¤ã¥â, çâ®
¤«ï «î¡®© § ¬ª­ãâ®© p-ä®à¬ë � ®¯à¥¤¥«¥­ áîàê¥ªâ¨¢­ë© £®¬®¬®àä¨§¬  : Dess(�) ! Hp(M),
®â®¡à ¦ îé¨© áãé¥áâ¢¥­­ãî ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ãî ¤¥ä®à¬ æ¨î § ¬ª­ãâ®© ä®à¬ë � ¢ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨© ª« áá ª®£®¬®«®£¨© ¤¥ � ¬ .
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1.3. �­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �®ª -
¦¥¬, ª ª á¢ï§ ­ë ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á ®á®¡¥­­®áâï-
¬¨ â¨¯  !0 ª ª ¯á¥¢¤®£àã¯¯®¢®© áâàãªâãàë (á¬. ¯. 1.1) á ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ë¬¨ ¤¥ä®à¬ æ¨ï¬¨
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© § ¬ª­ãâ®© 2-ä®à¬ë ! (á¬. ¯. 1.2).

�ãáâì á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â¨¯  !0 ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M § ¤ ­  �0-
 â« á®¬ A = f(U�; ��)g, ¨ ! 2 
2(M) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï § ¬ª­ãâ ï 2-ä®à¬  (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨ï
1 ¨ 2). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ � ¯á¥¢¤®£àã¯¯ã, á®áâ®ïéãî ¨§ «®ª «ì­ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ f ¬­®-
£®®¡à §¨ï M â ª¨å, çâ® f�! = !. �âáî¤  ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ V ¥áâì á¥ç¥­¨¥ ¯ãçª  �-¢¥ªâ®à­ëå
¯®«¥© X� â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  LV ! = 0.

�¥ä®à¬ æ¨ï A(s) = f(U�; ��(s))g ¤ ­­®£® �0- â« á  ®¯à¥¤¥«ï¥â ¤¥ä®à¬ æ¨î !(s) ä®à¬ë !:
á¥¬¥©áâ¢® § ¬ª­ãâëå 2-ä®à¬ !(s) § ¤ ¥âáï à ¢¥­áâ¢ ¬¨ !(s)jU� = ���(s)!0.

�ãáâì � = d

ds

��
s=0

!(s) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï !, â®£¤  �jU� =
LW�

!, £¤¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ W� 2 X(U�) ®¯à¥¤¥«¥­® à ¢¥­áâ¢®¬ (2). �à¨ íâ®¬ V�� = W� �W�

¥áâì ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï  â« á  A, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ¤¥ä®à¬ æ¨¥© A(s) (á¬. ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨¥ 1).

� ­­®¥ à ááã¦¤¥­¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, ª ª ®¯à¥¤¥«¨âì ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢  �H1(M;X�)
áãé¥áâ¢¥­­ëå ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© �0- â« á  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢® Dess(!) áãé¥áâ¢¥­­ëå
¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© § ¬ª­ãâ®© 2-ä®à¬ë, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© íâ¨¬  â« á®¬. �¬¥­­®,
¯ãáâì áãé¥áâ¢¥­­ ï ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï § ¤ ¥âáï ª®æ¨ª«®¬ �-¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©
V�� ­  ¯®ªàëâ¨¨ U = fU�g ¬­®£®®¡à §¨ï M . � ª ª ª ¯ãç®ª ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© X ­  M ï¢«ï¥âáï
â®­ª¨¬, áãé¥áâ¢ãîâ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï W� 2 X(U�) â ª¨¥, çâ® V�� = W� �W�. �®«®¦¨¬ �� =
LW�

!, ¨, â. ª. LV��! = 0, ¯®«ãç ¥¬ ��jU�� = ��jU�� . �®íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­  ä®à¬  �: �jU� = ��, ¯à¨
íâ®¬ d� = 0.

�á«¨ § ¤ ­® ¤àã£®¥ à §«®¦¥­¨¥ V�� = W 0

� �W 0

�, â® ­  U� \ U� ¨¬¥¥¬ W 0

� �W 0

� = W� �W�.
�®íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ W : W j

U�
=W 0

� �W�, ¨

�0 � � = LW! = d(iW!):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬ë � ¨ �0 ®¯à¥¤¥«ïîâ ®¤¨­ ¨ â®â ¦¥ ª« áá ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Dess(!).
�â ª, ¯®«ãç¥­® ®â®¡à ¦¥­¨¥

e� : �Z1(U ;X�)! Dess(!); e�(V��) = [�]:

�§ ¯®áâà®¥­¨ï ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¥á«¨ ¤¢  ª®æ¨ª«  V 0

�� ¨ V�� ª®£®¬®«®£¨ç­ë, â® ®­¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ ®¤­ã

¨ âã ¦¥ § ¬ª­ãâãî ä®à¬ã �, ¯®íâ®¬ã e�(V 0

��) = e�(V��), â. ¥. ¯®«ãç ¥âáï «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥
� : �H1(M ;X�)! Dess(!): (3)

�§ à ááã¦¤¥­¨©, ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¢ ­ ç «¥ à §¤¥« , á«¥¤ã¥â

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 2. �ãáâì á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  ! á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â¨¯  !0 § ¤ ­ 

�0- â« á®¬ A. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® § ¤ ­  ¤¥ä®à¬ æ¨ï A(s)  â« á  A, ¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ !(s)
á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¤¥ä®à¬ æ¨î ä®à¬ë !. �á«¨ [V��] 2 H1(M;X�) ¥áâì áãé¥áâ¢¥­­ ï ¨­ä¨­¨-
â¥§¨¬ «ì­ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï, ¯®áâà®¥­­ ï ¯® A(s), ¨ � = d

ds

��
s=0

!(s), â® �([V��]) = [�].

1.4. �¢®©áâ¢  ®â®¡à ¦¥­¨ï �.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 3. �â®¡à ¦¥­¨¥ � ï¢«ï¥âáï ¬®­®¬®àä¨§¬®¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì �([V��]) = 0. �®§ì¬¥¬ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï W� 2 X(U�) â ª¨¥, çâ®
V�� =W� �W�. �®£¤  ä®à¬  �, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï à ¢¥­áâ¢ ¬¨ �jU� = d(iW�

!), «¥¦¨â ¢ D0. �­ ç¨â,
áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥W ­ M , ¤«ï ª®â®à®£® ­  ª ¦¤®¬ U� ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® d(iW!) =
d(iW�

!). �® â®£¤  W 0

� =W� �W 2 X�(U�), ¯®íâ®¬ã [V��] = [W 0

� �W 0

�] = 0.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ 
p ¯ãç®ª p-ä®à¬ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨M . �ãáâì � : X! 
1 | ¬®àä¨§¬ ¯ãçª®¢,
§ ¤ ­­ë© ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨ �U : X(U)! 
1(U), �(V ) = iV !.
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�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 4. �â®¡à ¦¥­¨¥ � áîàê¥ªâ¨¢­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  
1 =
�(X) + d
0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì [�] 2 H2(M). �® ãá«®¢¨î ¬®¦­® ¢ë¡à âì â ª®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥
U = fU�g ¬­®£®®¡à §¨ï M , çâ® ¤«ï «î¡®£® U� ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢  �j

U�
= d�� ¨ �� =

�(W�) + df� = iW�
! + df�, £¤¥ W� 2 X(U�), f� 2 
0(U�). �®£¤ 

�j
U�

= d�� = d(iW�
!) = LW�

!:

�®íâ®¬ã V�� =W� �W� 2 X�(U� \ U�) ¨ �([V��]) = [�].
� ®¡®à®â, ¯ãáâì � áîàê¥ªâ¨¢­®. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ª« áá  [�] 2 Dess(!) áãé¥áâ¢ã¥â ª« áá

ª®£®¬®«®£¨© �¥å  [V��] 2 �H1(M ;X�) â ª®©, çâ® �([V��]) = [�]. �® ¯®áâà®¥­¨î � áãé¥áâ¢ã¥â ¯®-
ªàëâ¨¥ U = fU�g ¨ â ª¨¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï W� 2 X(U�), çâ® ­  «î¡®¬ U� ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®
LW�

! = � + d(iV !), £¤¥ V 2 X(M). �®«®¦¨¬ W 0

� =W� � V j
U�
, â®£¤  LW 0

�
! = �. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ¨§ áîàê¥ªâ¨¢­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï � á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®© § ¬ª­ãâ®© ä®à¬ë
� áãé¥áâ¢ã¥â ¯®ªàëâ¨¥ U = fU�g ¬­®£®®¡à §¨ï M ¨ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï W 0

� 2 X(U�) â ª¨¥, çâ®
�j
U�

= LW 0

�
!. � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï «î¡®© § ¬ª­ãâ®© ä®à¬ë � 2 
2(M) ¨ «î¡®© â®çª¨ p 2 M

áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâì U íâ®© â®çª¨ ¨ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ W 2 X(U) â ª¨¥, çâ® �j
U
= LW!.

�¥¯¥àì § ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® à®áâª  h�ip 2 
1
p áãé¥áâ¢ã¥â § ¬ª­ãâ ï ä®à¬  � 2 
2(M)

â ª ï, çâ® h�ip = hd�ip. �­ ç¨â, áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ®ªà¥áâ­®áâì U â®çª¨ p ¨ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥
W 2 X(U), çâ® d(iW!) = LW! = d�, ­® â®£¤  h�ip = hiW!+dfip, £¤¥ f | äã­ªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï
­  ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ p. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç ¥¬ 
1 = �(X) + d
0.

�¯à¥¤¥«¨¬ ¯®¤¯ãç®ª T ¯ãçª  £« ¤ª¨å äã­ªæ¨© 
0 ­ M . �«ï «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ 
U £« ¤ª ï äã­ªæ¨ï f ¯à¨­ ¤«¥¦¨â T (U) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 U
áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâì U 0 � U â®çª¨ p ¨ V 2 X(U 0) â ª¨¥, çâ® df = iV !. �á­®, çâ® á®®â¢¥âáâ¢¨¥
U ! T (U) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯ãç®ª ¨ ®¯à¥¤¥«¥­® ¢«®¦¥­¨¥ i ¯ãçª  ¯®áâ®ï­­ëå äã­ªæ¨© RM ¢ T .

�®áâà®¨¬ ¬®àä¨§¬ ¯ãçª®¢ � : T ! X�. �«ï f 2 T (U) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯®ªàëâ¨¥ U = fU�g
¬­®¦¥áâ¢  U , çâ® ­  ª ¦¤®¬ U� ¥áâì ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ V� á® á¢®©áâ¢®¬ df = iV�!, ¯à¨ç¥¬ ¯®
«¥¬¬¥ 2 íâ® ¯®«¥ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¥­®, ¯®íâ®¬ã ­  U� \ U� ¨¬¥¥¬ V� = V�. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
­  U ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¥­® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ V á® á¢®©áâ¢®¬ df = iV !. � «¥¥, LV ! = d(iV !) =
d(df) = 0, ¯®íâ®¬ã V 2 X�(U). �â ª, ¯®«ãç¨«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �U : T (U) ! X�(U), ª®â®à®¥
®ç¥¢¨¤­® ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â®¡à ¦¥­¨ï �U ®¯à¥¤¥«ïîâ ¬®àä¨§¬ ¯ãçª®¢
� : T ! X�.

�«ï á¥ç¥­¨© ¯ãçª  T ®¯à¥¤¥«¨¬ áª®¡ªã �ã áá®­  f ; g. �ãáâì f; g 2 T (U), â®£¤  df = iV !,
dg = iW!, £¤¥ V;W 2 X�(U) ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¥­ë. �®«®¦¨¬

ff; gg = dg(V )� df(W ) = 2!(W;V ): (4)

�¥âàã¤­® ¯®ª § âì, çâ® ff; gg 2 T (U). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ­  eU = U n (U \ �) ä®à¬  ! ï¢«ï¥â-
áï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®©, ¨ ff; gg ¥áâì áª®¡ª  �ã áá®­  íâ®© á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë, ¯®íâ®¬ã
dff; gg = i[V;W ]! ­  eU (á¬., ­ ¯à., [8]). � ª ª ª ®¡¥ ç áâ¨ íâ®£® à ¢¥­áâ¢  ®¯à¥¤¥«¥­ë ­  U ¨ eU
¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ U , ¯®«ãç ¥¬ dff; gg = i[V;W ]! ­  ¢á¥¬ U , ¨, §­ ç¨â, ff; gg 2 T (U). �à®¬¥ â®£®,
¨§ íâ¨å à ááã¦¤¥­¨© á«¥¤ã¥â, çâ® áª®¡ª  f ; g ®¯à¥¤¥«ï¥â ­  T (U) áâàãªâãàã  «£¥¡àë �¨, ¨
¯ãç®ª T áâ ­®¢¨âáï ¯ãçª®¬  «£¥¡à �¨. �§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à ááã¦¤¥­¨© á«¥¤ã¥â, çâ® � : T ! X�

¥áâì ¬®àä¨§¬ ¯ãçª®¢  «£¥¡à �¨.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 5. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯ãçª®¢

0! RM
i
�! T

�
�! X� ! 0

ï¢«ï¥âáï â®ç­®©.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¬®àä¨§¬ i ï¢«ï¥âáï ¢«®¦¥­¨¥¬, ¨ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î �
¨¬¥¥¬ �i = 0.

�ãáâì f 2 T (U) ¨ �U(f) = 0. �®£¤  df = 0, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, f 2 RM (U). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï
«î¡®£® ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  U �M ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

0! RM (U) iU�! T (U) �U��! X�(U)

â®ç­ .
�áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p ¨ «î¡®£® à®áâª  hV ip 2 (X�)p áãé¥áâ¢ã¥â â ª®©

à®áâ®ª hfip 2 Tp, çâ® �p(hfip) = hV ip. �ãáâì V | ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì à®áâª  ¨§ (X�)p, ®¯à¥¤¥«¥­­ë©
­  áâï£¨¢ ¥¬®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ U â®çª¨ p. � ª ª ª d(iV !) = LV ! = 0, â® áãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨ï f ­ 
U á® á¢®©áâ¢®¬ df = iV !, §­ ç¨â, �p(hfip) = hV ip.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. 1. �¬¥¥â ¬¥áâ® â®ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

� � � ! �H0(M ;X�)
�
�! �H1(M ;RM ) i��! �H1(M ;T ) ���! �H1(M ;X�)

�
�! �H2(M ;RM ) i��! � � � (5)

2) �«¥¤ãîé ï ¤¨ £à ¬¬  ª®¬¬ãâ â¨¢­ :

�H1(M ;X�)
�
�! Dess(!)

�

??y ??y 
�H2(M ;RM )

�
�!
�=

H2(M);

(6)

£¤¥ £®¬®¬®àä¨§¬  ®¯à¥¤¥«¥­ ¢ ¯. 1.1, � | á¢ï§ë¢ îé¨© £®¬®¬®àä¨§¬ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-
áâ¨ (5), � | áâ ­¤ àâ­ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ª®£®¬®«®£¨© �¥å  á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ¯ãçª¥ «®ª «ì­®
¯®áâ®ï­­ëå äã­ªæ¨© RM ¨ ª®£®¬®«®£¨© ¤¥ � ¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì U = fU�g | ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï M â ª®¥, çâ® ¢á¥
U�� = U� \ U� áâï£¨¢ ¥¬ë. �ãáâì fV��g 2 �Z1(U ;X�). � ª ª ª d(iV��!) = 0, áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥
f�� 2 T (U��), çâ® df�� = iV��!. �®£¤  äã­ªæ¨¨ c��
 = f�� + f�
 + f
� ­  U� \U� \U
 ¯®áâ®ï­­ë
¨ ®¡à §ãîâ 2-ª®æ¨ª« �¥å  ­  U á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ¯ãçª¥ RM . �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î á¢ï§ë¢ îé¥£®
£®¬®¬®àä¨§¬  2-ª®æ¨ª« fc��
g ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ª« áá �([V��]) 2 �H2(U ;RM ).

�® ¯®áâà®¥­¨î ¨§®¬®àä¨§¬  � ¨¬¥¥¬ �([c��
 ]) = [�] 2 H2(M), £¤¥ �jU� = d�� ¨ f�� 2

1(U�)g | «î¡®© ­ ¡®à 1-ä®à¬ á® á¢®©áâ¢®¬ �� � �� = df��. �á«¨ V�� = W� �W�, â® df�� =
iW�

! � iW�
!, ¨ ¬®¦­® ¯®«®¦¨âì �� = iW�

!. �®£¤  �(�([V��])) = �([c��
 ]) = [�], £¤¥ �jU� =
d(iW�

!) = LW�
!. �® ¯®áâà®¥­¨î � 2-ä®à¬  � ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ª« áá �([V��]) ¢ Dess(!) ¨ ®­  ¦¥

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ª« áá  (�([V��])) 2 H2(M).
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç ¥¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã

�H1(U ;X�)
�
�! Dess(!)

�

??y ??y 
�H2(U ;RM )

�
�!
�=

H2(M)

¨, ¯¥à¥å®¤ï ª ¯àï¬®¬ã ¯à¥¤¥«ã, ¯®«ãç ¥¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã (6).

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 6. �ãáâì [v = fV��g] 2 H1(M ;X�) | áãé¥áâ¢¥­­ ï ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì-

­ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â¨¯  !0 ¨ [w = fW��
g] 2
H2(M;X�) | ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ª ¨­â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ íâ®© ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ (á¬.
¯. 1:1). �®£¤  [w] «¥¦¨â ¢ ®¡à §¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï �� : H2(M ;T ) ! H2(M ;X�), ¢å®¤ïé¥£® ¢ â®ç-

­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (5).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì 1-ª®æ¨ª« v 2 Z1(U ;X�), £¤¥ U | ¯®ªàëâ¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï M , á®-
áâ®ïé¥¥ ¨§ áâï£¨¢ ¥¬ëå ®âªàëâëå ¬­®¦¥áâ¢, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ãî ¤¥ä®à¬ æ¨î
á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â¨¯  !0, â®£¤  2-ª®æ¨ª« w = fW��
 = [V��; V�
 ]g 2
Z2(U ;X�) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ª ¨­â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ v.

�«ï ª®æ¨ª«  v ®¯à¥¤¥«¥­  ª®æ¥¯ì f = ff��g 2 C1(U ;T ) á® á¢®©áâ¢®¬ �(f) = v (á¬. ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨¥ 5). �®áâà®¨¬ ª®æ¥¯ì g��
 = ff��; f�
g 2 C

2(U ;T ), £¤¥ f ; g | áª®¡ª  �ã áá®­  (4). � ª
ª ª � | ¬®àä¨§¬ ¯ãçª®¢  «£¥¡à �¨, �(g) = w. �®ª ¦¥¬, çâ® g ¥áâì ª®æ¨ª«:

(@g)��
� = g�
� � g�
� + g��� � g��
 =

= ff�
; f
�g � ff�
; f
�g+ ff��; f�
g � ff��; f�
g =

= ff�
 + f
�; f
�g+ ff��; f�� + f
�g: (7)

� ¬¥â¨¬, çâ® iV��! = df��. �®íâ®¬ã f��+ f�
+ f
� = c��
 ¥áâì 2-ª®æ¥¯ì á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢
¯ãçª¥ RM . � á¨«ã á¢®©áâ¢ áª®¡ª¨ �ã áá®­  ¤«ï «î¡®© «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­®© äã­ªæ¨¨ c 2 RM (U)
¨ «î¡®© f 2 T (U) ¨¬¥¥¬ fc; fg = 0. �®íâ®¬ã

ff�
 + f
�; f
�g = fc��
 � f��; f
�g = �ff��; f
�g = ff��; f�
g:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ (7) ¯®«ãç ¥¬

(@g)��
� = ff��; f�
 + f
� + f��g = ff��; c�
�g = 0:

�â ª, g ¥áâì ª®æ¨ª«, ¯®íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­ ª« áá ª®£®¬®«®£¨© [g] 2 H2(M ;T ) ¨ �([g]) = [w].

3. �¥ä®à¬ æ¨¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á ®á®¡¥­­®áâìî � àâ¨­¥

2.1. �¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  á ®á®¡¥­­®áâìî � àâ¨­¥. � à ¡®â¥ [1] ­ ©¤¥­ë à®áâª¨
®¡é¥£® ¯®«®¦¥­¨ï § ¬ª­ãâ®© 2-ä®à¬ë ! ­  ç¥âëà¥å¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨. �«ï § ¬ª­ãâ®© 2-
ä®à¬ë ! ­  R

4 â ¬ ®¯à¥¤¥«¥­ë ¬­®¦¥áâ¢  �0 = fx 2 R
4 j det!(x) 6= 0g, �2 = fx 2 R

4 j
rank!(x) � 2g, �2;2 = fx 2 �2 j !(x)

��
T�2

= 0g, �2;0 = �2 n �2;2.
�«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 �0 à®áâ®ª h!ip ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë � à¡ã íª¢¨¢ «¥­â¥­ à®áâªã áâ ­¤ àâ­®©

á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© ä®à¬ë

!0 = dx1 ^ dx2 + dx3 ^ dx4 (8)

¢ ­ã«¥.
� àâ¨­¥ [1] ¤®ª § «, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 �2;0 à®áâ®ª h!ip íª¢¨¢ «¥­â¥­ à®áâªã ä®à¬ë

!0 = x1dx1 ^ dx2 + dx3 ^ dx4 (9)

¢ ­ã«¥, ¨ ¯à¨¢¥« ¯à¨¬¥àë § ¬ª­ãâëå 2-ä®à¬

!0 = dx1 ^ dx2 + x3dx2 ^ dx3 + d(x1x3 + x4x2 � 1
3
(x3)3) ^ dx4; (10)

!0 = dx1 ^ dx2 + x3dx2 ^ dx3 + d(x1x3 � x4x2 � 1
3
(x3)3) ^ dx4 (11)

­  R4 , ¤«ï ª®â®àëå �2;2(!) 6= ;.
�«ï § ¬ª­ãâëå 2-ä®à¬ ­  R2n á¯à ¢¥¤«¨¢®

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 7 ([1], £«. III, ¯. 4.2.2). �ãáâì ! | § ¬ª­ãâ ï 2-ä®à¬  ­  R
2n , � = fx 2

R
2n j det!(x) = 0g | ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ¢ R

2n , ¨ !0 = !j�. �á«¨ ¢ â®çª¥ x0 2 � !0 ¨¬¥¥â
¬ ªá¨¬ «ì­ë© à ­£, â® áãé¥áâ¢ã¥â «®ª «ì­ë© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬, ¯¥à¥¢®¤ïé¨© h!ix0 ¢ h!0ix0 ,
£¤¥

!0 = x1dx1 ^ dx2 + x3dx2 ^ dx3 + � � �+ dx2n�1 ^ dx2n: (12)

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  ! á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â¨¯  !0, £¤¥ !0 ¨¬¥¥â ¢¨¤
(12), ­ §ë¢ ¥âáï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãà®© á ®á®¡¥­­®áâìî � àâ¨­¥.

�§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 7 ­¥¬¥¤«¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â
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�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì ! | § ¬ª­ãâ ï 2-ä®à¬  ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M â ª ï, çâ® � = fp 2 M j
det!(p) = 0g | ¢«®¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥. �á«¨ !0 = !j� ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ë© à ­£ ¢® ¢á¥å
â®çª å �, â® ! ¥áâì á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï ä®à¬  á ®á®¡¥­­®áâìî � àâ¨­¥.

�à¨¬¥à ª®¬¯ ªâ­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï á á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãà®©, ¨¬¥îé¥© ®á®¡¥­­®áâì

� àâ¨­¥. �®§ì¬¥¬ ç¥âëà¥å¬¥à­ë© â®à T
4, ¨ ¯ãáâì � : R4 ! T

4 | áâ ­¤ àâ­®¥ ­ ªàëâ¨¥, �a,
a = 1; 4, áãâì â ª¨¥ 1-ä®à¬ë ­  T4, çâ® ��(�a) = dxa. �ãáâì ! = f�1^�2+�3^�4, £¤¥ ��f = cos(x1).
�á­®, çâ® d! = 0. �ãáâì p1; p2 2 S1| ­ã«¨ äã­ªæ¨¨ f . �®£¤  � = p1�T

3[p2�T
3 ¨ ®£à ­¨ç¥­¨¥ !

­  ª ¦¤ãî ª®¬¯®­¥­âã á¢ï§­®áâ¨ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï � ¨¬¥¥â ¢¨¤ �3^ �4, â. ¥. ¨¬¥¥â à ­£ 2. �®£¤ 
á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 2 ä®à¬  ! § ¤ ¥â á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áªãî áâàãªâãàã á ®á®¡¥­­®áâìî � àâ¨­¥ ­ 
T
4.
2.2. �­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á ®á®¡¥­­®áâìî � à-

â¨­¥. � íâ®¬ à §¤¥«¥ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® áãé¥áâ¢¥­­ëå ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ëå ¤¥ä®à¬ -
æ¨© á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á ®á®¡¥­­®áâìî � àâ¨­¥ ¨§®¬®àä­® ¯à®áâà ­áâ¢ã áãé¥áâ¢¥­-
­ëå ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© § ¬ª­ãâ®© ä®à¬ë !. �­ ç «¥ á¤¥« ¥¬
á«¥¤ãîé¥¥

� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ ! | á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  ¡¥§ ®á®¡¥­­®áâ¥©, â® ¯ãç®ª T á®¢¯ ¤ ¥â
á ¯ãçª®¬ £« ¤ª¨å äã­ªæ¨© 
0, ¯®íâ®¬ã Hk(M ;T ) = 0 ¯à¨ k > 0. �à®¬¥ â®£®, � : X ! 
1 |
¨§®¬®àä¨§¬ ¯ãçª®¢ (á¬. ¯. 1.4). �®íâ®¬ã ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 1 ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4 ¯®«ãç ¥¬ ¨§¢¥áâ­ë©
à¥§ã«ìâ â: ¤«ï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë H1(M ;X�) �= Dess(!) �= H2(M).

�¥¬¬  3. �ãáâì ! | á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  á ®á®¡¥­­®áâìî � àâ¨­¥. �«ï à®áâª 

«î¡®© 1-ä®à¬ë h�ip 2 
1
p ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®© â®çª¥ p 2 M áãé¥áâ¢ãîâ à®áâª¨ hW ip 2 Xp ¨

hfip 2 
0
p â ª¨¥, çâ® h�ip = hiW! + dfip.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì � | ®á®¡®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ áâàãªâãàë !. �á«¨ p =2 �, â® ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. �á«¨ p 2 �, â® ¢®§ì¬¥¬  ¤ ¯â¨à®¢ ­­ãî ª àâã á ªã¡¨ç¥áª®© ®¡« áâìî §­ ç¥-
­¨©, ¢ ª®â®à®© ! ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨© ¢¨¤ (12). � ¤® ¯®ª § âì, çâ® ­  U áãé¥áâ¢ãîâ äã­ªæ¨ï
f ¨ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ W â ª¨¥, çâ®

�1dx
1 + �2dx

2 + �3dx
3 + �4dx

4 + � � � =

= �x1w2dx1 + x1w1dx2 � w4dx3 +w3dx4 + � � �+ @1fdx
1 + @2fdx

2 + � � � (13)

�à ¢­¥­¨¥ (13) íª¢¨¢ «¥­â­® á¨áâ¥¬¥ ãà ¢­¥­¨©

�1 = �x1w2 + @1f

�2 = x1w1 + @2f

�3 = �w4 + @3f

�4 = w3 + @4f

: : : = : : :

�á¯®«ì§ã¥¬ à §«®¦¥­¨¥

�1 = �1(x2; : : : ; x2n) + x1�1(x1; : : : ; x2n);

�2 = �2(x
2; : : : ; x2n) + x1�2(x

1; : : : ; x2n):

� ª ª ª ®ªà¥áâ­®áâì U ªã¡¨ç¥áª ï, áãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨ï f0(x2; : : : ; x2n), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãà ¢-
­¥­¨î @2f0 = �2. �ãáâì f1 = �1, f = f0(x2; : : : ; x2n)+x1f1(x1; : : : ; x2n). �®£¤  §  ¯¥à¢ë¥ ¤¢¥ ª®®à-
¤¨­ âë ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï W ¬®¦­® ¢§ïâì w1 = �2 � @2f1, w2 = ��1, ¨ § â¥¬ ­ ©â¨ wi, i = 3; 2n,
¨§ ®áâ ¢è¨åáï ãà ¢­¥­¨©.

�§ «¥¬¬ë 2 ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4 á«¥¤ã¥â
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�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 8. �«ï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë ! á ®á®¡¥­­®áâìî � àâ¨­¥ ®â®¡à -

¦¥­¨¥ � : H1(M ;X�)! Dess(!) ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �, ¢®®¡é¥ £®-
¢®àï, ­¥ ï¢«ï¥âáï áîàê¥ªâ¨¢­ë¬. �ãáâì ! | á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â¨¯ 
(á¬. (10))

!0 = dx1 ^ dx2 + x3dx1 ^ dx4 + x3dx2 ^ dx3 + x4dx2 ^ dx4 + (x1 � (x3)2)dx3 ^ dx4

­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M . �®ª ¦¥¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ � : H1(M ;X�)! H2(M) ­¥ ï¢«ï¥âáï áîàê¥ª-
â¨¢­ë¬. � á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4 ¤®áâ â®ç­® ¯à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à � 2 
1, à®áâ®ª ª®â®à®© ¢ ­¥ª®â®à®©
â®çª¥ p 2M ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ ¢¨¤¥ hiW! + dfip ­¨ ¤«ï ª ª¨å hW ip 2 Xp, hfip 2 
0

p.
�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ � ®á®¡®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ áâàãªâãàë !. �®£¤  ¢ ª àâ å ¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®

�0- â« á  A ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ � § ¤ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬ x1 = 0,   ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ �0 � �, ¢ â®çª å
ª®â®à®£® !j� = 0, § ¤ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ x1 = 0, x3 = 0, x4 = 0. �®§ì¬¥¬ â®çªã p 2 �0, ¨ ¯ãáâì
(U; �) ¥áâì ª àâ  ¨§ A â ª ï, çâ® �(p) = 0.

�¥¯¥àì ¢®§ì¬¥¬ 1-ä®à¬ã � = x4dx3, ®¯à¥¤¥«¥­­ãî ­  U . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ ­¥ª®â®à®©
®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ p áãé¥áâ¢ãîâ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ W ¨ äã­ªæ¨ï f â ª¨¥, çâ® � = iW!+df . �ãáâì
�00 � U\� ¥áâì ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ¢ U , § ¤ ¢ ¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢ ¬¨ x1 = 0, x2 = 0. �®£¤  ¨§ à ¢¥­áâ¢ 
�j�00 = (iW! + df)j�00 ¯®«ãç ¥¬ á¨áâ¥¬ã

2x4 � (x3)2w4 = 2@3f; (x3)2w3 = 2@4f:

�à®¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ¢ ¯¥à¢®¥ à ¢¥­áâ¢® ¯® x4 ¨ ¢â®à®¥ ¯® x3, ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥­áâ¢ã

2 = (x3)2@4w
4 + 2x3w3 + (x3)2@3w

3:

�®¤áâ ¢¨¢ ¢ íâ® à ¢¥­áâ¢® ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ p, ¯®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
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