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Ââåäåíèå

Çàäà÷à ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîïóñêàþ-
ùèõ ðàçëè÷íûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, ðàññìàòðèâàëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ.
Íàïðèìåð, äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 1 ïîðÿäêà, äî-
ïóñêàþùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæåò áûòü íàïè-
ñàí èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ
òàêèõ óðàâíåíèé, ñîñòîÿùèé â íàõîæäåíèè èíâàðèàíòíîé çàìåíû ïåðåìåí-
íûõ. Òàêæå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ëè-Áèàíêè, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî åñëè ÎÄÓ
ïîðÿäêà n, äîïóñêàåò n-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé (èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, n-ìåðíóþ àëãåáðó Ëè), òî îíî ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî â
êâàäðàòóðàõ. Â íàøåé äèïëîìíîé ðàáîòå ìû ïîñòðîèëè ðåàëèçàöèè ÷åòûðåõ-
ìåðíûõ àëãåáð Ëè, îáëàäàþùèõ íåêîììóòàòèâíîé òðåõìåðíîé ïîäàëãåáðîé,
êàê àëãåáð Ëè îïåðàòîðîâ íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (x, y). Ýòî ïîçâîëèëî
íàéòè îáùèé âèä ÎÄÓ 4 ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèõ òàêèå àëãåáðû Ëè. Íàêîíåö,
ìû ïîñòðîèëè ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ ÎÄÓ. Ýòà ñõåìà ñîñòîèò â ñâåäå-
íèè èõ ê çàäà÷å èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ 3 ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèõ òðåõìåðíóþ
àëãåáðó Ëè, ðåøåííîé â ðàáîòå [9].
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Ãëàâà 1. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû

ïðåîáðàçîâàíèé

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî {Ta} ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñò-
ðàíñòâà Rn:

x = f(x, a), (1)

ãäå a � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, èçìåíÿþùèéñÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ∆ ⊂
R. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî T0 = id (òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå)
è ÷òî Ta ̸= id äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ a ∈ ∆. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñå-
ìåéñòâî {Ta} âìåñòå ñ êàæäûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñîäåðæèò îáðàòíîå ê íåìó,
ïðè÷åì Ta

−1 = T−a. Íàêîíåö, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ ëþáûõ
äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé Ta è Tb ñíîâà ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîìó ñåìåé-
ñòâó, ïðè÷åì

Tb ◦ Ta = Ta+b.

Îïðåäåëåíèå. Òàêîå ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé íàçûâàåòñÿ îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(x, a) â ðÿä Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðó a â îêðåñòíîñòè
òî÷êè a = 0. Ïîñêîëüêó T0 = id, èìååì f(x, 0) = x. Îáîçíà÷èì X(x) =
∂f(x,a)

∂a |a=0. Òîãäà
x = x+X(x) · a+ o(a).

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì

df

dt
= X(f), f |a=0 = x

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëè.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð X = X i(x) ∂
∂xi íàçûâàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûì

îïåðàòîðîì (èëè ïðîñòî îïåðàòîðîì) ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (1).

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, êàæäûé èíôèíèòå-
çèìàëüíûé îïåðàòîð îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âåêòîðíîå ïîëå íà Rn.

Ïðèìåð. Ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âäîëü îñè y:

x = x, y = y + a.

Åå îïåðàòîð èìååò âèä X = ∂
∂y .

Ïðèìåð. Ãðóïïà ðàñòÿæåíèé âäîëü îñè x.

x = xea, y = y.
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Åå îïåðàòîð èìååò âèä X = x ∂
∂x .

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ J(x) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû ïðåîáðà-
çîâàíèé (1), åñëè äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé x è a âûïîëíÿåòñÿ

J(x) = J(f(x, a)) = J(x). (2)

Òåîðåìà 1. [2] Ôóíêöèÿ J(x) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

XJ = X i(x)
∂J

∂xi
= 0. (3)

Êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó ëþáàÿ îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé â Rn èìååò n − 1 ôóíêöèîíàëüíî
íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ. Ïðè ýòîì ëþáîé äðóãîé èíâàðèàíò ýòîé ãðóïïû
åñòü ôóíêöèÿ îò ýòèõ (n − 1) ¾áàçèñíûõ¿ èíâàðèàíòîâ. Â êà÷åñòâå òàêî-
ãî áàçèñà ìîæíî âûáðàòü ëåâûå ÷àñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ J1(x) = C1, . . . ,
Jn−1(x) = Cn−1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèÿ (3):

dx1

X1
=
dx2

X2
= . . . =

dxn

Xn
. (4)

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ãðóïïó ðàñòÿæåíèé: x = xea, y = ye
1
2a.

Äëÿ íåå X = x ∂
∂x +

y
2

∂
∂y è óðàâíåíèå (3) ïðèíèìàåò âèä

x
∂

∂x
+
y

2

∂

∂y
= 0.

Ðåøàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó
dx

x
=

2dy

y
. Íàõîäèì èíòåãðàë 1

2 lnx =

ln y+C, Cx
1
2 = y, ïîýòîìó â êà÷åñòâå áàçèñà èíâàðèàíòîâ ìîæíî âçÿòü ôóíê-

öèþ J = y√
x
.

Òåîðåìà 2. Âñÿêàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà G ïðåîáðàçîâàíèé x =

f(x, a) íåâûðîæäåííîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ xi
′
= xi

′
(xk) ìîæåò áûòü ïðè-

âåäåíà ê ãðóïïå ïåðåíîñîâ âäîëü îñè xn
′
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = X i ∂

∂xi
� îïåðàòîð ãðóïïû. Ïîñêîëüêó ïðè

çàìåíå ïåðåìåííûõ xi
′
= xi

′
(xk) âåêòîðíîå ïîëåX ïðåîáðàçóåòñÿ êàêX i ∂

∂xi
=

X i∂x
j′

∂xi
∂

∂xj′
, òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò (xi

′
) âåêòîðíîå ïîëå X ïðèíèìàåò âèä

X = X(xj
′
)
∂

∂xj′
.
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Òåïåðü äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëå X ñòàëî êàñàòåëü-

íûì âåêòîðíûì ïîëåì ê îñè xn
′
, òî åñòü, ïîëåì

∂

∂xn′ , íåîáõîäèìî, ÷òîáû

X(x1
′
) = . . . = X(x(n−1)′) = 0, à X(xn

′
) = 1. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âûáðàòü

â êà÷åñòâå ôóíêöèé xi
′
, i′ = 1, . . . , n− 1, ëþáûå n− 1 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâè-

ñèìûõ èíâàðèàíòîâ J1, . . . , Jn−1, à ôóíêöèþ xn
′
íàéòè èç óñëîâèÿ X(xn

′
) = 1.

Ñèñòåìà ôóíêöèé x1
′
= J1(x), . . . , xn−1′ = Jn−1(x), xn

′
= xn

′
(xi) îïðåäåëÿåò

èñêîìóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ. Âåêòîðíîå ïîëå X â ýòèõ êîîðäèíàòàõ èìååò

âèä X =
∂

∂xn′ , òî åñòü, îïðåäåëÿåò ãðóïïó ïåðåíîñîâ âäîëü îñè x
n′
. �

Ïðèìåð. Ïðèâåäåì ê ïåðåíîñàì îïåðàòîð X =
∂

∂x
+
y

x

∂

∂y
. Äëÿ ýòîãî

ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

X(t) = 1, X(z) = 0.

Ðåøàÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå dt
dx = 1, ïîëó÷àåì x = t.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå dx = x
ydy èìååò ðåøåíèå C = y

x . Ñëåäîâàòåëü-
íî, çàìåíà ïåðåìåííûõ èìååò âèä

t = x, z = y/x.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Rn ïîâåðõíîñòü M ðàçìåðíîñòè n− s, çàäàí-
íóþ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

F1(x) = 0, F2(x) = 0, . . . , Fs(x) = 0, s 6 n. (5)

Ïîâåðõíîñòü M íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóï-

ïû G ïðåîáðàçîâàíèé x = f(x, a), åñëè èç òîãî, ÷òî x ∈M ñëåäóåò, ÷òî x ∈M .
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò ãðóïïó G.

Òåîðåìà 3. [2] Ïîâåðõíîñòü M èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà XFk|M = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , s.

Òåîðåìà 4. [2] Ïîâåðõíîñòü M , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

ãðóïïû G, ìîæåò áûòü çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé âèäà

Φk(J1(x), . . . , Jn−1(x)) = 0, k = 1, . . . , s,

ãäå ôóíêöèè J1(x), . . . , Jn−1(x) îáðàçóþò áàçèñ èíâàðèàíòîâ ãðóïïû G, ïðè

óñëîâèè, ÷òî èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð X ãðóïïû G íå îáðàùàåòñÿ â

íóëü â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè M .

Â äàëüíåéøåì ìû ñîáèðàåìñÿ ðàññìàòðèâàòü îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè y = y(x) âèäà

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0. (6)
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Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà R2

ñ êîîðäèíàòàìè (x, y):

x = φ(x, y, a), y = ψ(x, y, a). (7)

Èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð òàêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé áóäåì îáîçíà-
÷àòü

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
,

ãäå

ξ =
∂φ

∂a

∣∣∣∣
a=0

, η =
∂ψ

∂a

∣∣∣∣
a=0

.

Îïðåäåëåíèå. Âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå (7), ïåðåâîäÿùåå äàííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (6) â ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå òîãî æå âèäà, íàçûâà-
åòñÿ äîïóñòèìûì (äîïóñêàåìûì) ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dy

dx
=
y

x
+

y2

x
√
x
.

Áóäåì èñêàòü äîïóñêàåìóþ ãðóïïó â âèäå ãðóïïû ðàñòÿæåíèé: x = kx,
y = ly. Òîãäà

y′ − y

x
+

y2

x
√
x
=
l

k
y′ − l

k

y

x
+

l2y2

k
√
k · x

√
x
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî y′− y
x +

y2

x
√
x
. Äëÿ ýòîãî

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ l
k = l

k = l2

k
√
k
, îòêóäà l =

√
k, òîãäà k = ea, l =

e
1
2a è óðàâíåíèå dy

dx = y
x +

y2

x
√
x
äîïóñêàåò ãðóïïó ðàñòÿæåíèé x = xea, y = ye

1
2a

ñ îïåðàòîðîì

X = x
∂

∂x
+
y

2

∂

∂y
.

Ïóñòü çàäàíî ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà çàïèñàííîå â äèôôåðåíöèàëàõ

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0. (8)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [2].

Òåîðåìà 5. Óðàâíåíèå (8) äîïóñêàåò ãðóïïó ñ îïåðàòîðîì X = ξ
∂

∂x
+η

∂

∂y
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ

µ =
1

ξM + ηN
(9)
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ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå äîïóñòèìîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿåò ïðî-
èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (8). Îäíàêî, âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïðè èñïîëüçî-
âàíèè èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Ïðè-
âåäåì äðóãîé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåãî
ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, ñîñòîÿùèé â èíâàðèàíòíîé çàìåíå ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð. Óðàâíåíèå y′ =
y

x
+
x3

y2
äîïóñêàåò îïåðàòîð X =

∂

∂x
+
y

x

∂

∂y
.

Íàéäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùóþ ïîëå X ê ïåðåíîñàì. Äëÿ ýòîãî
ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

X(t) = 1, X(z) = 0.

Â êîîðäèíàòàõ (t, z) ïîëå X ïðèìåò âèä
∂

∂t
. Ðåøàÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå dt
dx = 1, ïîëó÷àåì x = t. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

dx = x
ydy èìååò ðåøåíèå C = y

x .

Èòàê, íóæíî ñäåëàòü çàìåíó {
z = y

x

t = x.

Èç íàøåé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî y = zx.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z = z(t). Èìååì
dy

dx
=
d(zx)

dx
=

dz

dx
x + z =

dz

dt
x + z.

Ñëåäîâàòåëüíî,
dz

dt
x+ z =

y

x
+
x3

y2
=
zx

x
+

x3

(zx)2
, èëè

dz

dt
x+ z = z+

x

z2
, îòêóäà

dz

dt
=

1

z2
.

Èíòåãðèðóÿ z2dz = dt, ïîëó÷àåì z3

3 = t+C. Ñäåëàâ îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó
z = y

x , t = x, ïîëó÷èì ðåøåíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ â âèäå

1

3
· y

3

x3
= x+ C.

Ðåøèì ýòî æå óðàâíåíèå, íàéäÿ åãî èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. Äëÿ ýòîãî
ïåðåïèøåì åãî â âèäå

(y3 + x4) dx− xy2 dy = 0.

Òîãäà ξ = 1, η = y
x , M = y3 + x4, N = xy2. Ñëåäîâàòåëüíî,

µ =
1

1 · (y3 + x4)− y
x · xy2

=
1

x4
.
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Äîìíîæèì óðàâíåíèå (y3 + x4) dx− xy2 dy = 0 íà µ è ïîëó÷èì

y2

x3
dy − y3

x4
dx− dx = 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë:

d

(
1

3

y3

x3
− x

)
= 0 =⇒ 1

3
· y

3

x3
− x = C

åñòü åãî îáùåå ðåøåíèå.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èçâåñòíîé äîïóñêàåìîé
ãðóïïîé ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê èíòåãðèðóåìîìó âèäó. Íàó÷èìñÿ âûïèñû-
âàòü îáùèé âèä óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèõ çàäàííóþ ãðóïïó (èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, çàäàííûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðîäîëæèòü äåéñòâèå ãðóïïû
ïðåîáðàçîâàíèé (7) äî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ

(x, y, y′, . . . , y(n)).

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ïðîèçâîäíûõ ñòà-
íîâèòñÿ î÷åíü ãðîìîçäêèì. Ïîýòîìó ìû ïîñòóïèì ïî-äðóãîìó. Ââåäåì ïåðå-
ìåííûå y′, y′′, . . . , êîòîðûìè áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîä-
íûå. Ýòè ïåðåìåííûå áóäåì ñ÷èòàòü àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè, íî ñâÿ-
çàííûìè ìåæäó ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

y(k) = D(y(k−1)) (10)

ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà

D =
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ y′′

∂

∂y′
+ . . . (11)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå D íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðå-

ìåííîé x. Îíî äåéñòâóþò íà ãëàäêèå ôóíêöèè îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåí-
íûõ x, y, y′, y′′, . . . ïî ôîðìóëå

DF (x, y, y′, y′′, . . . ) =
∂F

∂x
+ y′

∂F

∂y
+ y′′

∂F

∂y′
+ . . .

Âñÿêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 (12)

çàäàåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ x, y, y′, . . . , y(n).
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî óðàâíåíèå âìåñòå ñî âñåìè åãî äèôôåðåíöèàëüíûìè
ñëåäñòâèÿìè

DF = 0, D2F = 0, . . .
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è ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (12) çàäàåò äèôôåðåíöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå [F ].

Ñóòü ïåðåõîäà îò äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó
ìíîãîîáðàçèþ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè äîïóñêàåìîé ãðóïïû ìû
çàáûâàåì ïðî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è ðàññìàòðèâàåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå êàê ñèñòåìó îáû÷íûõ óðàâíåíèé. Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü
êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûé â Òåîðåìå 3.

Ïðèâåäåì ôîðìóëû ïðîäîëæåíèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
(13)

íà ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ x, y, y′, . . . , y(n). Ýòî ïðîäîëæåíèå èìååò âèä

X(n) = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ ζ1

∂

∂y′
+ ζ2

∂

∂y′′
+ . . .+ ζn

∂

∂y(n)
,

ãäå ôóíêöèè ζ1, . . . , ζn âû÷èñëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ôîðìóëàì

ζ1 = Dη − y′Dξ, ζ2 = Dζ1 − y′′Dξ, . . . , ζn = Dζn−1 − y(n)Dξ. (14)

Íàïðèìåð,

ζ1 = Dx(η)− y′Dx(ξ) = ηx + y′(ηy − ξx)− y′2ξy,

à

ζ2 = Dx(ζ1)− ÿDx(ξ) = ηxx + (2ηxy − ξxx)y
′+

+ (ηyy − 2ξxy)y
′2 − ξyyy

′3 + (ηy − 2ξx − 3y′ξy)y
′′. (15)

Ïðèìåð. X =
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

Âû÷èñëèì ïåðâîå ïðîäîëæåíèå ýòîãî îïåðàòîðà: ζ1 = 0 + ẏ(1− 0)− ẏ2 · 0,

X(1) =
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ ẏ

∂

∂y
.

Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

dx =
dy

y
=
dẏ

y
.

Èç ðàâåíñòâà dx = dy
y èìååì x+C = ln y, îòêóäà y = Cex ⇒ C = ye−x. Çíà÷èò,

I = ye−x åñòü èíâàðèàíò íóëåâîãî ïîðÿäêà äëÿ îïåðàòîðà X(1). Èç ðàâåíñòâà
dy
y = dẏ

y ïîëó÷àåì ln y = ln ẏ + C1, îòêóäà
y
ẏ = C1. Ïîýòîìó J = y

ẏ åñòü
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èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêîå óðàâíåíèå, äîïóñêàþùåå
îïåðàòîð X, èìååò âèä J = F (I), èëè

y′ = yF (ye−x),

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé 4, óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå
îïåðàòîð X, ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðè-

àíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, òî åñòü, ôóíêöèé îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ x, y, ẏ,
ÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ X(2)J = 0. Èõ îòûñêàíèå ïðè ïîìîùè ôîð-
ìóëû (15) ìîæåò âûçâàòü çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè. Ïðèâåäåì òåîðåìó Ëè,
ïîçâîëÿþùóþ îáîéòè ýòè òðóäíîñòè.

Òåîðåìà 6. [2] Ïóñòü äëÿ çàäàííîãî îïåðàòîðà (13) èçâåñòíû èíâàðè-

àíò íóëåâîãî ïîðÿäêà u(x, y) è èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà v(x, y, y′). Òîãäà

èíâàðèàíò âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

w =
dv

du
=
dv/dx

du/dx
=
vx + y′vy + y′′vẏ

ux + y′uy
=
Dv

Du
. (16)

Ëþáîé äðóãîé äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïîðÿäêà íå âûøå âòîðîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò u, v, w.
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Ãëàâà 2. Àëãåáðû Ëè è îáûêíîâåííûå

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Ω íàä
ïîëåì K, ñíàáæåííîå áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì

Ω2 → Ω, (x, y) 7→ [x, y],

óäîâëåòâîðÿþùèì ñëåäóþùèì äâóì àêñèîìàì:

[x, x] = 0;

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, â Àëãåáðå Ëè äîëæåí áûòü çàäàí êîììóòàòîð, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé òîæäåñòâó ßêîáè.

Ïóñòü Lr � àëãåáðà Ëè ðàçìåðíîñòè r è ïóñòü N � âåêòîðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â Lr.

Îïðåäåëåíèå. ÏîäïðîñòðàíñòâîN íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé, åñëè [X, Y ] ∈
N äëÿ âñåõ X, Y ∈ N . Ïîäïðîñòðàíñòâî N íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, åñëè [X, Y ] ∈
N äëÿ âñåõ N ∈ N, Y ∈ Lr.

Åñëè N ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, òî â àëãåáðå Lr ìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè: X ∼ Y ⇐⇒ X − Y ∈ N . Ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ ïî
N îáðàçóåò àëãåáðó Ëè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-àëãåáðîé àëãåáðû Lr ïî
èäåàëó N è îáîçíà÷àåòñÿ Lr/N .

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà Ëè Lr íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò
ðÿä ïîäàëãåáð Lr ⊃ Lr−1 ⊃ . . . ⊃ L1 ðàçìåðíîñòåé r, r − 1, . . . , 1 ñîîòâåò-
ñòâåííî, â êîòîðîì êàæäàÿ ïîäàëãåáðà Ls−1 åñòü èäåàë â Ls, s = 2, . . . , r.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � áàçèñ â àëãåáðå Lr. Ðàññìîòðèì êîììóòàòîð [Y, Z]

ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ Y è Z. Èìååì [Y, Z] = [Y iXi, Z
jXj] = Y iZj[Xi, Xj].

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì L
(1)
r = [Lr, Lr] ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âñå êîì-

ìóòàòîðû [Xi, Xj], i, j = 1, . . . , r. ßñíî, ÷òî òîãäà [Y, Z] ∈ L
(1)
r äëÿ ëþáûõ

Y, Z ∈ Lr. Ïðîñòðàíñòâî L
(1)
r îáðàçóåò èäåàë â àëãåáðå Ëè Lr.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî L(1)
r = [Lr, Lr] íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé àë-

ãåáðîé. Ïðîèçâîäíûå àëãåáðû âûñøèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî èíäóêöèè:
L
(n+1)
r := (L

(n)
r )(1) = [L

(n)
r , L

(n)
r ].

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 7. Àëãåáðà Ëè Lr ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå

ïðîèçâîäíàÿ àëãåáðà íåêîòîðîãî ïîðÿäêà îáðàùàåòñÿ â íóëü.
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Ýòà òåîðåìà äàåò ýôôåêòèâíûé êðèòåðèé ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííàÿ
àëãåáðà ðàçðåøèìîé.

Êàê èçâåñòíî, ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé (îïåðàòîðîâ) íà Rn îáðàçóåò
àëãåáðó Ëè X(Rn) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòàòîðà:

X,Y 7→ [X, Y ].

Êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ X = X i ∂

∂xi
è Y = Y j ∂

∂xj
íà Rn âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

[X, Y ] =

(
X i∂Y

k

∂xi
− Y i∂X

k

∂xi

)
∂

∂xk
= (X(Y k)− Y (Xk))

∂

∂xk
.

Äëÿ îïåðàòîðîâ X1 = ξ1
∂

∂x
+ η1

∂

∂y
è X2 = ξ2

∂

∂x
+ η2

∂

∂y
íà ïëîñêîñòè R2 èõ

êîììóòàòîð ðàâåí

[X1, X2] = (X1(ξ2)−X2(ξ1))
∂

∂x
+ (X1(η2)−X2(η1))

∂

∂y
.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãåáðà Ëè Lr ìîæåò áûòü ðåàëè-

çîâàíà êàê àëãåáðà îïåðàòîðîâ íà ïëîñêîñòè R2, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå

ρ : Lr → X(R2),

ÿâëÿþùååñÿ èçîìîðôèçìîì àëãåáð Ëè íà ñâîé îáðàç. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ρ([X,Y ]) =

[ρ(X), ρ(Y )].

Ñïðàâåäëèâà òàê íàçûâàåìàÿ òåîðåìà Ëè-Áüÿíêè, ãîâîðÿùàÿ, ÷òî åñëè
ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà äîïóñêàåò n-ìåðíóþ àëãåáðó Ëè, òî îíî ìîæåò áûòü ïðî-
èíòåãðèðîâàíî â êâàäðàòóðàõ.

Òåîðåìà 8.

Âñÿêàÿ äâóìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ðåàëèçóåòñÿ íà ïëîñêîñòè è ïóòåì âûáîðà

ïîäõîäÿùåãî áàçèñà X1, X2 ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

I. X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
.

II. X1 =
∂

∂y
, X2 = x

∂

∂y
.

III. X1 =
∂

∂y
, X2 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

IV. X1 =
∂

∂y
, X2 = y

∂

∂y
.
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Ñîîòâåòñòâóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñ-
êàþùèå äâóìåðíûå àëãåáðû Ëè ýòèõ ÷åòûðåõ òèïîâ èìåþò âèä

I. y′′ = f(y′), II. y′′ = f(x),

III. y′′ =
1

x
f(y′), IV. y′′ = f(x)y′.

Â ðàáîòå [7] ïðèâåäåíû âñå òðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ðåàëèçîâàíû íà ïëîñêîñòè.

Àëãåáðà Íåíóëåâûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ
A3;1

A3;2 [X2, X3] = X1

A3;3 [X1, X3] = X1, [X2, X3] = X1 +X2

A3;4 [X1, X3] = X1

A3;5 [X1, X3] = X1, [X2, X3] = X2

A3;6 [X1, X3] = X1, [X2, X3] = aX2, a ̸= 0, 1

A3;7 [X1, X3] = bX1 −X2, [X2, X3] = X1 + bX2

A3;8 [X1, X2] = X1, [X2, X3] = X3, [X3, X1] = −2X2

A3;9 [X1, X2] = X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåàëèçàöèè èìåþò âèä:
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Àëãåáðà Ðåàëèçàöèÿ â R2

A3;1 X1 =
∂
∂y , X2 = x ∂

∂y , X3 = h(x) ∂
∂y

A3;2 X1 =
∂
∂y , X2 =

∂
∂x , X3 = x ∂

∂y

AI
3;3 X1 =

∂
∂y , X2 =

∂
∂x , X3 = x ∂

∂x + (x+ y) ∂
∂y

AII
3;3 X1 =

∂
∂y , X2 = x ∂

∂y , X3 =
∂
∂x + y ∂

∂y

AI
3;4 X1 =

∂
∂x , X2 =

∂
∂y , X3 = x ∂

∂x

AII
3;4 X1 =

∂
∂y , X2 = x ∂

∂y , X3 = x ∂
∂x + y ∂

∂y

AI
3;5 X1 =

∂
∂x , X2 = x ∂

∂y , X3 = x ∂
∂x + y ∂

∂y

AII
3;5 X1 =

∂
∂y , X2 = x ∂

∂y , X3 = y ∂
∂y

AI
3;6 X1 =

∂
∂x , X2 =

∂
∂y , X3 = x ∂

∂x + ay ∂
∂y , a ̸= 0, 1

AII
3;6 X1 =

∂
∂y , X2 = x ∂

∂y , X3 = (1− a)x ∂
∂x + y ∂

∂y , a ̸= 0, 1

AI
3;7 X1 =

∂
∂x , X2 =

∂
∂y , X3 = (bx+ y) ∂

∂x + (by − x) ∂
∂y

AIII
3;7 X1 = x ∂

∂y , X2 =
∂
∂y , X3 = (1 + x2) ∂

∂x + (x+ b)y ∂
∂y

AI
3;8 X1 =

∂
∂y , X2 = x ∂

∂x + y ∂
∂y , X3 = 2xy ∂

∂x + y2 ∂
∂y

AII
3;8 X1 =

∂
∂y , X2 = x ∂

∂x + y ∂
∂y , X3 = 2xy ∂

∂x + (y2 − x2) ∂
∂y

AIII
3;8 X1 =

∂
∂y , X2 = x ∂

∂x + y ∂
∂y , X3 = 2xy ∂

∂x + (y2 + x2) ∂
∂y

AIV
3;8 X1 =

∂
∂y , X2 = y ∂

∂y , X3 = y2 ∂
∂y

A3;9 X1 = (1 + x2) ∂
∂x + xy ∂

∂y , X2 = xy ∂
∂x + (1 + y2) ∂

∂y ,

X3 = y ∂
∂x − x ∂

∂y

Óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå òðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè, âû-
âåäåíû â ðàáîòå [5]. Òàì æå óêàçàíà ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé
ñî ññûëêîé íà ðàáîòó [9].
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Òèï Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

A3,4 1.y′′′ = y′′
3
2F (y′y′′−2)

2.y′′′ = y′′2F (xy′′)

A3,1 1.y′′′ = F (y′′)

A3,3 1.y′′′ = y′′2F (y′)

2.y′′′ = y′′F (x)

A3,8 1. y′′′ = 3
2y

′−1y′′2 + u′F (x)

2. y′′′ = x−2y′4F ((xy′′ + 1
2y

′)y′3) + 3y′( − 1)q′′2

3. y′′′ = x−2(−1 + y′2)2F ((xy′′ − y′(1− y′2))(−1 + y′2)−
3
2 )

4. y′′′ = x−2(1 + y′2)F ((xy′′ − y′(1 + y′2))(1 + y′2)−
3
2 )+

+3y′(1 + y′2)−1y′′2

A3,9 y′′′ = (1 + y2)−
5
2 (1 + y2 + y′2)F ((y + y′′)−

1
3 (1 + y2)−

1
2

+3y′(y + y′′)((1 + y2 + y′2)−1 − y(1 + y2)−1 − y′)
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Ãëàâà 3. Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèõ ÷åòûðåõìåðíóþ àëãåáðó

Ëè

Â íàñòîÿùåé äèïëîìíîé ðàáîòå ìû, ñëåäóÿ ðàáîòå [10], íàõîäèì ðåàëèçà-
öèè ÷åòûðåõìåðíûõ àëãåáð Ëè. Ïîñëå ýòîãî ìû óêàçûâàåì îáùèé âèä óðàâíå-
íèÿ 4 ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèõ ýòè àëãåáðû Ëè. Äëÿ íåêîòîðûõ èç óðàâíåíèé
ìû ïðèâîäèì ìåòîä ñâåäåíèÿ èõ ê óðàâíåíèÿì òðåòüåãî ïîðÿäêà, äîïóñêà-
þùèì òðåõìåðíóþ àëãåáðó Ëè, òî åñòü, ê çàäà÷å ðåøåííîé â [9]. Ïîñêîëüêó
ñïèñîê ÷åòûðåõìåðíûõ àëãåáð Ëè äîñòàòî÷íî âåëèê, ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó-
÷àåì, êîãäà òðåõìåðíûé èäåàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîììóòàòèâíóþ ïîäàë-
ãåáðó. Íèæå ïðèâåäåí ñïèñîê òàêèõ àëãåáð Ëè.

Òèï Íåòðèâèàëüíûå êîììóòàòîðû Ïîäàëãåáðà
2A2 [e1, e2] = e2 < e1, e2, e3 >

A3,8 ⊕ A1 [e1, e2] = e1, [e3, e2] = e3, [e3, e1] = 2e2 < e1, e2, e3 >

A3,9 ⊕ A1 [e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2 < e1, e2, e3 >

A4,7 [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, < e1, e2, e3 >

[e3, e4] = e2 + e3, [e2, e3] = e1

A4,8 [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3, [e2, e3] = e1 < e1, e2, e3 >

Ab
4,9 [e1, e4] = (1 + b)e1, [e2, e4] = e2, < e1, e2, e3 >

(0 < |b| < 1) [e3, e4] = be3, [e2, e3] = e1

A1
4,9 [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, < e1, e2, e3 >

[e3, e4] = e3, [e2, e3] = e1

A0
4,9 [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2, [e2, e3] = e1 < e1, e2, e3 >

A4,10 [e2, e4] = −e3, [e3, e4] = e2, [e2, e3] = e1 < e1, e2, e3 >

Aa
4,11 [e2, e4] = ae2 − e3, [e1, e4] = 2ae1, < e1, e2, e3 >

(0 < a) [e3, e4] = e2 + ae3, [e2, e3] = e1

A4,12 [e1, e4] = −e2, [e2, e4] = e1, < e1, e2, e3 >

[e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2

Ðÿä âû÷èñëåíèé ìû, â ñèëó èõ ãðîìîçäêîñòè, ïðîâîäèì ñ ïîìîùüþ ñèñòå-
ìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple 13, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà Differential
Geometry, íàïèñàííîãî ß. Àíäåðñîíîì. Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ Maple ìû
âû÷èñëÿåì ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòîðîâ è ðåøàåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ÷òîáû íàéòè îáùèå èíâàðèàíòû îïåðà-
òîðîâ. Ïåðâàÿ èç ýòèõ çàäà÷ ÷èñòî òåõíè÷åñêàÿ, è ìîæåò áûòü ïðîäåëàíà è
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âðó÷íóþ. Âòîðàÿ çàäà÷à âðó÷íóþ ðåøàåòñÿ ãîðàçäî ñëîæíåå, íî òîò ôàêò,
÷òî ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ïðîãðàììû âåðåí, è íå ñîäåðæèò îøèáîê, ìîæåò
áûòü áåç òðóäà ïðîâåðåí âû÷èñëåíèÿìè íà áóìàãå.

Àëãåáðà 2A2.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû 2A2 èìåþò âèä

[e1, e2] = e2, [e3, e4] = e4.

Ýòà àëãåáðà ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó A1

⊕
A2, ãäå e1, e2 � áàçèñ A1,

e3, e4 � áàçèñ A2. Åå ðåàëèçàöèÿ èìååò âèä

e1 = −x ∂
∂x
, e2 =

∂

∂x
, e3 = −y ∂

∂y
, e4 =

∂

∂y
.

Âû÷èñëèì ïðîäîëæåíèÿ ïîëåé e1, e2, e3, e4 äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

e
(4)
1 = −x ∂

∂x
+ y′

∂

∂y′
+ 2y′′

∂

∂y′′
+ 3y′′′

∂

∂y′′′
+ 4yIV

∂

∂yIV
,

e
(4)
2 =

∂

∂x
,

e
(4)
3 = −y ∂

∂y
− y′

∂

∂y′
− y′′

∂

∂y′′
− y′′′

∂

∂y′′′
− yIV

∂

∂yIV
,

e
(4)
4 =

∂

∂y
.

Ýòè ïîëÿ îáðàçóþò áàçèñ ïðîäîëæåííîé àëãåáðû 2A
(4)
2 . Ïîñêîëüêó ðàçìåð-

íîñòü àëãåáðû ðàâíà ÷åòûðåì, à ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ, ãäå
îíà äåéñòâóåò, ðàâíà øåñòè (x, y, y′, y′′, y′′′ è yIV ), ýòà àëãåáðà áóäåò èìåòü
2 = 6− 4 èíâàðèàíòà. Íàõîäèì ýòè èíâàðèàíòû

I1 =
yIV y′2

y′′3
, I2 =

y′y′′′

y′′2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåå àëãåáðó 2A2, èìååò
âèä

yIV =
y′′3

y′2
· F

(
y′y′′′

y′′2

)
, (17)

ãäå F �ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Îïåðàòîðû e1, e2, e4 îáðàçóþò èäåàë h â àëãåáðå 2A2. Áàçèñ åãî äèôôåðåí-
öèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íà ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ x, y, y′, y′′, y′′′ ñîñòàâëÿ-
þò ôóíêöèè

u =
y′′

y′2
, v =

y′′′

y′3
.
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Òîãäà

dv

du
=
Dv

Du
=

yIV

y′3 − 3 · y′′′y′′

y′4

y′′′

y′2 − 2 · y′′2

y′3

=

yIV

y′4 − 3 · y′′′y′′

y′5

y′′′

y′3 − 2 · y′′2

y′4

=

yIV

y′4 − 3uv

v − 2u2
,

ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (17) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

dv

du
=
u3F

( v
u2

)
− 3uv

v − 2u2
. (18)

Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò îïåðàòîð e3. Íàéäåì, êàê çàïèøåòñÿ ýòîò îïåðà-
òîð â êîîðäèíàòàõ (u, v). Èç ôîðìóëû ïðîäîëæåíèÿ e(4)3 ñëåäóåò, ÷òî

e
(4)
3 (u) = e

(4)
3

(
y′′

y′2

)
= 2y′

y′′

y′3
− y′′

y′2
= u,

e
(4)
3 (v) = e

(4)
3

(
y′′′

y′3

)
= 3y′

y′′′

y′4
− y′′′

y′3
= 2v.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð e3 çàïèøåòñÿ êàê

X = e3(u)
∂

∂u
+ e3(v)

∂

∂v
= u

∂

∂u
+ 2v

∂

∂v
.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ (u, v) → (p, q), ïðèâîäÿùóþ X ê îïåðàòîðó
ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
X(p) = 0, X(q) = 1. Âîçüìåì

p =
v

u2
, q = ln u,

òîãäà
u = eq, v = pe2q.

Óðàâíåíèå (18) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

e2qdp+ 2pe2qdq

eqdq
= eq

F (p)− 3p

p− 2

èëè, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé,

dp

dq
=
F (p) + p− 2p2

p− 2
.

Ýòî � óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Åñëè åãî îáùåå ðåøå-
íèå íàéäåíî, à, ñîîòâåòñòâåííî, è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) íàéäåíî â âèäå
Φ(u, v) = C, òî îòíîñèòåëüíî y ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå

Φ

(
y′′

y′2
,
y′′′

y′3

)
= C,
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äîïóñêàþùåå àëãåáðó Ëè h, íàòÿíóòóþ íà e1, e2, e4, è ïîýòîìó ðåøàþùååñÿ â
êâàäðàòóðàõ [9].

Àëãåáðà A3,8

⊕
A1.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ýòîé àëãåáðû èìåþò âèä

[e1, e3] = −2e2, [e2, e3] = e3, [e1, e2] = e1.

Áàçèñ òðåõìåðíîé ïîäàëãåáðû A3,8 îáðàçóþò ïîëÿ

e1 =
∂

∂y
, e2 = y

∂

∂y
, e3 = −y2 ∂

∂y
.

Îáîçíà÷èì e4 = ξ ∂
∂x + η ∂

∂y .

Çàïèøåì óñëîâèÿ [e1, e4] = [e2, e4] = 0, ïîëó÷èì

ξy = ηy = 0,

η = 0.

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ξ = f(x), èç âòîðîãî � ÷òî η = 0.
Ïîýòîìó e4 èìååò âèä

e4 = f(x)
∂

∂x
,

ãäå f(x)� ïðîèçîëüíàÿ (íåíóëåâàÿ) ôóíêöèÿ. Ñóùåñòâóåò çàìåíà ïåðåìåííîé
x̄ = h(x), ïðèâîäÿùàÿ e4 ê âèäó e4 = ∂

∂x .

Âû÷èñëèì ïðîäîëæåíèÿ ïîëåé e1, e2, e3, e4 äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

e
(4)
1 =

∂

∂y
,

e
(4)
2 = y

∂

∂y
+ y′

∂

∂y′
,

e
(4)
3 = −y2 ∂

∂y
− 2yy′

∂

∂y′
− 2y′2

∂

∂y′′

−(6y′′y′ + 2yy′′′)
∂

∂y′′′
− (8y′′′y′ + 6y′′2 − 2yyIV )

∂

∂yIV
,

e
(4)
4 =

∂

∂x
.

Ýòè ïîëÿ îáðàçóþò áàçèñ ïðîäîëæåííîé àëãåáðû (A3,8

⊕
A1)

(4). Èíâàðèàíòû
ýòîé àëãåáðû èìåþò âèä

I1 =
yIV y′2(−3y′′3 + 4y′y′′y′′′)

y′3
, I2 =

y′′′

y′
− 3y′′2

2y′2
.
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Ïîýòîìó, ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåå ýòó àëãåáðó, èìååò âèä

yIV =
−3y′′3 + 4y′y′′y′′′ + y′3F (y

′′′

y′ −
3y′′2

2y′2 )

y′2
.

Àëãåáðà A3,9 ⊕ A1.

Ýòà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé àëãåáðû A3,9 ñ êîììóòàöèîííûìè
ñîîòíîøåíèÿìè

[e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1, [e1, e2] = e3 (19)

è àëãåáðû A1, íàòÿíóòîé íà âåêòîð e4.

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé

e4 = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
.

Ïóñòü â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ek = ξk(x, y)
∂

∂x
+ ηk(x, y)

∂

∂y
, k = 2, 3, 4.

Òîãäà èç òîãî, ÷òî e4 êîììóòèðóåò ñî âñåìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè ek,

ξky
∂

∂x
+ ηky

∂

∂y
= 0,

ïîëó÷èì, ÷òî ξk, ηk � ôóíêöèè òîëüêî îò ïåðåìåííîé x ïðè k = 2, 3, 4.

Ñðàâíèâ êîýôôèöèåíòû ïðè ∂
∂x â ðàâåíñòâàõ (19), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé (øòðèõîì îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî x)

ξ′2ξ1 − ξ′1ξ2 = ξ3,

ξ′3ξ2 − ξ′2ξ3 = ξ1,

ξ′1ξ3 − ξ′3ξ1 = ξ2.

Èç ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè îäíà èç ôóíêöèé ξk òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ, òî ðàâíû íóëþ è îáå îñòàâøèåñÿ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íè îäíà èç ýòèõ ôóíêöèé íå ðàâíà íóëþ. Îáî-
çíà÷èì

a =
ξ2
ξ1
, b =

ξ3
ξ2
, c =

ξ1
ξ3
,

òîãäà abc = 1. Èìååì

a′ =
ξ′2ξ1 − ξ′1ξ2

ξ21
=
ξ3
ξ21

=
1

cξ1
.
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Àíàëîãè÷íî,

b′ =
1

aξ2
, c′

1

bξ3
.

Èç òîãî, ÷òî abc = 1, ñëåäóåò, ÷òî a′bc + b′ca + c′ab = 0. Ïîäñòàâèâ ñþäà
âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

b

ξ1
+
c

ξ2
+
a

ξ3
= 0.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ äëÿ a, b, c è ïðèâåäåì
ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ. Ïîëó÷èì

ξ21 + ξ22 + ξ23
ξ1ξ2ξ3

= 0,

îòêóäà ξ1 = ξ2 = ξ3 = 0.

Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî η2 = η3 = η4 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà
A3,9 ⊕ A1 íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê àëãåáðà âåêòîðíûõ ïîëåé íà R2.

Àëãåáðà A4,8.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ýòîé àëãåáðû èìåþò âèä:

[e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3.

Áàçèñ òðåõìåðíîé ïîäàëãåáðû îáðàçóþò ýëåìåíòû e1, e2, e3. Àëãåáðà ñ
òàêèìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè îáîçíà÷àåòñÿ A3,1. Åå ðåàëèçàöèÿ
èìååò âèä

e1 =
∂

∂y
, e2 =

∂

∂x
, e3 = x

∂

∂y
.

Ïóñòü

e4 = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
.

Çàïèøåì óñëîâèÿ [e1, e4] = 0, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3.
Îíè ïðèíèìàþò âèä

ξy = ηy = 0,

ξx = 1, ηx = 0,

xξy = 0, −ξ + xηy = −x.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè ξ = x, η = 0 ÿâëÿþòñÿ åå ðåøåíèåì. Ïîýòîìó
âîçüìåì

e4 = x
∂

∂x
.
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Âû÷èñëèì ïðîäîëæåíèÿ ïîëåé e1, e2, e3, e4 äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Îíè
èìåþò âèä

e
(4)
1 =

∂

∂y
,

e
(4)
2 =

∂

∂x
,

e
(4)
3 = x

∂

∂y
+

∂

∂y′
,

e
(4)
4 = x

∂

∂x
− y′

∂

∂y′
− 2y′′

∂

∂y′′
− 3y′′′

∂

∂y′′′
− 4yIV

∂

∂yIV
.

Ýòè ïîëÿ îáðàçóþò áàçèñ ïðîäîëæåííîé àëãåáðû A
(4)
4,8. Èíâàðèàíòû ýòîé àë-

ãåáðû èìåþò âèä

I1 =
yIV

y′′2
, I2 =

y′′′2

y′′3
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåå àëãåáðó A4,8, ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå

yIV = y′′2F

(
y′′′2

y′′3

)
.

Àëãåáðà Ab
4,9, (0 < |b| < 1).

Ñîîòíîøåíèÿ ýòîé àëãåáðû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[e1, e4] = (1 + b)e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = be3, [e2, e3] = e1.

Òðåõìåðíàÿ ïîäàëãåáðà A3,1 íàòÿíóòà íà âåêòîðû e1, e2, e3. Âûáåðåì

e1 =
∂

∂y
, e2 =

∂

∂x
, e3 = x

∂

∂y
.

Îáîçíà÷èì e4 = ξ ∂
∂x + η ∂

∂y .

Èç ñîîòíîøåíèé [e1, e4] = (1+ b)e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = be3 ñëåäóåò, ÷òî

ξy = 0, ηy = (1 + b),

ξx = 1, ηx = 0,

xηy − ξ = bx.

×àñòíûì ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè ξ = x, η = (1 + b)y,
çíà÷èò

e4 = x
∂

∂x
+ (1 + b)y

∂

∂y
.
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Âû÷èñëèì ïðîäîëæåíèÿ ïîëåé e1, e2, e3, e4 äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Îíè
èìåþò âèä

e
(4)
1 =

∂

∂y
,

e
(4)
2 =

∂

∂x
,

e
(4)
3 = x

∂

∂y
+

∂

∂y′
,

e
(4)
4 = x

∂

∂x
+ (1 + b)y

∂

∂y
+ by′

∂

∂y′
+ (b− 1)y′′

∂

∂y′′
+

+(b− 2)y′′′
∂

∂y′′′
+ (b− 3)yIV

∂

∂yIV
.

Ýòè ïîëÿ îáðàçóþò áàçèñ ïðîäîëæåííîé àëãåáðû (Ab
4,9)

(4). Íàéäåì åå èíâàðè-
àíòû

I1 =
yIV

y′′
(b−3)
(b−1)

, I2 = y′′(2−b)y′′′(b−1).

è ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåå àëãåáðó Ab
4,9, ïðèíèìàåò âèä

yIV = y′′
(b−3)
(b−1)F (y′′(2−b)y′′′(b−1)).

Àëãåáðà A0
4,9.

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûå ñîîòíîøåíèÿ ýòîé àëãåáðû:

[e2, e3] = e1, [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e4.

Òðåõìåðíàÿ ïîäàëãåáðà A3,1 íàòÿíóòà íà âåêòîðû e1, e2, e3. Âûáåðåì

e1 =
∂

∂y
, e2 =

∂

∂x
, e3 = x

∂

∂y
.

Îáîçíà÷èì e4 = ξ ∂
∂x + η ∂

∂y .

Èç ñîîòíîøåíèé [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e4 ñëåäóåò, ÷òî

ξy = 0, ηy = 1, ξx = 1, ηx = 0,

−xξx − yξy + ξ = 0, −xηx − yηy + η = 0.

Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû âûáåðåì ξ = x, η = y, òîãäà

e4 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.
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Âû÷èñëèì ïðîäîëæåíèÿ ïîëåé e1, e2, e3, e4 äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Îíè
èìåþò âèä

e
(4)
1 =

∂

∂y
,

e
(4)
2 =

∂

∂x
,

e
(4)
3 = x

∂

∂y
+

∂

∂y′
,

e
(4)
4 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
− y′′

∂

∂y′′
− 2y′′′

∂

∂y′′′
− 3yIV

∂

∂yIV
.

Ýòè ïîëÿ îáðàçóþò áàçèñ ïðîäîëæåííîé àëãåáðû (A0
4,9)

(4). Èíâàðèàíòû ýòîé
àëãåáðû èìåþò âèä

I1 =
yIV

y′′3
, I2 =

y′′′

y′′2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåå àëãåáðó A0
4,9, ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â âèäå

yIV = y′′3F

(
y′′′

y′′2

)
.

Óðàâíåíèå, äîïóñêàþùåå àëãåáðó A0
4,9, èìååò âèä

yIV = y′′3F (y′′′/y′′2). (20)

Îïåðàòîðû e1, e2, e3 îáðàçóþò èäåàë h â àëãåáðå A0
4,9. Áàçèñ åãî äèôôåðåí-

öèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ñîñòàâëÿþò ôóíêöèè

u = y′′, v = y′′′.

Òîãäà dv/du = Dv/Du = yIV /y′′′, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (20) ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

v
dv

du
= u3F

( v
u2

)
. (21)

Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò îïåðàòîð e4. Íàéäåì, êàê çàïèøåòñÿ ýòîò îïåðàòîð
â êîîðäèíàòàõ (u, v). Èç ôîðìóëû ïðîäîëæåíèÿ e(4)4 ñëåäóåò, ÷òî e(4)4 (u) = −u,
e
(4)
4 (v) = −2v. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð e4 çàïèøåòñÿ êàê

X = e4(u)
∂

∂u
+ e4(v)

∂

∂v
= −u ∂

∂u
− 2v

∂

∂v
.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ (u, v) → (p, q), ïðèâîäÿùóþ X ê îïåðàòîðó
ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé X(p) = 0, X(q) = 1. Âîçüìåì

p =
v

u2
, q = ln u,
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òîãäà
u = eq, v = pe2q.

Óðàâíåíèå (21) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

p

(
dp

dq
+ 2p

)
= F (p).

Ýòî � óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Åñëè åãî îáùåå ðåøå-
íèå íàéäåíî, à, ñîîòâåòñòâåííî, è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21) íàéäåíî â âèäå
Φ(u, v) = C, òî îòíîñèòåëüíî y ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå Φ(y′′, y′′′) = C, äî-
ïóñêàþùåå àëãåáðó Ëè h, íàòÿíóòóþ íà e1, e2, e3, è ïîýòîìó ðåøàþùååñÿ
â êâàäðàòóðàõ [9].

Àëãåáðà A1
4,9.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ýòîé àëãåáðû èìåþò âèä:

[e1, e4] = 2e1, [e2, e3] = e1, [e3, e4] = e3.

Áàçèñ òðåõìåðíîé ïîäàëãåáðû A3,1 îáðàçóþò ýëåìåíòû e1, e2, e3. Âîçüìåì

e1 =
∂

∂y
, e2 =

∂

∂x
, e3 = x

∂

∂y
.

Ïóñòü e4 = ξ ∂
∂x + η ∂

∂y .

Çàïèøåì óñëîâèÿ [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e3.

Îíè ïðèíèìàþò âèä
ξy = 0, ηy = 2,

ξx = 1, ηx = 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè ξ = x, η = 2y ÿâëÿþòñÿ åå ðåøåíèåì. Ïîýòîìó
âîçüìåì

e4 = x
∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
.

Âû÷èñëèì ïðîäîëæåíèÿ ïîëåé e1, e2, e3, e4 äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Îíè
èìåþò âèä

e
(4)
1 =

∂

∂y
,

e
(4)
2 =

∂

∂x
,

e
(4)
3 = x

∂

∂y
+

∂

∂y′
,

e
(4)
4 = x

∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
+ y′

∂

∂y′
− y′′′

∂

∂y′′′
− 2yIV

∂

∂yIV
.
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Ýòè ïîëÿ îáðàçóþò áàçèñ ïðîäîëæåííîé àëãåáðû (A1
4,9)

(4). Èíâàðèàíòû ýòîé
àëãåáðû èìåþò âèä

I1 =
yIV

y′′′2
, I2 = y′′.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåå àëãåáðó A1
4,9, ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â âèäå

yIV = y′′′2F (y′′).

Àëãåáðà A4,10.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä:

[e2, e3] = e1, [e2, e4] = −e3, [e3, e4] = e2.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà àëãåáðà íå ðåàëèçóåòñÿ, êàê àëãåáðà âåêòîðíûõ ïîëå íà R2.

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé

e1 =
∂

∂y
.

Ïóñòü â ýòèõ êîîðäèíàòàõ

ek = ξk(x, y)
∂

∂x
+ ηk(x, y)

∂

∂y
, k = 2, 3, 4.

Ïîñêîëüêó [e1, e2] = 0, èìååì

ξ2y
∂

∂x
+ η2y

∂

∂y
= 0,

èëè, ξ2y = η2y = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ2, η2 � ôóíêöèè òîëüêî îò ïåðåìåííîé
x. Àíàëîãè÷íî, ξ3, η3 è ξ4, η4 � ôóíêöèè òîëüêî îò ïåðåìåííîé x.

Èç ñîîòíîøåíèÿ [e2, e3] = e1 ïîëó÷àåì

ξ3 = Cξ2, ξ2η
′
3 − ξ3η

′
2 = 1, (22)

ãäå C = const, øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî x.

Èç ñðàâíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ∂
∂x â ðàâåíñòâàõ [e2, e4] = −e3 è [e3, e4] =

e2 ïîëó÷àåì
ξ2ξ

′
4 − ξ4ξ

′
2 = −ξ3, ξ3ξ

′
4 − ξ4ξ

′
3 = ξ2.

Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà ξ3 = Cξ2, ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

ξ2ξ
′
4 − ξ4ξ

′
2 = −Cξ2, C(ξ2ξ

′
4 − ξ4ξ

′
2) = ξ2.
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Äîìíîæèâ ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé íà C è âû÷òÿ èç íåãî âòîðîå, ïîëó÷èì
ξ2(1 + C2) = 0, îòêóäà ξ2 = ξ3 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó èç ðàâåíñòâ
(22). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåàëèçàöèè àëãåáðû A4,10 íå ñóùåñòâóåò.

Àëãåáðà Aa
4,11.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä:

[e1, e4] = 2ae1, [e2, e4] = ae2 − e3, [e3, e4] = e2 + ae3, [e2, e3] = e1.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà àëãåáðà íå ðåàëèçóåòñÿ, êàê àëãåáðà âåêòîðíûõ ïîëåé íà
R2.

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé

e1 =
∂

∂y
.

Ïóñòü â ýòèõ êîîðäèíàòàõ

ek = ξk(x, y)
∂

∂x
+ ηk(x, y)

∂

∂y
, k = 2, 3, 4.

Ïîñêîëüêó [e1, e2] = 0, èìååì

ξ2y
∂

∂x
+ η2y

∂

∂y
= 0,

èëè, ξ2y = η2y = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ2, η2 � ôóíêöèè òîëüêî îò ïåðåìåííîé
x. Àíàëîãè÷íî, ξ3, η3 � ôóíêöèè òîëüêî îò ïåðåìåííîé x.

Èç ñîîòíîøåíèÿ [e1, e4] = 2ae1 ïîëó÷àåì

ξ4y
∂

∂x
+ η4y

∂

∂y
= 2a

∂

∂y
,

îòêóäà ξ4y = 0, η4y = 2a. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ4 = ξ4(x), η4 = 2ay +m(x).

Àíàëîãè÷íî, èç ñîîòíîøåíèÿ [e2, e3] = e1 ïîëó÷àåì

ξ3 = Cξ2, ξ2η
′
3 − ξ3η

′
2 = 1, (23)

ãäå C = const, øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî x.

Èç ñðàâíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ∂
∂x â ðàâåíñòâàõ [e2, e4] = ae2 − e3 è

[e3, e4] = e2 + ae3 ïîëó÷àåì

ξ2ξ
′
4 − ξ4ξ

′
2 = aξ2 − ξ3, ξ3ξ

′
4 − ξ4ξ

′
3 = ξ2 + aξ3.

Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà ξ3 = Cξ2, ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

ξ2ξ
′
4 − ξ4ξ

′
2 = (a− C)ξ2, C(ξ2ξ

′
4 − ξ4ξ

′
2) = ξ2(1 + aC).
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Äîìíîæèâ ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé íà C è âû÷òÿ èç íåãî âòîðîå, ïîëó÷èì
ξ2(1 + C2) = 0, îòêóäà ξ2 = ξ3 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó èç ðàâåíñòâ
(23). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåàëèçàöèè àëãåáðû A4,11 íå ñóùåñòâóåò.

Àëãåáðà A4,12.

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûå ñîîòíîøåíèÿ ýòîé àëãåáðû:

[e1, e4] = −e2, [e2, e4] = e1, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2.

Òðåõìåðíàÿ ïîäàëãåáðà A3,3 íàòÿíóòà íà e1, e2, e3 . Åå ðåàëèçàöèÿ èìååò
âèä:

e1 =
∂

∂y
, e2 = x

∂

∂y
, e3 = y

∂

∂y
.

Ïóñòü e4 = ξ ∂
∂x + η ∂

∂y .

Çàïèøåì óñëîâèÿ [e1, e4] = −e2, [e2, e4] = e1, [e3, e4] = 0.

Îíè ïðèíèìàþò âèä

ξy = 0, ηy = −x,
xξy = 0, xηy − ξ = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè ξ = −x2 − 1 è η = −xy ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ýòîé
ñèñòåìû. Âûáåðåì

e4 = −(1 + x2)
∂

∂x
− xy

∂

∂y
.

Âû÷èñëèì ïðîäîëæåíèÿ ïîëåé e1, e2, e3, e4 äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

e
(4)
1 =

∂

∂y
,

e
(4)
2 = x

∂

∂y
+

∂

∂y′
,

e
(4)
3 = y

∂

∂y
+ y′

∂

∂y′
+ y′′

∂

∂y′′
+ y′′′

∂

∂y′′′
+ yIV

∂

∂yIV
,

e
(4)
4 = −(1 + x2)

∂

∂x
− xy

∂

∂y
− y

∂

∂y′
+ xy′

∂

∂y′
+ 3xy′′

∂

∂y′′
+

+(3y′′ + 5xy′′′)
∂

∂y′′′
+ (8y′′′ + 7xyIV )

∂

∂yIV
.

Ýòè ïîëÿ îáðàçóþò áàçèñ ïðîäîëæåííîé àëãåáðû A
(4)
4,12. Èíâàðèàíòû ýòîé àë-

ãåáðû èìåþò âèä

I1 =
yIV (1 + x2)2(−8xy′′′(1 + x2)− 12x2y′′)

y′′
, I2 =

y′′′(1 + x2) + 3xy′′

y′′
.
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è ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåå àëãåáðó A4,12, ïðèíèìàåò âèä:

yIV =
y′′F (I2)− 8xy′′′(1 + x2)− 12x2y′′

(1 + x2)2
. (24)

Îïåðàòîðû e1, e2, e3 îáðàçóþò èäåàë h â àëãåáðå A4,12. Áàçèñ åãî äèôôåðåí-
öèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ñîñòàâëÿþò ôóíêöèè

u = x, v =
y′′′

y′′
.

Òîãäà óðàâíåíèå (24) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

dv

du
=
F (v(1 + u2) + 3u)− 8uv(1 + u2)− 12u2 − v2(1 + u2)2

(1 + u2)2
. (25)

Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò îïåðàòîð e4. Íàéäåì, êàê çàïèøåòñÿ ýòîò îïåðàòîð
â êîîðäèíàòàõ (u, v). Èç ôîðìóëû ïðîäîëæåíèÿ e

(4)
4 ñëåäóåò, ÷òî e(4)4 (u) =

−(1 + u2), e(4)4 (v) = (3 + 2uv). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð e4 çàïèøåòñÿ êàê

X = e4(u)
∂

∂u
+ e4(v)

∂

∂v
= −(1 + u2)

∂

∂u
+ (3 + 2uv)

∂

∂v
.

Óðàâíåíèå (25) ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà e(4)4 .
Ïîñëå ýòîãî èñõîäíîå óðàâíåíèå ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ òðåòüåãî ïîðÿäêà, êî-
òîðîå â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ðåøåíî.

Àëãåáðà A4,7.

Ðàññìîòðèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ýòîé àëãåáðû:

[e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3, [e2, e3] = e1.

Íàéäåì êàêóþ-íèáóäü ðåàëèçàöèþ ýòîé àëãåáðû. Âîçüìåì

e1 =
∂

∂y
,

ñëåäîâàòåëüíî

ei = ξi(x)
∂

∂x
+ ηi(x)

∂

∂y
, i = 2, 3.

Âûáåðåì e2 = x ∂
∂y äëÿ óäîáñòâà, ò.å., âîçüìåì ξ = 0, η = x.

Èç óñëîâèÿ [e2, e3] = e1 ïîëó÷àåì

−ξ3
∂

∂y
=

∂

∂y
,
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à ýòî çíà÷èò ξ3 = −1.

Èç ñîîòíîøåíèé [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3 ïîñëåäîâà-
òåëüíî íàõîäèì

ξ4y = 0, η4y = 2,

ξ4 = ξ4(x), η4 = 2y +m(x),

−ξ4 + 2x = x.

Îòñþäà ξ4 = x. Îñòàëîñü ïîäîáðàòü η3 è η4. Èìååì

−xη′3 −m′ + η3 = x

� ýòî åäèíñòâåííîå óñëîâèå íà η3 è m. Âûáåðåì m = 0, òîãäà η4 = 2y.

Èç óñëîâèÿ η′3 −
η3
x = −1 ïîëó÷àåì

η3 = C3x− x lnx.

Âûáåðåì C = 0, òîãäà
η3 = −x lnx.

Âû÷èñëèì ïðîäîëæåíèÿ ïîëåé e1, e2, e3, e4 äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

e
(4)
1 =

∂

∂y
,

e
(4)
2 = x

∂

∂y
+

∂

∂y′
,

e
(4)
3 = − ∂

∂x
− x lnx

∂

∂y
− (lnx+ 1)

∂

∂y′
− 1

x
· ∂

∂y′′
+

1

x2
· ∂

∂y′′′
− 2

x3
· ∂

∂yIV
,

e
(4)
4 = x

∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
+ y′

∂

∂y′
− y′′′

∂

∂y′′′
− 2yIV

∂

∂yIV
.

Ýòè ïîëÿ îáðàçóþò áàçèñ ïðîäîëæåííîé àëãåáðû A
(4)
4,7. Èíâàðèàíòû ýòîé àë-

ãåáðû èìåþò âèä

I1 =
yIV x2

e2y′′ − 1
, I2 =

(
(xy′′′ − 1)e−y′′

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåå àëãåáðó A4,7, ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

yIV =
e2y

′′ − 1

x2
F
(
(xy′′′ − 1)e−y′′

)
.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèïëîìíîé ðàáîòå ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Óêàçàíû ðàçëè÷íûå ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, êàê íàéòè îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, äîïóñêàåìóþ äàííûì ÎÄÓ 1 ïîðÿäêà, êàê
íàïèñàòü îáùèé âèä óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùåãî äàííóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó, Êðîìå òîãî, ïðîèëëþñòðèðîâàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ÎÄÓ 1 ïîðÿäêà,
äîïóñêàþùèõ ãðóïïó.

2. Íàéäåíû ðåàëèçàöèè íà ïëîñêîñòè âñåõ ÷åòûðåõìåðíûõ àëãåáð Ëè, îá-
ëàäàþùèõ íåêîììóòàòèâíîé òðåõìåðíîé ïîäàëãåáðîé. Äëÿ ðÿäà òàêèõ àëãåáð
ïîêàçàíî íåâîçìîæíîñòü èõ ðåàëèçàöèè.

3. Ïîñòðîåíû ÎÄÓ 4 ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå ýòè àëãåáðû Ëè.

4. Ïðèâåäåíà ïîëíàÿ ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ÎÄÓ 4 ïîðÿäêà.
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