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1. �¢¥¤¥­¨¥. �®à¬ã«¨à®¢ª  à¥§ã«ìâ â 

� ª ¨§¢¥áâ­® [1], ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¯®áâ®ï­­®© ªà¨¢¨§­ë Mn(c) ­ §ë¢ -
¥âáï ¯®«ãá¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬, ¥á«¨ ¥£® ¢â®à ï äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï ä®à¬  (ä.ä.) �2 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãá«®¢¨î rXrY �2 = rYrX�2, £¤¥ r ®¡®§­ ç ¥â á¢ï§­®áâì � ­ ¤¥à � à¤¥­ -�®àâ®«®ââ¨. �â®
ãá«®¢¨¥ à ¢­®á¨«ì­® á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ ä.ä. �4 = rr�2.

� 1990 £. �.�.�ã¬¨áâ¥ ¯®«ãç¨« ®¤¨­ ¨§ ¢ ¦­¥©è¨å ¢ â¥®à¨¨ ¯®«ãá¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯®¤¬­®-
£®®¡à §¨© à¥§ã«ìâ â®¢. �¬ ¡ë«  ¤®ª § ­  á«¥¤ãîé ï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï

�¥®à¥¬  1 ([1]). �®¤¬­®£®®¡à §¨¥M ¢Mn(c) ï¢«ï¥âáï ¯®«ãá¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬ â®£¤  ¨ â®«ì-

ª® â®£¤ , ª®£¤  ®­® ï¢«ï¥âáï ®£¨¡ îé¨¬ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  á¥¬¥©áâ¢  á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å (¯®
�.�¥àãáã [2]) ¯®¤¬­®£®®¡à §¨©.

�¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï  ­ «¨â¨ç¥áª¨ å à ªâ¥à¨§ãîâáï ãá«®¢¨¥¬ ¯ à ««¥«ì­®-
áâ¨ ¢â®à®© ä.ä. �2, â. ¥. r�2 = 0 [2].

�¥®à¥¬  1 áä®à¬¨à®¢ «  ­®¢ë© ¢§£«ï¤ ­  ¯à¨à®¤ã ¯®«ãá¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© ¨
®âªàë«  ­®¢ë¥ ¢®§¬®¦­®áâ¨ ¢ à¥è¥­¨¨ § ¤ ç ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¯¨á ­¨ï â ª¨å
¯®¤¬­®£®®¡à §¨©. �®«­®¥ ®á¢¥é¥­¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢ ® ¯®«ãá¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ïå ¨
¯®¤à®¡­ ï ¡¨¡«¨®£à ä¨ï ¤ ­ë ¢ ®¡§®à­®© áâ âì¥ �.�.�ã¬¨áâ¥ [3] (á¬. â ª¦¥ áâ âìî  ¢â®à 
[4]).

�à¨¢¥¤¥­­ë© ¢ëè¥ à¥§ã«ìâ â �.�.�ã¬¨áâ¥ ¬®¦­® ®¡®¡é âì ¨ à §¢¨¢ âì ¢ ¤¢ãå à §­ëå
­ ¯à ¢«¥­¨ïå: ¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ãá¨«¥­¨ï § ª®­  ®£¨¡ ­¨ï ¨, ­ ®¡®à®â, ¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¥£® ®á« -
¡«¥­¨ï. � ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®¤­  ¨§ ¢®§¬®¦­®áâ¥© ®¡®¡é¥­¨ï â¥®à¥¬ë 1 ¢
¯¥à¢®¬ ¨§ ãª § ­­ëå ­ ¯à ¢«¥­¨©.

� ª ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ®¡®¡é¥­¨¥ ®£¨¡ îé¥© 2-£® ¯®àï¤ª , ¢¢®¤¨âáï ¯®­ïâ¨¥ ®£¨¡ îé¥© ¢ëáè¥-
£® ¯®àï¤ª  (á¬. x 2), ¨ § â¥¬ â¥®à¥¬  1 à á¯à®áâà ­ï¥âáï ­  ä.ä. «î¡®£® ¯®àï¤ª . �á­®¢­®©
à¥§ã«ìâ â ¢ëà ¦ ¥âáï á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬®©.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì m-¬¥à­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ª« áá  C1 ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ En

¨¬¥¥â á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ä.ä. �3; �4; : : : ; �s�1 (s � 4). �®£¤  ä.ä. �s ¡ã¤¥â á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¢

â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨M ï¢«ï¥âáï ®£¨¡ îé¨¬ (s�2)-£® ¯®àï¤ª  á¥¬¥©áâ¢  m-¬¥à­ëå

¯®¤¬­®£®®¡à §¨©, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: ¢á¥ ¥£® ä.ä. ¤® (s�2)-
£® ¯®àï¤ª  ¢ª«îç¨â¥«ì­® ï¢«ïîâáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨,   ä.ä. �s�2 ªà®¬¥ â®£®, ¯ à ««¥«ì­ ,

â. ¥. r�s�2 = 0.

� ¡®â  ­ ¯¨á ­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �� \��������".
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2. �á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ä®à¬ã«ë

�ãáâì O(En) | £« ¢­®¥ à áá«®¥­¨¥ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå à¥¯¥à®¢ fx; e1; : : : ; eng ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬
¯à®áâà ­áâ¢¥ En. �â®¦¤¥áâ¢«ïï â®çªã x á ¥¥ à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à®¬, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

dx = !aea; dea = !b
aeb; !b

a + !a
b = 0:

�âáî¤  ¯ãâ¥¬ ¢­¥è­¥£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ¯®«ãç îâáï áâàãªâãà­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï

d!a = !b ^ !a
b ; d!b

a = !c
a ^ !

b
c:

�ãáâì M ï¢«ï¥âáï m-¬¥à­ë¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬ ª« áá  C1 ¢ En. �®£¤  à áá«®¥­¨¥ O(En)
¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¢¥¤¥­® ª £« ¢­®¬ã à áá«®¥­¨î O(M;En)  ¤ ¯â¨à®¢ ­­ëå à¥¯¥à®¢ [5], å à ªâ¥-
à¨§ã¥¬ëå â¥¬, çâ® ei 2 Tx(M) ¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ;m ¨ e� 2 T?

x (M) ¤«ï ¢á¥å � = m+ 1; : : : ; n. �
á¨«ã íâ®£® ¨ ¯¥à¢®© £àã¯¯ë áâàãªâãà­ëå ãà ¢­¥­¨© ¨¬¥¥¬

!� = 0; !�
i = h�ij!

j ; h�ij = h�ji; (2.1)

£¤¥ ¢â®à ï £àã¯¯  ãà ¢­¥­¨© ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯¥à¢®© ¯ãâ¥¬ ¢­¥è­¥£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ¨ ¯®-
á«¥¤ãîé¥£® ¯à¨¬¥­¥­¨ï «¥¬¬ë � àâ ­ . � ª¨¬ ¦¥ ¯ãâ¥¬ ¨§ ¢â®à®© £àã¯¯ë ãà ¢­¥­¨© (2.1)
¯®«ãç îâáï á®®â­®è¥­¨ï

rh�ij = h�ijk!
k; h�ijk = h�ikj (= rjh

�
ik); (2.2)

£¤¥ r | á¢ï§­®áâì � ­ ¤¥à � à¤¥­ -�®àâ®«®ââ¨,   ª®¢ à¨ ­â­ë© ¤¨ää¥à¥­æ¨ « rh�ij ®¯à¥¤¥-
«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

rh�ij = dh�ij + h�ij!
�
� � h�kj!

k
i � h�ik!

k
j : (2.3)

� (2.1) ¨ (2.2) äã­ªæ¨¨ h�ij , h
�
jik, á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ¯® ­¨¦­¨¬ ¨­¤¥ªá ¬, ï¢«ïîâáï ª®¬¯®­¥­â ¬¨

ä.ä. �2 ¨ �3 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �â® T?(M)-§­ ç­ë¥ ä®à¬ë, ¤¥©áâ¢ãîé¨¥, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¯®
¯à ¢¨«ã

�2 : (X;Y ) 7! h�ijX
iY je�; �3 : (X;Y;Z) 7! h�ijkX

iY jZke�; (2.4)

£¤¥ X = X iei, Y = Y jej , Z = Zkek. �§ (2.2) á«¥¤ã¥â, çâ® �3 = r�2. �®¬¯®­¥­âë h�ijkl; h
�
ijklp ; : : : ;

h�i1i2���is : : : ä.ä. �4; �5; : : : ; �s; : : : ®¯à¥¤¥«ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï¬¨

8>>>>>>><
>>>>>>>:

rh�ijk = h�ijkl!
l;

rh�ijkl = h�ijklp!
p;

: : :

: : :
rh�i1i2���is�1 = h�i1i2���is�1is!

is ;

: : :

(2.5)

£¤¥ «¥¢ë¥ ç áâ¨ à áªàë¢ îâáï ¯® â®© ¦¥ áå¥¬¥, çâ® ¨ ¢ (2.3). �®à¬ë �4; �5; : : : ; �s; : : : â ª¦¥
ï¢«ïîâáï T?(M)-§­ ç­ë¬¨, ¨ ¨å ¤¥©áâ¢¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬, ª ª ¨ ¢ (2.4). �¤­ ª®
íâ¨ ä®à¬ë, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ä®à¬ �2 ¨ �3, á¨¬¬¥âà¨ç­ë â®«ìª® ¯® ¯¥à¢ë¬ âà¥¬  à£ã¬¥­â ¬ ¨ ¢
®¡é¥¬ á«ãç ¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ­¥ ï¢«ïîâáï. �§ á®®â­®è¥­¨© (2.5) á«¥¤ã¥â, çâ® �4 = r�3,
�5 = r�4; : : : ; �s = r�s�1 ¨ â. ¤.
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�¨ää¥à¥­æ¨àãï ¢­¥è­¨¬ ®¡à §®¬ ãà ¢­¥­¨ï (2.2) ¨ ¢á¥ ãà ¢­¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (2.5), ¯®«ãç¨¬8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

h�ijkl!
l ^ !k = h�kj


k
i + h�ik


k
j � h�ij


�
� ;

h�ijklp!
p ^ !l = h�ljk


l
i + h�ilk


l
j + h�ijl


l
k � h�ijk


�
� ;

: : :
: : :

h�i1i2���is�1is!
is ^ !is�1 = h�ki2���is�2


k
i1
+ � � �+ h�i1i2���k


k
is�2

� h�i1i2���is�2

�
� ;

: : :

(2.6)

£¤¥


j
i = d!j

i � !k
i ^ !

j
k = �

X
�

h�i[kh
�
l]j!

k ^ !l; (2.7)


�
� = d!�

� � !

� ^ !

�

 = �

X
i

h�i[kh
�

l]i!
k ^ !l (2.8)

ï¢«ïîâáï 2-ä®à¬ ¬¨ ªà¨¢¨§­ë á¢ï§­®áâ¨ � ­ ¤¥à � à¤¥­ -�®àâ®«®ââ¨ r = r �r?. �¤¥áì r
®¡®§­ ç ¥â à¨¬ ­®¢ã á¢ï§­®áâì ­  ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¨ M ,   r? | ­®à¬ «ì­ãî á¢ï§­®áâì. � (2.7)
¨ (2.8) ª®íää¨æ¨¥­âë

Rj
ikl = �

X
�

h�i[kh
�
l]j ; R�

�kl = �
X
i

h�i[kh
�

l]i (2.9)

¯à¨ !k ^ !l ï¢«ïîâáï ª®¬¯®­¥­â ¬¨ â¥­§®à®¢ ªà¨¢¨§­ë R ¨ R? á¢ï§­®áâ¥© r ¨ r? á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­®. �á«¨ R = 0, â® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï «®ª «ì­®-¥¢ª«¨¤®¢ë¬. �á«¨ R? = 0, â®
£®¢®àïâ ® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¨ á ¯«®áª®© ­®à¬ «ì­®© á¢ï§­®áâìî.

�§ á¨áâ¥¬ë (2.6) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â, çâ® ä.ä. �4; : : : ; �s ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï M ®¤­®¢à¥-
¬¥­­® ¡ã¤ãâ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

8>>>>><
>>>>>:

h�kj

k
i + h�ik


k
j � h�ij


�
� = 0;

h�ljk

l
i + h�ilk


l
j + h�ijl


l
k � h�ijk


�
� = 0;

: : :

: : :

h�ki2 ���is�2

k
i1
+ � � �+ h�i1i2���k


k
is�2

� h�i1i2���is�2

�
� = 0:

(2.10)

�ç¥¢¨¤­®, çâ® ã «®ª «ì­®-¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© á ¯«®áª®© ­®à¬ «ì­®© á¢ï§­®áâìî ä.ä.
¢á¥å ¯®àï¤ª®¢ ï¢«ïîâáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨.

�ãáâì M ¨ fM | ¤¢  m-¬¥à­ëå ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï ¢ En, ¨¬¥îé¨¥ ®¡éãî â®çªã x0. �®¢®àïâ,
çâ® x0 ï¢«ï¥âáï â®çª®© ª á ­¨ï 2-£® ¯®àï¤ª  ¤«ï M ¨ fM , ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®© ªà¨¢®© 
 2 M ,
¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ x0, áãé¥áâ¢ã¥â ªà¨¢ ï ~
 2 fM , â ª¦¥ ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ x0 ¨ ¨¬¥îé ï á 

®¡é¨¥ ª á â¥«ì­ãî ¨ ¢¥ªâ®à ªà¨¢¨§­ë. �.�.�ã¬¨áâ¥ [1] ¯®ª § «, çâ® ª á ­¨¥ 2-£® ¯®àï¤ª  ¢
â®çª¥ x0 à ¢­®á¨«ì­® á®¢¯ ¤¥­¨î ª á â¥«ì­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ Tx0(M) ¨ Tx0(fM) ¨ ¢â®àëå ä.ä.
�2x0 ¨ ~�2x0 ¢ íâ®© â®çª¥. � ª ¢ ¯¥à¢®©, â ª ¨ ¢® ¢â®à®© ä®à¬¥ ¯®­ïâ¨¥ ª á ­¨ï 2-£® ¯®àï¤ª 
¤®¯ãáª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ®¡®¡é¥­¨ï. �¤¥áì ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ®¡®¡é¥­¨¥ íâ®£® ¯®­ïâ¨ï â®«ìª®
¢® ¢â®à®© ä®à¬¥.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¤¢  m-¬¥à­ëå ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï M ¨ fM ¢ En ¨¬¥îâ ¢ ®¡é¥© â®çª¥ x0

ª á ­¨¥ s-£® ¯®àï¤ª  (s � 2) ¥á«¨ ¢ íâ®© â®çª¥ á®¢¯ ¤ îâ 1) ª á â¥«ì­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  Tx0(M)
¨ Tx0(fM), 2) ¢á¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ä.ä. ¯®¤¬­®£®®¡à §¨©M ¨ fM ¤® s-£® ¯®àï¤ª  ¢ª«îç¨â¥«ì­®,
â. ¥. �rx0 = ~�rx0 , r = 2; 3; : : : ; s.

� ª®¥ ¯®­¨¬ ­¨¥ ª á ­¨ï s-£® ¯®àï¤ª  ¯®¤¬­®£®®¡à §¨©, ª®­¥ç­®, ®â«¨ç ¥âáï ®â ®¡é¥¯à¨-
­ïâ®£® (á¬., ­ ¯à., [6], áá. 150, 190) ¨ ¨¬¥¥â àï¤ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢. �®¤â¢¥à¦¤¥­¨¥¬ íâ®¬ã ¬®£ãâ
á«ã¦¨âì à¥§ã«ìâ âë ­ áâ®ïé¥© à ¡®âë.

�«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡é ¥â ¯®­ïâ¨¥ ®£¨¡ îé¥© 2-£® ¯®àï¤ª .
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥. m-¬¥à­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ¢ En ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®£¨¡ îé¨¬ s-£® (s � 2)
¯®àï¤ª  ­¥ª®â®à®£® á¥¬¥©áâ¢  m-¬¥à­ëå ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© fKg, ¥á«¨ ¢ ª ¦¤®© á¢®¥© â®çª¥ ®­®
¨¬¥¥â ª á ­¨¥ s-£® ¯®àï¤ª  á ª ª¨¬-«¨¡® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬ íâ®£® á¥¬¥©áâ¢ .

�â® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®£¨¡ îé¥© s-£® ¯®àï¤ª  ­¥ ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­® ¢®§¬®¦­ë¬. �àã£¨¥ ¯®¤-
å®¤ë ¢ â¥®à¨¨ ®£¨¡ îé¨å ®á¢¥é¥­ë, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ ¬®­®£à ä¨¨ �.�. � «£ ««¥à  [7] ¨ æ¨â¨à®¢ ­-
­®© â ¬ «¨â¥à âãà¥.

3. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2. �¥®¡å®¤¨¬®áâì

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ã¤¥¬ ¯à®¢®¤¨âì á ¯®¬®éìî ¬¥â®¤  ¯®¤¢¨¦­®£® à¥¯¥à  � àâ ­  ¨ â¥®à¨¨
¢¯®«­¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå á¨áâ¥¬ �à®¡¥­¨ãá -� àâ ­ . �¤¥©­ ï áâ®à®­  ¤®-
ª § â¥«ìáâ¢  â ª ï ¦¥, ª ª ¨ ¢ [1], ¨ ¢ àï¤¥ ¬¥áâ ¬ë ¯®çâ¨ ¤®á«®¢­® ¯®¢â®àï¥¬ å®¤ à ááã¦¤¥­¨©
¢ [1] á ãç¥â®¬ ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë 2. �¤­ ª® â¥å­¨ç¥áª®¥ ®áãé¥áâ¢«¥­¨¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­¥®¡å®¤¨-
¬®áâ¨ ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë 2 £®à §¤® á«®¦­¥¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ [1].

�ãáâì Ms ®¡®§­ ç ¥â ¬­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å ­ ¡®à®¢ (x; T; 
2; 
3; : : : ; 
s) ¢ En, £¤¥ x | ¯à®¨§-
¢®«ì­ ï â®çª , T | m-¬¥à­ ï ¯«®áª®áâì, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ x,   
r (r = 2; : : : ; s) | r-«¨­¥©­®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ T � � � � � T (r à §) ¢ T? (®àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ ª T ¢ En), ¯à¨ç¥¬ 
2 ¨ 
3
ï¢«ïîâáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨. �¨á«® s (s � 2) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¤«¨­®© ­ ¡®à . �á«¨ ¤®¯®«­¨¬ â -
ª®© ­ ¡®à  ¤ ¯â¨à®¢ ­­ë¬ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¬ à¥¯¥à®¬ (x; e1; : : : ; em; em+1; : : : ; en), £¤¥ ei 2 T ,
e� 2 T?, i = 1; : : : ;m, � = m + 1; : : : ; n, â® ¯®«ãç¨¬ à¥¯¥à¨à®¢ ­­ë© ­ ¡®à. �­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å
à¥¯¥à¨à®¢ ­­ëå ­ ¡®à®¢ ¤«¨­ë s ¢ En ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Ms

fr. �®ª «ì­ë¬¨ ª®®à¤¨­ â ¬¨ ¢ M
s
fr

ï¢«ïîâáï: xa (a = 1; : : : ; n) | ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ x; ¯ à ¬¥âàë 'p (p = 1; : : : ; n(n� 1)=2) â ª¨å
®àâ®£®­ «ì­ëå ¬ âà¨æ A ¢ O(n;R), ª®â®àë¥ ¯à¥®¡à §ãîâ ¡ §¨á f@=@xag ¢ ¡ §¨á feag ¯®á«¥ áâ ­-
¤ àâ­®© ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨; ª®¬¯®­¥­âë h�ij ; h

�
ijk ; : : : ; h

�
ijk���l ä®à¬ 
2; 
3; : : : ; 
s (á®®â¢¥âáâ¢¥­­®) ¢

¯®á«¥¤­¥¬ ¡ §¨á¥.
�  ¬­®£®®¡à §¨¨ Ms

fr à áá¬®âà¨¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ãî á¨áâ¥¬ã
8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

!� = 0;
!�
i � h�ij!

j = 0;
dh�ij + h�ij!

�
� � h�kj!

k
i � h�ik!

k
j � h�ijk!

k = 0;
: : :
: : :

dh�i1���is�3 + h�i1���is�3!
�
� � h�k���is�3!

k
i1
� � � � � h�i1���k!

k
is�3

� h�i1���is�3is�2!
is�2 = 0;

dh�i1���is�2 + h�i1���is�2!
�
� � h�k���is�2!

k
i1
� � � � � h�i1���k!

k
is�2

= 0

(3.1)

¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, çâ® äã­ªæ¨¨ h�ij ; h
�
ijk ; : : : ; h

�
i1���is�2

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ (2.10), £¤¥ 
j
i , 


�
�

®¯à¥¤¥«ïîâáï ç¥à¥§ h�ij ¯® ä®à¬ã« ¬ (2.7) ¨ (2.8). �®£¤  ¯ãâ¥¬ ¯àï¬®£® ¢ëç¨á«¥­¨ï ¬®¦­®
ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¢­¥è­¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ë «¥¢ëå ç áâ¥© ãà ¢­¥­¨© á¨áâ¥¬ë (3.1) à ¢­ë ­ã«î ¢
á¨«ã ãà ¢­¥­¨© á ¬®© á¨áâ¥¬ë. �â® §­ ç¨â, çâ® á¨áâ¥¬  (3.1) ¢¯®«­¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬ .

�¢  à¥¯¥à¨à®¢ ­­ëå ­ ¡®à  ¤«¨­ë s ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ e0i = Aj
iej , e

0

� =
A�
�e� , £¤¥ kA

j
ik 2 O(m;R), kA�

�k 2 O(n�m;R). �®£¤ 

0h�i1���ir = h�j1���jrA
�
�A

j1
i1
� � �Ajr

ir

¤«ï «î¡®£® r = 2; 3; : : : ; s. �â  íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ Ms
fr ! M

s, ª®â®à®¥
¯à®¥æ¨àã¥â á¨áâ¥¬ã (3.1) ¢ ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­­ãî, ¢¯®«­¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬ãî ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì-
­ãî á¨áâ¥¬ã ­  Ms. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® ­ ¡®à  ¨§ Ms «®ª «ì-
­® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ¨­â¥£à «ì­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ íâ®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© á¨áâ¥¬ë,
ª®â®à®¥ ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì­® ¢®§¬®¦­ãî à §¬¥à­®áâì, à ¢­ãî à §¬¥à­®áâ¨ ¨­¢®«îâ¨¢­®£® à á-
¯à¥¤¥«¥­¨ï ­  Ms, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® íâ®© á¨áâ¥¬¥. �à ¢­¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (3.1) ¯®ª §ë¢ îâ, çâ®
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äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬¨ ä®à¬ ¬¨ íâ®£® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï ¡ã¤ãâ 
2; 
3; : : : ; 
s�2. � á¨«ã ãá«®¢¨© (2.10)
¢á¥ íâ¨ ä®à¬ë ï¢«ïîâáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨. �®á«¥¤­¥¥ ãà ¢­¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (3.1) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®
ä®à¬  
s�2 ¯ à ««¥«ì­ .

�ãáâì m-¬¥à­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥M ¢ En ¨¬¥¥â á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ä.ä. ¤® s-£® ¯®àï¤ª  ¢ª«î-
ç¨â¥«ì­®, £¤¥ s � 4. �®£¤  ª ¦¤ë© ä¨ªá¨à®¢ ­­ë© ­ ¡®à (x; Tx(M); �2x; : : : ; �sx) ¯®¤¬­®£®®¡à -
§¨ïM ®¯à¥¤¥«ï¥â, ª ª ¡ë«® ¤®ª § ­® ¢ëè¥, ­¥ª®â®à®¥ m-¬¥à­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ fM (¯à®å®¤ï-
é¥¥ ç¥à¥§ â®çªã x), ¯®à®¦¤¥­­®¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ¨­â¥£à «ì­ë¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬ á¨áâ¥¬ë
(3.1). � ª ª ª ¢ â®çª¥ x 2M \ fM ­ ¡®àë (x; Tx(M); �2x; : : : ; �(s�2)x) ¨ (x; Tx(M); ~�2x; : : : ; ~�(s�2)x)
á®¢¯ ¤ îâ, â® M ï¢«ï¥âáï ®£¨¡ îé¨¬ (s�2)-£® ¯®àï¤ª  ¢á¥å â ª¨å fM . �¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨©
â¥®à¥¬ë 2 ¤®ª § ­ .

4. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2. �®áâ â®ç­®áâì

�ãáâì ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ¢ En ¨¬¥¥â á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ä.ä. �3; �4; : : : ; �s�1 (s � 4) ¨ ¯ãáâì
M ï¢«ï¥âáï ®£¨¡ îé¨¬ (s� 2)-£® ¯®àï¤ª  á¥¬¥©áâ¢  ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© fGg, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå
®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: ¢á¥ ¥£® ä.ä. ¤® (s� 2)-£® ¯®àï¤ª  ¢ª«îç¨â¥«ì­® ï¢«ïîâáï
á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨,   ä.ä. ¯®àï¤ª  s � 2 ï¢«ï¥âáï, ªà®¬¥ â®£®, ¯ à ««¥«ì­®©. �®ª ¦¥¬, çâ®
ä.ä. �s ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï M á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì x0 | ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï M ,   fM | ¯®¤¬­®£®®¡à -
§¨¥ á¥¬¥©áâ¢  fGg, ª®â®à®¥ ¢ â®çª¥ x0 ¨¬¥¥â á M ª á ­¨¥ (s� 2)-£® ¯®àï¤ª . �®£¤  ¢ â®çª¥ x0

¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­áâ¢ 

�2x0 = ~�2x0 ; �3x0 = ~�3x0 ; : : : ; �(s�2)x0 = ~�(s�2)x0 ; (4.1)

£¤¥ ~�r (r = 2; 3; : : : ; s � 2) | ä.ä. ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï fM . � ª ª ª r~�s�2 = 0, â® ~h�i1���is = 0 ¨ ­ 
®á­®¢ ­¨¨ ¯®á«¥¤­¥£® à á¯¨á ­­®£® ãà ¢­¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (2.6) ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

~h�k���is�2
e
k
i1
+ � � �+ ~h�i1���k

e
k
is�2

� ~h�i1���is�2

�
� = 0;

£¤¥ f ®¡®§­ ç ¥â, çâ® ®¡ê¥ªâ ®â­®á¨âáï ª fM . �ç¨âë¢ ï (2.7), (2.8), «¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® ¯®á«¥¤-
­¥¥ ãá«®¢¨¥ à ¢­®á¨«ì­® á«¥¤ãîé¥¬ã:

eRisis�1
k
i1
~h�k���is�2 + � � �+ eRisis�1

k
is�2

~h�i1���k �
eR�
�isis�1

~h�i1���is�2 = 0; (4.2)

ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ (!) ãá«®¢¨¥¬ ­  ä®à¬ë ~�2 ¨ ~�s�2. � ¢¥­áâ¢® (4.2) ¢ë¯®«­ï¥âáï,
¢ ç áâ­®áâ¨, ¨ ¢ â®çª¥ x0. � á¨«ã ¯¥à¢®£® ¨ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢ ¢ (4.1) § ª«îç ¥¬, çâ® ¢ â®çª¥ x0

ª®¬¯®­¥­âë h�i1���is�2 ä.ä. �s�2 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ â ª®¬ã ¦¥ ãà ¢­¥­¨î, çâ® ¨ (4.2). �â® à ¢­®á¨«ì-
­® á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ h�i1���is ¯® ¤¢ã¬ ¯®á«¥¤­¨¬ ­¨¦­¨¬ ¨­¤¥ªá ¬. � ª ª ªrh�i1���is�1 = h�i1���is�1is!

is

¨ h�i1���is�1 á¨¬¬¥âà¨ç­ë ¯® ­¨¦­¨¬ ¨­¤¥ªá ¬ ¯® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë, â® h�i1���is ¡ã¤ãâ á¨¬¬¥âà¨ç-
­ë¬¨ ¢ â®çª¥ x0 ¯® ¢á¥¬ ­¨¦­¨¬ ¨­¤¥ªá ¬. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì­®áâ¨ x0 ä.ä. �s
ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©. �¥®à¥¬  2 ¤®ª § ­ .
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