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� ­­ ï áâ âìï ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ ­ è¥© á®¢¬¥áâ­®© à ¡®âë á �.�.�¢å ¤¨¥¢ë¬ [1]. �
­¥© ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ­®¢ë¥ ¯®¤å®¤ë ¢ ¯®áâà®¥­¨¨ ¬­®£®ã£®«ì­ëå ®¡« áâ¥© ¯® ¤ ­­®© á®¢®ªã¯­®-
áâ¨ ¢­¥è­¨å ã£«®¢. �å¥¬ â¨ç­® ¤®ª § ­ë â¥®à¥¬ë ® ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ ¨«¨ ­¥¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨
¨­â¥£à «  �à¨áâ®ää¥«ï{�¢ àæ  ª ª« ááã ¯®çâ¨{¢ë¯ãª«ëå äã­ªæ¨© ¨ â¥®à¥¬  ® áãé¥áâ¢®-
¢ ­¨¨ §¢¥§¤®®¡à §­®£® ¨­â¥£à «  ¢ ¯®¤ª« áá¥ áâà®£® ¯®çâ¨{¢ë¯ãª«ëå ¨­â¥£à «®¢ �à¨áâ®ää¥-

«ï{�¢ àæ 
� tP
j=s

�j > �1 ¤«ï «î¡ëå s < t, �j+n = �j ,
nP

j=1
�j = 2, �1 < �j < 1

�
¯à¨ ¤®¯ãáâ¨¬ëå

¯¥à¥¬¥é¥­¨ïå ¯à®®¡à §®¢ ã£«®¢ëå â®ç¥ª ¡¥§ ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï. �®«ãç¥­ë ãá«®¢¨ï ®¤­®§­ ç­®áâ¨
¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¢ ä®à¬¥ ¨­â¥£à «  �à¨áâ®ää¥«ï{�¢ àæ  ¤«ï ®â®¡à ¦¥­¨ï ªàã£  á ¤¢¨¦ãé¨-
¬¨áï ¯®«ïà­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �¡áã¦¤¥­ë ¬®¬¥­âë, ª®â®àë¥ ®¡ê¥¤¨­ïîâ ¢­¥è­¨© ¨­â¥£à «
�à¨áâ®ää¥«ï{�¢ àæ  ¨ ¢­¥è­îî ®¡à â­ãî ªà ¥¢ãî § ¤ çã (­ ¯à., [2]).

1. �ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (�j)nj=1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬

nX
j=1

�j = 2; �1 < �j < 1 (j = 1; : : : ; n): (1)

�®£¤  äã­ªæ¨ï

f(z) =
Z z

0

nY
j=1

(� � aj)
��jd�; (2)

aj = ei'j (j = 1; : : : ; n); '1 < � � � < 'n < '1 + 2�;

®áãé¥áâ¢«ï¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ ªàã£  E = fz : jzj < 1g ­  ¬­®£®ã£®«ì­ãî ®¡« áâì á ¢­ãâà¥­­¨¬¨
ã£« ¬¨ �j�, �j = 1� �j , j = 1; : : : ; n.

�¥á«®¦­®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ  ¤ ¥âáï ¢ ¬®­®£à ä¨¨ [3] (á. 167) ¢ ª ç¥áâ¢¥ à¥è¥-
­¨ï ®¡à â­®© § ¤ ç¨ ¤«ï ¨­â¥£à «  �à¨áâ®ää¥«ï{�¢ àæ . �®«ãç¥­­ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¡ã¤¥â,
¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬­®£®«¨áâ­ë¬. �¤­ ª® ­¥ ¢áïª¨© á ¬®¯¥à¥á¥ª îé¨©áï § ¬ª­ãâë© ¯®«¨£®­ (­ -
¯à¨¬¥à, ª®­âãà ¢ëà®¦¤¥­­®£® ä« ¦ª  ¨§ [4], á. 395) ¬®¦¥â á®¢¯ ¤ âì á @f(E).

� áâ âì¥ [1] ¤®ª § ­®, çâ® «¨¡® ¬­®£®ã£®«ì­¨ª f(E) ®¤­®«¨áâ­ë©, «¨¡® ¯à¨ ¥£® ­¥®¤­®«¨áâ-
­®áâ¨ ¬®¦­® ®áãé¥áâ¢¨âì â ª®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ â®ç¥ª aj ¯® ¥¤¨­¨ç­®© ®ªàã¦­®áâ¨, çâ®¡ë íâ¨ â®çª¨,
­¥ ¯¥à¥¬¥è¨¢ ïáì, ¯à¨è«¨ ¢ ¯®«®¦¥­¨¥ (a0j), ¯à¨ ª®â®à®¬ ¨­â¥£à «

f0(z) =
Z z

0

nY
j=1

(� � a0j)
��jd� (3)

¡ã¤¥â ®¤­®«¨áâ­®© äã­ªæ¨¥©.
� áá¬®âà¨¬ ¢®§¬®¦­®áâ¨ ¤¢¨¦¥­¨ï â®ç¥ª aj , ¤®¯ãáª ï ¨å ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨¥. �« áá ®¡« áâ¥©

f(E) â®£¤  à áè¨à¨âáï. �à¨ â ª®© ¯®áâ ­®¢ª¥ § ¤ ç¨ ® å à ªâ¥à¨áâ¨ª¥ ®¡« áâ¥© f(E) ã¯à®-
áâ¨âáï ®¡­ àã¦¥­¨¥ ®¤­®«¨áâ­ëå ®¡« áâ¥© áà¥¤¨ ¢á¥£® ­ ¡®à  ®¡à §®¢.
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� ¯®¬­¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®çâ¨-¢ë¯ãª«®áâ¨ ([5]). �¢¥¤¥¬ ã£®« 
r(�), ª®â®àë© ®¡à §ã¥â ª á -
â¥«ì­ ï ª ®¡à §ã ®ªàã¦­®áâ¨ z = rei', 0 � ' � 2�, 0 < r � 1, ¢ â®çª¥ rei� ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨
à¥£ã«ïà­®© äã­ªæ¨¥© f(z). �à¨â¥à¨¥¬ ¯®çâ¨-¢ë¯ãª«®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ¢ë¯®«­¥­¨¥ ­¥à ¢¥­áâ¢ 


r(�2)� 
r(�1) > �� (r < 1) () 
1(�2)� 
1(�1) � �� (4)

¤«ï ¢á¥å ¯ à �1, �2 á ãá«®¢¨¥¬ �1 < �2.

�¥®à¥¬  1. A. �®çâ¨-¢ë¯ãª«®áâì ®¡à §  f(E) ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ (2) ¨ ãá«®¢¨ïå (1) £ à ­-
â¨àã¥âáï, ¥á«¨

A1. ¢ë¯®«­ïîâáï ­¥à ¢¥­áâ¢ 

tX
j=s

�j � �1; s = 1; : : : ; n; s < t < s+ n� 4 (�j+n = �j) (5)

á «î¡ë¬¨ aj = ei'j , j = 1; : : : ; n, '1 < � � � < 'n < '1 + 2�, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ áã¬¬  ¢á¥å

®âà¨æ â¥«ì­ëå �j = ��j ­¥ ¬¥­ìè¥ (�1), â. ¥.
P
j
��j � �1;

A2. j�j j �
1
2
¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ ¯®àï¤ª¥ á«¥¤®¢ ­¨ï �j , j = 1; : : : ; n.

B. �®çâ¨-¢ë¯ãª«®áâì ®¡à §  f(E) ­¥¢®§¬®¦­  ­¨ ¯à¨ ª ª®¬ ¯®àï¤ª¥ á«¥¤®¢ ­¨ï �j, ¥á«¨ j�j j >
1
2
(j = 1; : : : ; n) ¨ ª®«¨ç¥áâ¢® ®âà¨æ â¥«ì­ëå �j = ��j < 0 ¡®«ìè¥ ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå

�j = �+j > 0 : N(��j ) > N(�+j ).

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �ã­ªâ A1 ®¡®á­®¢ ­ � ¯« ­®¬ [5].

� ¬¥ç ­¨¥ 2. � á¨«ã (1) ¨ ®æ¥­®ª ��j < �
1
2
, �+j < 1, ¯à¨ ãá«®¢¨¨ N(�+j ) = m, N(��j ) = m+1

¯®«ãç¨¬ 2 =
P
j
�+j +

P
j
��j < m �

m+ 1
2

=
m� 1
2

) m > 5 ) m � 6. �®íâ®¬ã ¢ë¯®«­¨âì

âà¥¡®¢ ­¨ï ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (�j)nj=1, ãª § ­­ë¥ ¢ ¯.B â¥®à¥¬ë 1, ¬®¦­® â®«ìª® ¤«ï n =
2m+ 1 � 13; ¤®áâ¨¦¥­¨¥ §­ ª  à ¢¥­áâ¢  ¯®ïá­ï¥â

�à¨¬¥à 1. ��1 = �
3
4
, ��

2k+1 = �
1
2
�

1
48
, �+

2k = 1�
1
48
, k = 1; : : : ; 6 (n = 13).

2. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (�j)nj=1 á ãá«®¢¨¥¬ (1) ¯à¨¢®¤¨¬®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â
­¥ª®â®à ï (¢®§¬®¦­® ¨ â®¦¤¥áâ¢¥­­ ï) ¯¥à¥áâ ­®¢ª  (�0j )

n
j=1 ¥¥ ç«¥­®¢, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé ï ¯®çâ¨-

¢ë¯ãª«®áâì ¨­â¥£à «  �à¨áâ®ää¥«ï{�¢ àæ 

f(z) =
Z z

0

nY
j=1

(� � aj)��0j d�: (6)

�á«¨ ¦¥ ­¨ ¯à¨ ª ª®© ¯¥à¥áâ ­®¢ª¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (�j)nj=1 äã­ªæ¨ï (6) ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯®çâ¨-
¢ë¯ãª«®©, â® â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­ §®¢¥¬ ­¥¯à¨¢®¤¨¬®©.

�¥¬¬ . A. �á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (�j)nj=1 ­¥¯à¨¢®¤¨¬ , â® áãé¥áâ¢ãîâ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨
�f�j�n+1j=1

,
�ff�j�n+1j=1

â ª¨¥, çâ®
�
N
�g
�j

�
�
= N

�
�j

�
�
+ 1, N

�g
�j

+
�
= N

�
�j

+
��

¨�
N
�gg
�j

�� = N
�
�j

��
, N

�gg
�j

+
�
= N

�
�j

+
�
+ 1

�
.

B. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ á N(�j
�) � 3 ¨«¨ á N(�j

+) � 5 ¯à¨¢®¤¨¬ë.
C. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ á (N(�j

�) = 4; 5; 6 ¨ N(�j
+) = 6) ¯à¨¢®¤¨¬ë.

D. �ãé¥áâ¢ãîâ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ á (N(�j
�) � 4, N(�j

+) � 7) ¨ (N(�j
�) � 7,

N(�j
+) � 6).
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�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯ã­ªâ  A ®á­®¢ ­® ­  â®¬, çâ® ¤®áâ â®ç­® ¬ «®¥ ç¨á«® (¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ¨«¨
®âà¨æ â¥«ì­®¥) ­¥ ¬®¦¥â \¨á¯à ¢¨âì" ­ àãè¥­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® (5).

�«ï ¯ã­ªâ®¢ B, C ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì ¯à¨¢®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© á (N(�j
�) =

3; N(�j
+) = 9), (N(�j

�) = 6; N(�j
+) = 6). �â® ¬®¦­® á¤¥« âì, à¥è ï á¥à¨¨ § ¤ ç «¨­¥©-

­®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï.

�à¨¬¥à 2. �«ï ¯ã­ªâ  D ¢®§ì¬¥¬ ��j = �
23
24
, j = 1; : : : ; 4; �+j =

5
6
, j = 5; : : : ; 11. �à¨ «î¡®©

¯¥à¥áâ ­®¢ª¥ ¢ æ¨ª«¨ç¥áª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (�1; �2; : : : ; �n; �n+1 = �1; �n+2 = �2) ­ ©¤¥âáï

¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (��j ; �
+

j+1; �
�
j+2), ¤«ï ª®â®à®© ��j + �+j+1 + ��j+2 = �

23
24

+
5
6
�
23
24

= �
13
12
.

�¥®à¥¬  2. �¨á«® N0 = 10 ®â¤¥«ï¥â ¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ®â ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå

¢ á«¥¤ãîé¥¬ á¬ëá«¥: ¯à¨ n � N0 ¢á¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (�j)nj=1 ¯à¨¢®¤¨¬ë, ¯à¨ n > N0

áãé¥áâ¢ã¥â å®âï ¡ë ®¤­  ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì.

3. �à¥¤¨ ¢á¥å ¯¥à¥áâ ­®¢®ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (�j)nj=1 á ãá«®¢¨¥¬ (1) ¢ë¤¥«¨¬ âã, ª®â®à ï
ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯® ¢®§à áâ ­¨î

�1 < �1 � � � � � �m < 0 < �m+1 � � � � � �n < 1: (7)

�® ®âà¨æ â¥«ì­ë¬ ã£« ¬ �1�; : : : ; �m� ¯®áâà®¨¬ ­¥§ ¬ª­ãâë© ¯à®áâ®© ¯®«¨£®­, ª®â®àë© ¤®-
¯®«­¨¬ ¤® § ¬ª­ãâ®£® ª®­âãà  á ¯®¬®éìî ¢â®à®£® ¯®«¨£®­ , ¯®áâà®¥­­®£® ¯® ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬
ã£« ¬ �m+1�; : : : ; �n�. � ¦¤ë© ¨§ íâ¨å ¯®«¨£®­®¢ ¨¬¥¥â ä®à¬ã á¯¨à «¨ ¨ ¢ æ¥«®¬ ®¡« áâì á
£à ­¨æ¥©, á®áâ ¢«¥­­®© ¨§ ¤¢ãå â ª¨å ¯®«¨£®­®¢, ®ª ¦¥âáï á¯¨à «ì­®© ¬­®£®ã£®«ì­®© ®¡« -
áâìî. �â®¡ë íâ  ®¡« áâì ®ª § « áì ®¤­®«¨áâ­®©, ­ã¦­® ¯à®¢®¤¨âì ¥¥ ¯®áâà®¥­¨¥, ¯®¯¥à¥¬¥­­®
¨á¯®«ì§ãï â® ®âà¨æ â¥«ì­ë¥, â® ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ã£«ë. �¯®á®¡ â ª®£® ¯®áâà®¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ­¥-
ª®â®àë¬  ­ «®£®¬ ¨§¢¥áâ­®£® ¢ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ ¬¥â®¤  § ¢®à ç¨¢ ­¨ï ¯®¤ àª  ([6],
á. 161).

�à®áâ®¥ ¯®áâà®¥­¨¥ ®¤­®«¨áâ­®© ®¡« áâ¨ ¯® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (7) ¯®«ãç ¥âáï ¯à¨¬¥­¥­¨-
¥¬ ¬¥â®¤  ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨. �«ï âà¥å ¨ ç¥âëà¥å ¢¥àè¨­ ¯®áâà®¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. �ãáâì
ã¦¥ ¯®áâà®¥­ë á¯¨à «ì­ë¥ ®¤­®«¨áâ­ë¥ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª¨ á ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ¢¥àè¨­, ¬¥­ìè¨¬ ¨«¨
à ¢­ë¬ n� 1. �«ï ¯®áâà®¥­¨ï ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  á ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ¢¥àè¨­ n ®â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨
(7) ¯¥à¥©¤¥¬ ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨

�1 < �1 � � � � � �m�1 < e�m < �m+2 � � � � � �n < 1; (8)

¢ ª®â®à®© e�m = �m+�m+1 ¨ ª®â®à ï á®¤¥à¦¨â n�1 ç«¥­®¢ ¯à¨ e�m 6= 0 ¨ n�2 ç«¥­®¢ ¯à¨ e�m = 0.
�âà®¨¬ ®¤­®«¨áâ­ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¯® ­ ¡®àã (8),   ¯®â®¬ ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥¬ ¥£® ¢ ®¤­®«¨áâ­ë©
n-ã£®«ì­¨ª á ¯®¬®éìî ¤®¡ ¢«¥­¨ï ã§ª¨å ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª®¢, ª®â®à®¥  ­ «®£¨ç­® ¢ëà¥§ ­¨î ¢
­ è¥© á®¢¬¥áâ­®© áâ âì¥ [1].

4. �«ï ¯®çâ¨-¢ë¯ãª«ëå ¨­â¥£à «®¢ (2) ¢¥à¥­ á«¥¤ãîé¨©  ­ «®£ â¥®à¥¬ë 1 ¨§ [1] (\®¤­®-
«¨áâ­®áâì" ­ã¦­® § ¬¥­¨âì ­  \§¢¥§¤®®¡à §­®áâì").

�¥®à¥¬  3. �à¨ áâà®£®© ¯®çâ¨-¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  (â. ¥. ¢ ãá«®¢¨¨ (4) ­¥à ¢¥­-
áâ¢® 
1(�2)� 
1(�1) > �� ï¢«ï¥âáï áâà®£¨¬) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¯à®®¡à §®¢ aj ã£«®-

¢ëå â®ç¥ª ¯® ®ªàã¦­®áâ¨ jzj = 1 ¡¥§ ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï ¢ ¯®«®¦¥­¨¥ (a0j), çâ® ®¡à § f0(E) ¯à¨
®â®¡à ¦¥­¨¨ (3) ®ª §ë¢ ¥âáï §¢¥§¤®®¡à §­ë¬.

� ¬¥ç ­¨¥ 3. �à¨ ­¥áâà®£®© ¯®çâ¨-¢ë¯ãª«®áâ¨ íää¥ªâ ¨§ â¥®à¥¬ë 3, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¯à®-
¯ ¤ ¥â: �-®¡à §­ë© 8-ã£®«ì­¨ª á ¢§ ¨¬­® ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë¬¨ áâ®à®­ ¬¨ ­¥ ¡ã¤¥â §¢¥§¤®®¡à §-
­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® «î¡®© á¢®¥© ¢­ãâà¥­­¥© â®çª¨.

�¤¥ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 3 á®áâ®¨â ¢ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¨ ¯ãçª  «ãç¥©, ¤®áâ¨£ îé¨å ª®­âãà
¬­®£®ã£®«ì­¨ª  ¨§¢­¥, ¢ ¯ãç®ª «ãç¥©, ª®â®àë¥ ¯à¨ ¯à®¤®«¦¥­¨¨ ¨¬¥îâ ®¡éãî â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥-
­¨ï ¢­ãâà¨ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª , ­ ¯à¨¬¥à, ­ ç «® ª®®à¤¨­ â O. �à¨ íâ®¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¨ áâ®à®­ë

74



¬­®£®ã£®«ì­¨ª  ¯¥à¥¬¥é îâáï ¯ à ««¥«ì­® á¢®¨¬ ­ ç «ì­ë¬ ­ ¯à ¢«¥­¨ï¬, ¨ á®¢¥àè îâáï
¯®¤®¡¨ï á à §«¨ç­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ (¡¥§ ¢ëà®¦¤¥­¨ï ¢ â®çª¨). � à¥§ã«ìâ â¥ â ª®£® ¯à¥-
®¡à §®¢ ­¨ï ª®­âãà ®ª §ë¢ ¥âáï §¢¥§¤®®¡à §­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® O. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨­â¥£à « (3)
¡ã¤¥â §¢¥§¤®®¡à §­®© äã­ªæ¨¥©.

5. �®§ì¬¥¬ ¨­â¥£à « �à¨áâ®ää¥«ï{�¢ àæ  á ¤¢¨¦ãé¨¬¨áï ¯®«ïà­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¯¥à-
¢®£® ¯®àï¤ª  ¢ â®çª å bj ¨ á ¢®§¬®¦­ë¬¨ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¢ â¥å ¦¥ â®çª å

F (z) =
Z z

z0

sY
j=1

�(�; cj)
mY
j=1

�(�; bj)
�2f 0(�)d�; (9)

£¤¥

f 0(�) =
nY

j=1

(ei'j � �)��j ; '1 < � � � < 'n < '1 + 2�; �1 < �j < 1; j = 1; : : : ; n;

nX
j=1

�j = 2(1 + s� 2m); �(�; c) = (� � c)(1� �c � �);

bj 2 E; j = 1; : : : ;m (m > 0); bj 6= bk 8j 6= k;

cj 2 E; j = 1; : : : ; s; cj 6= bk 8j; k:

�®§­¨ª ¥â ­ ¡®à ãá«®¢¨© ®¤­®§­ ç­®áâ¨: resz=bj F
0(z) = 0, j = 1; : : : ;m. �«ï (9) íâ¨ ãá«®¢¨ï

¨¬¥îâ ¢¨¤

f 00(bk)
f 0(bk)

= �
2bk

1� jbkj
2
+ 2

mX
j=1
j 6=k

B(bk; bj)�
sX

j=1

B(bk; cj); k = 1; : : : ;m; (10)

f 00(z)
f 0(z)

=
nX

j=1

�j

ei'j � z
; B(b; c) =

1� 2b�c+ jcj
2

(b� c)(1� �c � b)
:

� ¦¥ ¥á«¨ m = 1, ¯à¨ ¢á¥å ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå ¯ à ¬¥âà å, ªà®¬¥ b1, ãà ¢­¥­¨¥ (10), ¢®-
®¡é¥ £®¢®àï, ­¥à §à¥è¨¬® ®â­®á¨â¥«ì­® b1. �â®â ä ªâ ¯®«ãç ¥âáï  ­ «®£¨ç­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î
�.�.�¨¤ïª¨­®© [2] ® ­¥à §à¥è¨¬®áâ¨ ­¥ª®â®àëå á¯¥æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© �.�. � å®¢ .

�á«¨ ¦¥ ä¨ªá¨à®¢ âì ­¥ ¢á¥ cj , â® ¯à¨ ¤àã£¨å § ¤ ­­ëå ¯ à ¬¥âà å ¯®«ãç¨¬ â ªãî ª àâ¨­ã
à §à¥è¨¬®áâ¨ ãà ¢­¥­¨© (10).

�¥®à¥¬  4. �ãáâì s;m � 1; (�j)nj=1, ('j)nj=1, (cj)
s�1
j=1 ä¨ªá¨à®¢ ­ë. �«ï �1; : : : ; �m 2 E, k =

1; : : : ;m, ¯®«®¦¨¬

Sk(�1; : : : ; �m) =
�
f 00(�k)
f 0(�k)

� 2
mX
j=1
j 6=k

B(�k; �j) +
s�1X
j=1

B(�k; cj)
�
� (1� j�kj

2):

�á«¨ â®çª¨ b1; : : : ; bm â ª¨¥, çâ®

jSk(b1; : : : ; bm)j > 2 (k = 1; : : : ;m); (11)

v1 = � � � = vm; (12)

£¤¥

vk =
Uk + bk

1 + bk � Uk

; Uk =
Sk

2
�
�
1�

1
jSkj

� (jSkj
2
� 4)1=2

�
; k = 1; : : : ;m;

â® ¨­â¥£à « (9) ­¥ ¨¬¥¥â «®£ à¨ä¬¨ç¥áª¨å ®á®¡¥­­®áâ¥© ¢ â®çª å b1; : : : ; bm â®«ìª® ¯à¨

cs = vm. �á«¨ å®âï ¡ë ®¤­® ãá«®¢¨¥ ¢ (11), (12) ­ àãè¥­®, â® ãà ¢­¥­¨ï (10) ­¥à §à¥è¨¬ë

®â­®á¨â¥«ì­® cs.
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6. �ãáâì s;m = 1 ¨ ¤ ­  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â ª¨å ¢¥«¨ç¨­ �1 < �j < 1, çâ®
nP

j=1
�j = 0.

�¡®§­ ç¨¬

M1 = max
s;t

tX
j=s

�j ; M2(b) = max
'1�����'n�'1+2�

����
nX

j=1

�j

ei'j � b

���� � (1� jbj
2):

�¥®à¥¬  5. �à¨ § ¤ ­­ëå (�j)nj=1 ¨ b1 ¯ à ¬¥âàë ('j)nj=1 ¨ c1, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«­¥­® (10),
áãé¥áâ¢ãîâ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ M1 > 1 ¨«¨ íª¢¨¢ «¥­â­®¥ ¥¬ã

­¥à ¢¥­áâ¢® M2(b) > 2, £¤¥ b | «î¡ ï â®çª  ¨§ E.
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