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�®ïâ¨¥ á¢ï§®áâ¨, ®¯à¥¤¥«ïîé¥© ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë ¤«ï § ¤ ®£® ãà ¢¥-
¨ï á ç áâë¬¨ ¯à®¨§¢®¤ë¬¨, ¨£à ¥â ¨áª«îç¨â¥«ìãî à®«ì ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ á®«¨â®-
®¢. �¢¥¤¥¨¥ á¢ï§®áâ¥©, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë, ¯®§¢®«ï¥â ¤ âì £¥®-
¬¥âà¨ç¥áªãî ¨â¥à¯à¥â æ¨î â ª¨¬ ¯®ïâ¨ï¬ ª ª ãà ¢¥¨ï ®¡à â®© § ¤ ç¨, ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï
�íª«ã¤  ¨ ¯á¥¢¤®¯®â¥æ¨ «ë �®«ª¢¨áâ  ¨ �áâ ¡àãª  [1], [2]. �¥à¢ë¬ ¯à¨¬¥à®¬ â ª®© á¢ï§®-
áâ¨ ¡ë«  á¢ï§®áâì �. �¥à¬   [3],  áá®æ¨¨à®¢  ï á® áâàãªâãà®© ¯à®¤®«¦¥¨ï �.�®«ª¢¨áâ 
¨ �.�áâ ¡àãª  [4]. �®¦® ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ¯®ï¢«¥¨¥ áâ âì¨ [3] ï¢¨«®áì  ç «®¬ ®¢®© £« ¢ë
¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨.

�®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ á¢ï§®áâ¨, ®¯à¥¤¥«ïîé¥© ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë ¤«ï § -
¤ ®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï á ç áâë¬¨ ¯à®¨§¢®¤ë¬¨, ï¢«ï¥âáï ®¤®© ¨§ ¥à¥è¥-
ëå äã¤ ¬¥â «ìëå ¯à®¡«¥¬. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¤®ª § ® (x 3; â¥®à¥¬  2), çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì-
®£® í¢®«îæ¨®®£® ãà ¢¥¨ï ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  (á ®¤®© ¯à®áâà áâ¢¥®© ¯¥à¥¬¥®©) íâ 
§ ¤ ç  ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ (¢ á¢ï§¨ á íâ¨¬ á¬. â ª¦¥ § ¬¥ç ¨¥ 3).

� à ¡®â¥ ¨§ãç îâáï á¢ï§®áâ¨ á¯¥æ¨ «ì®£® â¨¯  (á¬. x 2). �¤¥áì ®¨  §¢ ë (�; �1)-á¢ï§-
®áâï¬¨. �¥§®à ªà¨¢¨§ë â ª®© á¢ï§®áâ¨ á®¤¥à¦¨â ¯®¤â¥§®à á ¤¢ã¬ï ª®¬¯®¥â ¬¨ � ¨ �1,
£¤¥ �| ®â®á¨â¥«ìë© ¨¢ à¨ â. �à¨ íâ®¬ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  â¥§®à á ª®¬¯®¥â ¬¨ � ¨ �1 ®¡à -
é ¥âáï ¢ ã«ì   à¥è¥¨ïå (£®¢®àï â®ç¥¥,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯®¤ïâ¨ïå à¥è¥¨©) § ¤ ®£®
í¢®«îæ¨®®£® ãà ¢¥¨ï ¨ â®«ìª®   ¨å, (�; �1)-á¢ï§®áâì ï¢«ï¥âáï á¢ï§®áâìî, ®¯à¥¤¥«ïî-
é¥© ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë ¤«ï ¤ ®£® í¢®«îæ¨®®£® ãà ¢¥¨ï. �®ª §   â¥®à¥¬ 
® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ (�; �1)-á¢ï§®áâ¨ á ¯à®¨§¢®«ìë¬ § à ¥¥ § ¤ ë¬ â¥§®à®¬ á ª®¬¯®¥â ¬¨
� ¨ �1. �âáî¤  á«¥¤ã¥â (á¬. x 3), çâ® ¤«ï «î¡®£® í¢®«îæ¨®®£® ãà ¢¥¨ï ¢â®à®£® ¯®àï¤ª 
¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â á¢ï§®áâì, ®¯à¥¤¥«ïîé ï ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë.

�á¥ à áá¬®âà¥¨ï ¢ íâ®© áâ âì¥ ®áïâ «®ª «ìë© å à ªâ¥à.
� à ¡®â¥ á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª¨ ¯à¨¬¥ï¥âáï ¨¢ à¨ âë©   «¨â¨ç¥áª¨© ¬¥â®¤ � àâ  {� ¯â¥¢ 

¨, ¢ ç áâ®áâ¨, â¥®à¨ï áâàãªâãàëå ä®à¬ ¢ à áá«®¥¨ïå ¨ ä®à¬ á¢ï§®áâ¨, ¯®áâà®¥ ï ¢ [5]{[9].
�®¤à®¡®¥ ¨§«®¦¥¨¥ ¬¥â®¤  � àâ  {� ¯â¥¢  á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¬®®£à ä¨¨ [10]. � «ì¥©è¥¬ã
à §¢¨â¨î íâ®£® ¬¥â®¤  ¨ ¥£® ¯à¨«®¦¥¨ï¬ ¯®á¢ïé¥  ¬®®£à ä¨ï [11].

1. �¢ï§®áâ¨, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë,
¨ ¨å ®¡é¨¥ á¢®©áâ¢ 

1.1. � áá¬®âà¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ á ç áâë¬¨ ¯à®¨§¢®¤ë¬¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª 

F (t; x1; : : : ; xn; u; u
bj
; u
bkbl
) = 0: (1)

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ç áâ¨ç®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ ¯à®£à ¬¬ë \�¨¢¥àá¨â¥âë �®áá¨¨ | äã¤ ¬¥â «ìë¥
¨áá«¥¤®¢ ¨ï" (¯à®¥ªâ ò5271).
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�¤¥áì i; j; : : : = 1; : : : ; n; bi;bj; : : : = 0; 1; : : : ; n; u0 = @u
@t
; ui = @u

@xi
; u00 = @2u

@t2
; u0i = @2u

@t@xi
; ukl = @2u

@xk@xl
.

�á«®¢¨¬áï à áá¬ âà¨¢ âì ¯¥à¥¬¥ë¥ t, x1; : : : ; xn, u ª ª  ¤ ¯â¨à®¢ ë¥ «®ª «ìë¥ ª®-
®à¤¨ âë (n + 2)-¬¥à®£® à áá«®¥¨ï ®¡é¥£® â¨¯  E á à áá«®¥®© (n + 1)-¬¥à®© ¡ §®© M ,
«®ª «ìë¬¨ ª®®à¤¨ â ¬¨ ª®â®à®© á«ã¦ â ¯¥à¥¬¥ë¥ t, x1; : : : ; xn. �®¯ãáâ¨¬ë¬¨ ¯à¥®¡à §®-
¢ ¨ï¬¨ «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â ï¢«ïîâáï ¥¢ëà®¦¤¥ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï

et = '0(t);

exi = 'i(t; x1; : : : ; xn); (2)

eu = 'n+1(t; x1; : : : ; xn; u):

� ¤ «ì¥©è¥¬ (á¬. § ¬¥ç ¨¥ 1) ã¢¨¤¨¬, çâ® ¥á«¨ ãà ¢¥¨¥ (1) ï¢«ï¥âáï í¢®«îæ¨®ë¬
ãà ¢¥¨¥¬, â® ¤®¯ãáâ¨¬ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï (2) ¥ ¢ë¢¥¤ãâ ¥£® ¨§ ª« áá  í¢®«îæ¨®ëå ãà ¢-
¥¨©.

�à¥®¡à §®¢ ¨ï (2) ¬®¦® § ¯¨á âì ¨ ¯®-¤àã£®¬ã, ¢ëà §¨¢ t, x1; : : : ; xn, u ç¥à¥§ et, ex1; : : : ; exn, eu

t =  0(et);

xi =  i(et; ex1; : : : ; exn); (2a)

u =  n+1(et; ex1; : : : ; exn; u):

�à ¢¥¨¥ (1) ¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥

F (t; x1; : : : ; xn; u; �
bj
; �
bkbl
) = 0; (3)

£¤¥ t, xi, u, �
bj
, �

bkbl
(�
bk bl

= �
bl bk
) |  ¤ ¯â¨à®¢ ë¥ «®ª «ìë¥ ª®®à¤¨ âë ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ J2E

£®«®®¬ëå 2-áâàã©.
�«ï «î¡®£® á¥ç¥¨ï � � E, § ¤ ®£® ãà ¢¥¨¥¬ u = u(t; x1; : : : ; xn), ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì

¯®¤ïâë¥ á¥ç¥¨ï (¯®¤ïâ¨ï) �r � JrE, § ¤ ë¥ ãà ¢¥¨ï¬¨

u = u(t; x1; : : : ; xn); �
bi1:::bi�

= u
bi1:::bi�

(� = 1; : : : ; r):

�  ¯®¤ïâ¨¨ �2 � J2E ¯à®¨§¢®«ì®£® á¥ç¥¨ï � � E ãà ¢¥¨¥ (3) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ (1). �¥ç¥¨ï
� � E,   ¯®¤ïâ¨ïå ª®â®àëå ãà ¢¥¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥®, áãâì à¥è¥¨ï.

�à¨ ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨ïå «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â t, xi, u ¬®£®®¡à §¨ï E ¯¥à¥¬¥ë¥
�
bi1:::bi�

(� = 1; 2; : : : ) ¯à¥®¡à §ãîâáï ¯® â®¬ã ¦¥ § ª®ã, ¯® ª®â®à®¬ã ¯à¥®¡à §ãîâáï á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨¥ ç áâë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ u

bi1:::bi�
äãªæ¨© u(t; x1; : : : ; xn). �§ à áá¬®âà¥¨ï ¤®¯ãáâ¨¬ëå

¯à¥®¡à §®¢ ¨© «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â ¢ ¬®£®®¡à §¨ïå áâàã© ¢¨¤®, çâ® ¯¥à¥¬¥ë¥ t, xi, u,
�j ¬®¦® ®¤®¢à¥¬¥® à áá¬ âà¨¢ âì ¨ ª ª ç áâì «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â ¬®£®®¡à §¨ï J1E, ¨

ª ª ¢áî á®¢®ªã¯®áâì «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â ¥ª®â®à®£® ¬®£®®¡à §¨ï
�

J1E, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï
ä ªâ®à¬®£®®¡à §¨¥¬ ¬®£®®¡à §¨ï J1E. �®®â¢¥âáâ¢¥® t, xi, u, �

bj
, �i1:::i� (� = 2; : : : ; r) ¬®¦-

® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª «®ª «ìë¥ ª®®à¤¨ âë ¥ª®â®à®£® ¬®£®®¡à §¨ï
�

JrE, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï
ä ªâ®à¬®£®®¡à §¨¥¬ ¬®£®®¡à §¨ï JrE £®«®®¬ëå r-áâàã© (r = 2; : : : ).

� ¯®¬¨¬, çâ® ãà ¢¥¨¥ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  (3) ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì í¢®«îæ¨®ë¬, ¥á«¨ ¬®¦®
ãª § âì á¨áâ¥¬ã  ¤ ¯â¨à®¢ ëå «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â ¢ J2E, ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®© ãà ¢¥¨¥
¬®¦® § ¤ âì á®®â®è¥¨¥¬ ¢¨¤ 

�0 � f(t; xi; u; �j ; �kl) = 0: (4)

� ¬¥ç ¨¥ 1. �¢®«îæ¨®®¥ ãà ¢¥¨¥ á®åà ï¥â ¢¨¤ (4) ¯à¨ ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨-
ïå (2).
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�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¤®¯ãáâ¨¬®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï (2) «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â t, xi, u
¬®£®®¡à §¨ï E ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¯¥à¥¬¥ëå �

bj
¨ �kl   «¨â¨ç¥áª®¥ ¢ëà -

¦¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (4) ¯à¨¨¬ ¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

 n+1

eu
'0
t ( 

0(et))(e�0 � ef(et; exi; eu; b�j ; e�kl)) = 0:

�à¨ íâ®¬  n+1

eu
'0
t ( 

0(et)) 6= 0 ¢¢¨¤ã ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨© (2).

1.2. �ãáâì

!bi; !n+1; !0
0; !

i

bj
; !n+1

n+1; !
n+1

bj
; !0

00; !
i

bj bk
; !n+1

n+1; n+1; !
n+1

bj; n+1
; !n+1

bj bk
; : : : (5)

| ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (á¨¬¬¥âà¨çëå ¯® ¨¦¨¬ ¨¤¥ªá ¬) áâàãªâãàëå ä®à¬ à áá«®¥¨©
à¥¯¥à®¢ (¯®àï¤ª®¢ 1; 2; : : : ) ¬®£®®¡à §¨ï E. �à¨ íâ®¬ ä®à¬ë !bi, !n+1, !n+1

bi1:::bi�
(� = 1; : : : ; r)

ï¢«ïîâáï £« ¢ë¬¨ ä®à¬ ¬¨ ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ JrE,   ä®à¬ë !bi, !n+1, !n+1

bj
, !n+1

i1:::i�
(� = 2; : : : ; r)

| £« ¢ë¬¨ ä®à¬ ¬¨ ¢ ¬®£®®¡à §¨¨
�

JrE. �âàãªâãàë¥ ãà ¢¥¨ï, ª®â®àë¬ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ
ä®à¬ë (5), á®áâ®ïâ ¨§ ãà ¢¥¨©

d!0 = !0 ^ !0
0;

d!i = !0 ^ !i0 + !j ^ !ij; (6)

d!n+1 = !0 ^ !n+1
0 + !j ^ !n+1

j + !n+1 ^ !n+1
n+1

¨ ãà ¢¥¨©, ¢®§¨ª îé¨å ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯à ¢¨«ì®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï (á¬. ®¡ íâ®¬ ¢ [5]) ãà ¢¥¨©
(6). �à¥¤¨ áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨© á®¤¥à¦ âáï, ¢ ç áâ®áâ¨, ãà ¢¥¨ï

d!0
0 = !0 ^ !0

00;

d!i0 = !0
0 ^ !

i
0 + !j0 ^ !

i
j + !0 ^ !i00 + !j ^ !i0j ;

d!ij = !kj ^ !
i
k + !0 ^ !i0j + !k ^ !ijk:

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ ä¨ªá æ¨¨ â®çª¨ ¡ §ë M ä®à¬ë !0, !i ®¡à é îâáï ¢ ã«ì,   ä®à¬ë !0
0,

!i0, !
i
j ¯à¥¢à é îâáï ¢ ¨¢ à¨ âë¥ áâàãªâãàë¥ ä®à¬ë !0

0, !
i
0, !

i
j £àã¯¯ë �¨ GL(n + 1)

(®  ï¢«ï¥âáï ¯®¤£àã¯¯®© «¨¥©®© £àã¯¯ë GL(n+1)), áâàãªâãàë¥ ãà ¢¥¨ï ª®â®à®© ¨¬¥îâ
á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

d!0
0 = 0;

d!i
0 = !0

0 ^ !
i
0 + !k0 ^ !

i
k;

d!ij = !kj ^ !
i
k:

� ¬¥ç ¨¥ 2. �  ¬®£®®¡à §¨¨
�

J2E ¬®¦® § ¤ âì ¯®«¥ ®â®á¨â¥«ì®£® ¨¢ à¨ â  R, ã¤®-
¢«¥â¢®àïîé¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢¥¨î

dR�R(!0
0 + !1

1) = 0 (mod!bi; !n+1; !n+1

bj
; !n+1

kl );

ª®â®àë© ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì   ¯®¤ïâ¨ïå á¥ç¥¨© � � E ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤ 
á¥ç¥¨ï � � E ï¢«ïîâáï à¥è¥¨ï¬¨ § ¤ ®£® í¢®«îæ¨®®£® ãà ¢¥¨ï.

� á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¬®¦® ã¡¥¤¨âìáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � ¬¥â¨¬ á -

ç « , çâ® ¤«ï â®£® çâ®¡ë § ¤ âì ¯®«¥ ®â®á¨â¥«ì®£® ¨¢ à¨ â   
�

J2E, ¤®áâ â®ç® § ¤ âì
§ ç¥¨¥ ¥£® ª®¬¯®¥âë ®â®á¨â¥«ì® ª ª®©-«¨¡® ¨áå®¤®© á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨ â t, xi, u, �

bj
, �kl.

�á«¨ ®â®á¨â¥«ì® íâ®© á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨ â § ¤ ®¥ í¢®«îæ¨®®¥ ãà ¢¥¨¥ ¢ëà ¦ ¥âáï ¢
¢¨¤¥ á®®â®è¥¨ï (4), â® ¬®¦®,  ¯à¨¬¥à, ¯®«®¦¨âì

R = �0 � f(t; xi; u; �j ; �kl):
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� à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ ¨áª®¬ë© ®â®á¨â¥«ìë© ¨¢ à¨ â, â. ª. ¯®á«¥ ¤®¯ãáâ¨¬®£® ¯à¥®¡à §®¢ -
¨ï (2) ª®¬¯®¥â  ®â®á¨â¥«ì®£® ¨¢ à¨ â  ¨ «¥¢ ï ç áâì ãà ¢¥¨ï ¡ã¤ãâ ®â«¨ç âìáï ¤àã£
®â ¤àã£  «¨èì ®â«¨çë¬ ®â ã«ï ¬®¦¨â¥«¥¬.

�®§¬®¦®áâìî ¯®áâà®¥¨ï ®â®á¨â¥«ì®£® ¨¢ à¨ â  R ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¢ x 3.

1.3. � ¤ ¬®£®®¡à §¨¥¬
�

J rE ª ª  ¤ ¡ §®© ¬®¦® ¯®áâà®¨âì £« ¢®¥ à áá«®¥¨¥ P (
�

J rE;G) á
r-¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®© áâàãªâãà®© £àã¯¯®© �¨ G. �âàãªâãàë¥ ä®à¬ë à áá«®¥¨ï !A (A;B; : : : =
1; : : : ; r) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ áâàãªâãàë¬ ãà ¢¥¨ï¬ (á¬. [8] ¨ [10])

d!A =
1
2
CA
BC!

B ^ !C + !� ^ !A� ;

£¤¥ !� | £« ¢ë¥ ä®à¬ë ¬®£®®¡à §¨ï
�

JrE. �¤¥áì CA
BC | áâàãªâãàë¥ ª®áâ âë £àã¯¯ë G;

®¨  â¨á¨¬¬¥âà¨çë ¯® ¨¦¨¬ ¨¤¥ªá ¬ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ â®¦¤¥áâ¢ ¬ �ª®¡¨

CA
BKC

B
LM + CA

BLC
B
MK + CA

BMC
B
KL = 0:

�¢ï§®áâì ¢ £« ¢®¬ à áá«®¥¨¨ P (
�

J rE;G) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬  
�

JrE ¯®«ï ®¡ê¥ªâ  á¢ï§-
®áâ¨ á ª®¬¯®¥â ¬¨ �A" , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ãà ¢¥¨ï¬

d�A" +CA
BC�

B
" !

C � �A� !
�
" � !A" = �A"�!

�;

£¤¥ ä®à¬ë !�" ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§ ãà ¢¥¨© d!� = !" ^ !�" . �®à¬ë á¢ï§®áâ¨ e!A = !A + �A" !
"

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ áâàãªâãàë¬ ãà ¢¥¨ï¬

de!A =
1
2
CA
BC e!

B ^ e!C +
A;

£¤¥ 
A = RA
"�!

"^!� | ä®à¬ë ªà¨¢¨§ë. �®¬¯®¥âë â¥§®à  ªà¨¢¨§ë ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

RA
"� = �

1
2
(�A["�] + CA

BC�
B
" �

C
� ):

�®«¥ â¥§®à  ªà¨¢¨§ë § ¤ ®   ¬®£®®¡à §¨¨ Jr+1E.

�¥¬¬  1 ([12]). �¥§®à ªà¨¢¨§ë á®¤¥à¦¨â ¯®¤â¥§®à á ª®¬¯®¥â ¬¨ RA

bkl
. �«¥¤®¢ â¥«ì-

®, ®¡à é¥¨¥ RA

bkl
¢ ã«ì   ¬®£®®¡à §¨¨ Jr+1E «¨¡®   ª ª®¬-«¨¡® ¥£® ¯®¤¬®£®®¡à §¨¨ (¨«¨

ä ªâ®à¬®£®®¡à §¨¨) ®á¨â ¨¢ à¨ âë© å à ªâ¥à.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á¢ï§®áâì ¢ £« ¢®¬ à áá«®¥¨¨ P (
�

J1E;G) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥
ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë ¤«ï í¢®«îæ¨®®£® ãà ¢¥¨ï (4), ¥á«¨ â¥§®à ªà¨¢¨§ë ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì
  ¯®¤ïâ¨ïå á¥ç¥¨© � � E ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  á¥ç¥¨ï � � E ï¢«ïîâáï à¥è¥-
¨ï¬¨ ãà ¢¥¨ï (4).

�¥¬¬  2 ([12]). �«ï â®£® çâ®¡ë á¢ï§®áâì, § ¤  ï ¢ à áá«®¥¨¨ P (
�

J 1E;G), ®¯à¥¤¥«ï« 
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë ¤«ï ãà ¢¥¨ï (4), ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ª®¬¯®-

¥âë RA

bkl
®¡à é «¨áì ¢ ã«ì   ¯®¤ïâ¨ïå á¥ç¥¨© � � E â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¥ç¥¨ï

� � E ï¢«ïîâáï à¥è¥¨ï¬¨.

1.4. �ãáâì F (P (
�

J rE;G)) | à áá«®¥¨¥ á â¨¯®¢ë¬ á«®¥¬ F ,  áá®æ¨¨à®¢ ®¥ á £« ¢ë¬ à á-

á«®¥¨¥¬ P (
�

J rE;G) (F | N -¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï £àã¯¯ë G). �âàãªâãàë¥ ä®à-

¬ë  áá®æ¨¨à®¢ ®£® à áá«®¥¨ï F (P (
�

JrE;G)) ¨¬¥îâ ¢¨¤ [9], [10]

!I = dXI � �IA(X)!
A;

35



£¤¥ !A | áâàãªâãàë¥ ä®à¬ë £« ¢®£® à áá«®¥¨ï P (
�

JrE;G) (I; J; : : : = 1; : : : ; N). �ãªæ¨¨
�IA(X) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ â®¦¤¥áâ¢ ¬ �¨

@�IB
@XK

�KC �
@�IC
@XK

�KB = �IAC
A
BC :

� ¤ ¢ ï ¢ £« ¢®¬ à áá«®¥¨¨ P (
�

JrE;G) á¢ï§®áâì á ä®à¬ ¬¨ á¢ï§®áâ¨ e!A = !A+�A" !
", ®¤-

®¢à¥¬¥® § ¤ ¥¬ á¢ï§®áâì ¢  áá®æ¨¨à®¢ ®¬ à áá«®¥¨¨ F (P (
�

J rE;G)) á ä®à¬ ¬¨ á¢ï§®áâ¨
e!I = dXI � �IA(X)e!

A, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ áâàãªâãàë¬ ãà ¢¥¨ï¬

de!I = e!K ^ e!IK � �IAR
A
"�!

" ^ !�;

£¤¥ e!IK = �
@�I

A

@XK
e!A.

�á«¨ á¢ï§®áâì ¢ £« ¢®¬ à áá«®¥¨¨ P (
�

JrE;G) c ä®à¬ ¬¨ á¢ï§®áâ¨ e!A ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë ¤«ï § ¤ ®£® í¢®«îæ¨®®£® ãà ¢¥¨ï (4), â® á¨áâ¥¬  ä®à¬ e!I

¡ã¤¥â ¢¯®«¥ ¨â¥£à¨àã¥¬®©   ¯®¤ïâ¨ïå á¥ç¥¨© � � E ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  á¥-
ç¥¨ï � � E ï¢«ïîâáï à¥è¥¨ï¬¨. �¨áâ¥¬ë ä®à¬, ®¡« ¤ îé¨¥ ¯®¤®¡ë¬ á¢®©áâ¢®¬, áâà®¨«¨
�.�®«ª¢¨áâ ¨ �.�áâ ¡àãª ¢ [4]. �¨ää¥à¥æ¨ «ì®-£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ áâàãªâãàë, ®¯à¥¤¥«¥ë¥
§ ¤ ¨¥¬ â ª¨å á¨áâ¥¬, ®¨  §ë¢ «¨ áâàãªâãà ¬¨ ¯à®¤®«¦¥¨ï (á¬. â ª¦¥ § ¬¥ç ¨¥ 3 ¨§
x 2).

2. �¯¥æ¨ «ìë¥ á¢ï§®áâ¨ ¢ £« ¢®¬ à áá«®¥¨¨ P (
�

J1E;GL(n + 1)).
�®ïâ¨¥ (�; �1)-á¢ï§®áâ¨

2.1. � áá¬®âà¨¬ £« ¢®¥ à áá«®¥¨¥ P (
�

J1E;GL(n+1)). � ª ç¥áâ¢¥ á«®¥¢ëå ä®à¬ ¬®£ãâ ¡ëâì

¢ë¡à ë ä®à¬ë !0
0, !

i
0, !

i
j . �ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¢ P (

�

J 1E;GL(n + 1)) § ¤   á¢ï§®áâì.
�®à¬ë á¢ï§®áâ¨ ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

e!0
0 = !0

0 +�0
00!

0 + �0
0k!

k + �0
0;n+1!

n+1 +�0k
0 !

n+1
k ;

e!i0 = !i0 + �i00!
0 + �i0k!

k + �i0;n+1!
n+1 + �ik0 !

n+1
k ;

e!ij = !ij + �i0j!
0 + �ijk!

k + �ij;n+1!
n+1 + �ikj !

n+1
k :

�à¨ íâ®¬ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® �ijk = �ikj .
�§ à áá¬®âà¥¨ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©, ª®â®àë¬ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ª®¬¯®¥âë ®¡ê-

¥ªâ  á¢ï§®áâ¨, ¬®¦® § ª«îç¨âì, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ª®¬¯®¥â ®¡ê¥ªâ  á¢ï§®áâ¨, á®¤¥à¦ é¥¥
¢á¥ ª®¬¯®¥âë, §  ¨áª«îç¥¨¥¬ �0

00, �
i
00, �

i
0j , �

i
jk, ¥áâì e çâ® ¨®¥, ª ª á®¢®ªã¯®áâì ª®¬¯®-

¥â ¥ª®â®à®£® â¥§®à . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¢ à¨ âë¬ ®¡à §®¬ ¢ë¤¥«ï¥âáï ª« áá á¯¥æ¨ «ìëå
á¢ï§®áâ¥©, ¤«ï ª®â®àëå íâ®â â¥§®à ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì.

� ¬¥ç ¨¥ 3. � á«ãç ¥, ª®£¤  ¢ ª ç¥áâ¢¥ £« ¢ëå ä®à¬ ¢ë¡¨à îâáï ª®â ªâë¥ ä®à¬ë,
ä®à¬ë !0

0, !
i
0, !

i
j ®¡à é îâáï ¢ ã«ì, ¨ ä®à¬ë á¯¥æ¨ «ì®© á¢ï§®áâ¨ ¯à¨¨¬ îâ ¢¨¤

e!0
0 = �0

00dt;

e!i0 = �i00dt+�i0jdx
j ;

e!ij = �i0jdt+ �ijkdx
k:

�®à¬ë á¢ï§®áâ¨ ¢  áá®æ¨¨à®¢ ®¬ à áá«®¥¨¨ F (P (
�

J1E;GL(n+1))), ¯®à®¦¤¥®© á¯¥æ¨ «ì-

®© á¢ï§®áâìî ¢ P (
�

J 1E;GL(n+ 1)), ¨¬¥îâ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

e!I = dXI � (�I00 (X)�
0
00 + �I0i (X)�

i
00 + �Iji (X)�

i
0j)dt� (�I0i (X)�

i
0k + �Iji (X)�

i
jk)dx

k:
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�®¤®¡®¥ áâà®¥¨¥ ¨¬¥îâ ¯®áâà®¥ë¥ ¢ [4] ä®à¬ë, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ áâàãªâãàã ¯à®¤®«¦¥¨ï
¤«ï ãà ¢¥¨ï �®àâ¥¢¥£ {¤¥ �à¨§ . �¥à¥¬¥ë¥ XI �®«ª¢¨áâ ¨ �áâ ¡àãª  §¢ «¨ ¯á¥¢¤®¯®-
â¥æ¨ « ¬¨.

�¥áª®«ìª® ¯®-¤àã£®¬ã ¢¢®¤ïâ ¯®ïâ¨¥ ¯á¥¢¤®¯®â¥æ¨ «  �.�¡«®¢¨æ ¨ �.�¨£ãà [13]. �¨
¥ ¨á¯®«ì§ãîâ ¢¥è¨å ä®à¬, ¨ ¢ ¨å ª¨£¥ ¥â ã¯®¬¨ ¨ï ® á¢ï§®áâïå. �¤ ª® ¥âàã¤®
§ ¬¥â¨âì, çâ® ¯á¥¢¤®¯®â¥æ¨ «ë ¢ ¨å âà ªâ®¢ª¥ | íâ®, ¯® áãé¥áâ¢ã, à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë e!I = 0
  ¯®¤ïâ¨ïå á¥ç¥¨© � � E, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï à¥è¥¨ï¬¨ § ¤ ®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£®
ãà ¢¥¨ï.

� [13] ¯®áâ ¢«¥ ¢®¯à®á (ª®â®àë©  ¢â®àë à áá¬ âà¨¢ îâ ª ª \®¤ã ¨§ ¥à¥è¥ëå äã¤ -
¬¥â «ìëå ¯à®¡«¥¬"): \�¬¥¥âáï «¨ á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª¨© ¬¥â®¤, ¯®§¢®«ïîé¨© ¤«ï § ¤ ®£® ¤¨ä-
ä¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå  ©â¨ ¯á¥¢¤®¯®â¥æ¨ «, ¥á«¨ ® áãé¥áâ¢ã¥â,
«¨¡® á¤¥« âì § ª«îç¥¨¥ ® ¥£® ¥áãé¥áâ¢®¢ ¨¨?"

�«¥¤ã¥â § ¬¥â¨âì, çâ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¯á¥¢¤®¯®â¥æ¨ «  ¢ âà ªâ®¢ª¥ �¡«®¢¨æ  ¨ �¨£ãà 
ï¢«ï¥âáï ®ç¥¢¨¤ë¬, ¥á«¨ á¢ï§®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë (â. ª. á¨áâ¥¬ 
¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢¯®«¥ ¨â¥£à¨àã¥¬ ï). �à®¡«¥¬ , â ª¨¬ ®¡à §®¬, á¢®¤¨âáï ª ¢®¯à®áã ® áãé¥áâ¢®-
¢ ¨¨ á¯¥æ¨ «ì®© á¢ï§®áâ¨, ®¯à¥¤¥«ïîé¥© ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë ¤«ï § ¤ ®£®
¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í¢®«îæ¨®®£® ãà ¢¥¨ï ¢â®à®£® ¯®àï¤ª 
(á ®¤®© ¯à®áâà áâ¢¥®© ¯¥à¥¬¥®©) íâ  § ¤ ç  ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ (x 3, â¥®à¥¬  2). �à¨ ¨á-
á«¥¤®¢ ¨¨   á®¢¬¥áâ®áâì ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© § ¤ ç¨ ¯à¨¬¥ï¥âáï â¥®à¨ï á¨áâ¥¬
ãà ¢¥¨© �ä ää  ¢ ¨¢®«îæ¨¨ ([14], £«. VI, á. 174{206, £«. VIII, c. 227{262).

2.2. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì á¯¥æ¨ «ìë¥ á¢ï§®áâ¨ ¢ £« ¢®¬ à áá«®¥¨¨

P (
�

J1E;GL(1 + 1)) (â. ¥. ¢ £« ¢®¬ à áá«®¥¨¨ P (
�

J 1E;GL(n + 1)) ¯à¨ n = 1). � íâ®¬ á«ãç ¥
®¡ê¥ªâ á¢ï§®áâ¨ ¨¬¥¥â ª®¬¯®¥âë �0

00, �
1
00, �

1
01, �

1
11, ª®â®àë¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á«¥¤ãîé¨¬ ¤¨ä-

ä¥à¥æ¨ «ìë¬ ãà ¢¥¨ï¬:

d�0
00 � �0

00!
0
0 � !0

00 = �0
00;0!

0 + �0
00;1!

1 + �0
00;1+1!

1+1 +�0;1
00 !

1+1
1 ;

d�1
01 � �1

01!
0
0 � �1

11!
1
0 � !1

01 = �1
01;0!

0 + �1
01;1!

1 + �1
01;1+1!

1+1 + �1;1
01 !

1+1
1 ;

d�1
11 � �1

11!
1
1 � !1

11 = �1
11;0!

0 + �1
11;1!

1 + �1
11;1+1!

1+1 +�1;1
11 !

1+1
1 ;

d�1
00 + (�0

00 � 2�1
01)!

1
0 + �1

00(!
1
1 � 2!0

0)� !1
00 = �1

00;0!
0 + �1

00;1!
1 + �1

00;1+1!
1+1 + �1;1

00 !
1+1
1 :

�®à¬ë á¢ï§®áâ¨

e!0
0 = !0

0 + �0
00!

0;

e!1
0 = !1

0 + �1
00!

0 +�1
01!

1;

e!1
1 = !1

1 + �1
01!

0 +�1
11!

1

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ áâàãªâãàë¬ ãà ¢¥¨ï¬

de!0
0 = 
0

0;

de!1
1 = 
1

1;

de!1
0 = e!0

0 ^ e!1
0 + e!1

0 ^ e!1
1 +
1

0;

£¤¥


0
0 = 2R0

001!
0 ^ !1 + 2R0

00;1+1!
0 ^ !1+1 + 2R01

00!
0 ^ !1+1

1 ;


1
1 = 2R1

101!
0 ^ !1 + 2R1

10;1+1!
0 ^ !1+1 + 2R11

10!
0 ^ !1+1

1 + 2R1
11;1+1!

1 ^ !1+1 + 2R11
11!

1 ^ !1+1
1 ;


1
0 = 2R1

001!
0 ^ !1 + 2R1

00;1+1!
0 ^ !1+1 + 2R11

00!
0 ^ !1+1

1 + 2R1
01;1+1!

1 ^ !1+1 + 2R11
01!

1 ^ !1+1
1

| ä®à¬ë ªà¨¢¨§ë.
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�®¬¯®¥âë â¥§®à  ªà¨¢¨§ë ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ ª®¬¯®¥âë ¯à®¤®«¦¥®£® ®¡ê¥ªâ  á¢ï§-
®áâ¨. �«ï ª®¬¯®¥â R0

001; R
1
101 ¨ R1

001 (ª®â®àë¥ á®£« á® «¥¬¬¥ 1 ï¢«ïîâáï ª®¬¯®¥â ¬¨
á ¬®áâ®ïâ¥«ì®£® â¥§®à ) íâ¨ ¢ëà ¦¥¨ï ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

2R0
001 = ��0

00;1;

2R1
101 = �1

11;0 � �1
01;1;

2R1
001 = �1

01;0 � �1
00;1 + (�1

01)
2 � �0

00�
1
01 � �1

11�
1
00:

� áá¬ âà¨¢ ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï, ª®â®àë¬ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ R0
001, R

1
101, R

1
001, ¢¨-

¤¨¬, çâ® R0
001 ¨ R

1
101 áãâì ®â®á¨â¥«ìë¥ ¨¢ à¨ âë. �à®¬¥ â®£®, ¨§ à áá¬®âà¥¨ï ¤¨ää¥à¥-

æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©, ª®â®àë¬ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ª®¬¯®¥âë ¯à®¤®«¦¥®£® ®¡ê¥ªâ  á¢ï§®áâ¨,
¬®¦® § ª«îç¨âì, çâ® �1;1

11 â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ®â®á¨â¥«ìë¬ ¨¢ à¨ â®¬.
� áá¬®âà¨¬ ç áâë© á«ãç © á¯¥æ¨ «ì®© á¢ï§®áâ¨, ¤«ï ª®â®à®£® R0

001 = 0; �1;1
11 = 0. � ¬¥-

â¨¬, çâ® ¨§ ãá«®¢¨ï R0
001 = 0 (â. ¥. �0

00;1 = 0) á«¥¤ã¥â �0;1
00 = �0

00;1+1 = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ íâ®¬
á«ãç ¥ á¨áâ¥¬  ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©, ª®â®àë¬ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ª®¬¯®¥âë ®¡ê¥ªâ 
á¢ï§®áâ¨, ¨¬¥¥â ¢¨¤

d�0
00 � �0

00!
0
0 � !0

00 = �0
00;0!

0;

d�1
11 � �1

11!
1
1 � !1

11 = �1
11;0!

0 + �1
11;1!

1 + �1
11;1+1!

1+1;

d�1
01 � �1

01!
0
0 � �1

11!
1
0 � !1

01 = �1
01;0!

0 + �1
01;1!

1 + �1
01;1+1!

1+1 + �1;1
01 !

1+1
1 ;

d�1
00 + (�0

00 � 2�1
01)!

1
0 + �1

00(!
1
1 � 2!0

0)� !1
00 = �1

00;0!
0 + �1

00;1!
1 + �1

00;1+1!
1+1 + �1;1

00 !
1+1
1 :

�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï R1
101 = �; R1

001 = �1. �¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï, ª®â®àë¬ ã¤®¢«¥-
â¢®àïîâ � ¨ �1, ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤ :

d�� �(!0
0 + !1

1) = �;0!
0 + �;1!

1 + �;1+1!
1+1 + �;1!1+1

1 + �;0!1+1
0 + �;11!1+1

11 ;

d�1 � 2�1!0
0 � �!1

0 = �1;0!
0 + �1;1!

1 + �1;1+1!
1+1 + �;11 !

1+1
1 + �;01 !

1+1
0 + �;111 !1+1

11 + �;011 !1+1
01 :

(7)

�¨¤¨¬, çâ® � ¨ �1 áãâì ª®¬¯®¥âë â¥§®à , ¯®«¥ ª®â®à®£® § ¤ ®   J2E. �®¤â¥§®à®¬ íâ®£®

â¥§®à  ï¢«ï¥âáï ®â®á¨â¥«ìë© ¨¢ à¨ â �, ¯®«¥ ª®â®à®£® § ¤ ®  
�

J2E.

�¯¥æ¨ «ìë¥ á¢ï§®áâ¨ ¢ P (
�

J1E;GL(1 + 1)) ãª § ®£® â¨¯  ãá«®¢¨¬áï  §ë¢ âì (�; �1)-
á¢ï§®áâï¬¨. �âàãªâãàë¥ ãà ¢¥¨ï (�; �1)-á¢ï§®áâ¨ ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

de!0
0 = 0;

de!1
1 = 2�!0 ^ !1 + 2R1

10;1+1!
0 ^ !1+1 + 2R11

10!
0 ^ !1+1

1 + 2R1
11;1+1!

1 ^ !1+1;

de!1
0 � (e!0

0 � e!1
1) ^ e!1

0 = 2�1!
0 ^ !1 + 2R1

00;1+1!
0 ^ !1+1 + 2R11

00!
0 ^ !1+1

1 +

+ 2R1
01;1+1!

1 ^ !1+1 + 2R11
01!

1 ^ !1+1
1 :

� ¬¥ç ¨¥ 4. �®¦® ¨§ãç âì á¢ï§®áâ¨,   «®£¨çë¥ (�; �1)-á¢ï§®áâï¬, ¨ ¢ à áá«®¥¨ïå á

¡ §®©, ®â«¨ç®© ®â
�

J1E. � ¯à¨¬¥à, ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì (�; �1)-á¢ï§®áâì ¢ £« ¢®¬ à áá«®¥¨¨
P (J2E;GL(1 + 1)).

3. �á®¢ ï â¥®à¥¬ . �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ á¢ï§®áâ¨, ®¯à¥¤¥«ïîé¥©
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í¢®«îæ¨®®£®

ãà ¢¥¨ï ¢â®à®£® ¯®àï¤ª 

� áá¬®âà¨¬ £« ¢®¥ à áá«®¥¨¥ P (
�

J1E;GL(1 + 1)), á ¡¦¥®¥ ¥ª®â®à®© ¯à®¨§¢®«ì®©
(�; �1)-á¢ï§®áâìî. � ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï â®£® çâ®¡ë § ¤ âì ¯à®¨§¢®«ìãî (�; �1)-á¢ï§®áâì, ¤®áâ -
â®ç® § ¤ âì ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¡à §®¬ § ç¥¨ï ª®¬¯®¥â ¯à®¤®«¦¥®£® ®¡ê¥ªâ  á¯¥æ¨ «ì®©
á¢ï§®áâ¨ (¯à¨ ãá«®¢¨¨ �0

00;1 = 0; �1;1
11 = 0) ®â®á¨â¥«ì® ¥ª®â®à®© ¨áå®¤®© á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨ â.
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� ¤ «ì¥©è¥¬ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ®á®¢®© â¥®à¥¬ë 1 ¯® ¤®¡¨âáï ®¯¥à¨à®¢ âì § ¬ªãâ®©
á¨áâ¥¬®© ä®à¬, á®¤¥à¦ é¥© ä®à¬ë (�; �1)-á¢ï§®áâ¨. �ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® â ª®¥ § ¬ëª ¨¥
á¨áâ¥¬ë áâàãªâãàëå ä®à¬ ®áãé¥áâ¢«¥® ¯®áà¥¤áâ¢®¬ § ¬¥ë ä®à¬ !1+1

0 , !1+1
1 , !1+1

1+1, !
1+1
11 , !1+1

01 ,
!1+1
00 ä®à¬ ¬¨ e!1+1

0 , e!1+1
1 , e!1+1

1+1, e!
1+1
11 , e!1+1

01 , e!1+1
00 , ¤¨ää¥à¥æ¨ «ë ª®â®àëå ï¢«ïîâáï áã¬¬ ¬¨

¢¥è¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨© ä®à¬

!0; !1; !1+1; e!1+1
0 ; e!1+1

1 ; e!1+1
1+1; e!1+1

00 ; e!1+1
01 ; e!1+1

11 ; e!0
0; e!1

1; e!1
0:

�â  ¯à®æ¥¤ãà  à ¢®á¨«ì  ¤®¡ ¢«¥¨î ª ª®¬¯®¥â ¬ ®¡ê¥ªâ  á¢ï§®áâ¨ ¤®¯®«¨â¥«ìëå ª®¬-
¯®¥â, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ãà ¢¥¨ï¬ ¥ª®â®à®£® á¯¥æ¨ «ì®£® ¢¨¤ . �®¦-
® ¯®ª § âì, çâ® â ª®¥ à áè¨à¥¨¥ ®¡ê¥ªâ  á¢ï§®áâ¨ ®áãé¥áâ¢¨¬®.

� ¬¥¨¬ ¨áå®¤ãî (�; �1)-á¢ï§®áâì ¢ P (
�

J1E;GL(1+1)) ¤àã£®© á¯¥æ¨ «ì®© á¢ï§®áâìî. �à¨

íâ®¬ ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ª®¬¯®¥âë ®¢®© á¢ï§®áâ¨
�

�0
00,

�

�1
11,

�

�1
01,

�

�1
00 ¨¬¥îâ ¢¨¤

�

�0
00 = �0

00;
�

�1
11 = �1

11 + {;
�

�1
01 = �1

01 + �;
�

�1
00 = �1

00 + �;

¨ çâ® ª®¬¯®¥âë â¥§®à  ¤¥ä®à¬ æ¨¨ {, �, � ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á«¥¤ãîé¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬
ãà ¢¥¨ï¬:

d{ � {e!1
1 = {j0!

0 + {j1!
1 + {j1+1!

1+1;

d�� �e!0
0 � {e!

1
0 = �j0!

0 + �j1!
1 + �j1+1!

1+1 + �j1
e!1+1
1 + �j0

e!1+1
0 + �j11

e!1+1
11 ; (8)

d�+ �(e!1
1 � 2e!0

0)� 2�e!1
0 = �j0!

0 + �j1!
1 + �j1+1!

1+1 + �j1
e!1+1
1 + �j0

e!1+1
0 + �j11

e!1+1
11 + �j01

e!1+1
01 :

�®à¬ë á¢ï§®áâ¨
�

e!0
0,

�

e!1
1,

�

e!1
0, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¢®© á¢ï§®áâ¨, á¢ï§ ë á ä®à¬ ¬¨ ¨áå®¤®©

á¢ï§®áâ¨ e!0
0, e!

1
1, e!

1
0 á®®â®è¥¨ï¬¨

�

e!0
0 = e!0

0;

�

e!1
1 = e!1

1 + �!0 + {!1;

�

e!1
0 = e!1

0 + �!0 + �!1:

�¥âàã¤® ¢ë¢¥áâ¨ á®®â®è¥¨ï, á¢ï§ë¢ îé¨¥ ª®¬¯®¥âë â¥§®à  ªà¨¢¨§ë ¨áå®¤®© á¢ï§-
®áâ¨ ¨ ª®¬¯®¥âë â¥§®à  ªà¨¢¨§ë ®¢®© á¢ï§®áâ¨. �à¥¤¨ ¨å á®¤¥à¦ âáï à ¢¥áâ¢ 

�

R0
001 = 0;

2
�

R1
101 = 2�+ {j0 � �j1;

2
�

R1
001 = 2�1 + (�)2 � �{ + �j0 � �j1:

�ãáâì § ¤ ® ¯®«¥ ¤¢ãåª®¬¯®¥â®£® â¥§®à  á ª®¬¯®¥â ¬¨
�
� ¨

�
�1, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨

¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ãà ¢¥¨ï¬ â®£® ¦¥ ¢¨¤ , çâ® ¨ ãà ¢¥¨ï (7)

d
�
��

�
�(e!0

0 + e!1
1) = 0 (mod!0; !1; !1+1; e!1+1

1 ; e!1+1
0 ; e!1+1

11 );

d
�
�1 � 2

�
�1e!

0
0 �

�
�e!1

0 = 0 (mod!0; !1; !1+1; e!1+1
1 ; e!1+1

0 ; e!1+1
11 ; e!1+1

01 ):
(9)

�®¢ ï á¢ï§®áâì ¡ã¤¥â (
�
�;

�
�1)-á¢ï§®áâìî ¢ P (J2E;GL(1 + 1)), ¥á«¨ â¥§®à ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¡ã¤¥â

ã¤®¢«¥â¢®àïâì á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

2
�
� = 2�+ {j0 � �j1;

2
�
�1 = 2�1 + (�)2 � �{ + �j0 � �j1:

(10)

�¯à ¢¥¤«¨¢ 
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�¥®à¥¬  1 (®á®¢ ï). � £« ¢®¬ à áá«®¥¨¨ P (J2E;GL(1 + 1)) ¢á¥£¤  ¬®¦® § ¤ âì

(
�
�;

�
�1)-á¢ï§®áâì á ¯à®¨§¢®«ìë¬ § à ¥¥ § ¤ ë¬ â¥§®à®¬ á ª®¬¯®¥â ¬¨

�
� ¨

�
�1, ã¤®¢«¥-

â¢®àïîé¨¬¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ãà ¢¥¨ï¬ (9).

�âã â¥®à¥¬ã ¬®¦® ¤®ª § âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � áá¬®âà¨¬ á ç «  £« ¢®¥ à áá«®¥¨¥

P (
�

J1E;GL(1 + 1)), á ¡¦¥®¥ ¯à®¨§¢®«ì®© (�; �1)-á¢ï§®áâìî. � â¥¬ ¤®ª ¦¥¬ ¢®§¬®¦®áâì
§ ¤ ¨ï â¥§®à  á ª®¬¯®¥â ¬¨ {, �, �, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ãà ¢¥¨ï¬
(8) ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ®

�j1 = {j0 + 2r;

�j1 = �j0 + (�)2 � �{ + 2r1;

£¤¥ r = � �
�
�, r1 = �1 �

�
�1. �ë¡à ¢ íâ®â â¥§®à ¢ ª ç¥áâ¢¥ â¥§®à  ¤¥ä®à¬ æ¨¨ (ãá«®¢¨ï (10)

¡ã¤ãâ ¯à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«¥ë), ®áãé¥áâ¢¨¬ ¯¥à¥å®¤ ®â ¨áå®¤®© (�; �1)-á¢ï§®áâ¨ ª ¨áª®¬®© (
�
�;

�
�1)-

á¢ï§®áâ¨.
�®ª § â¥«ìáâ¢® áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨áª®¬®£® â¥§®à  á ª®¬¯®¥â ¬¨ {, �, � ¬®¦® ¯à®¢¥áâ¨ ¢

âà¨ íâ ¯ .
1) � ç «  § ¤ ¤¨¬ ¯à®¨§¢®«ì® ¯®«¥ ®â®á¨â¥«ì®£® ¨¢ à¨ â  {, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£®

¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢¥¨î

d{ � {e!1
1 = {j0!

0 + {j1!
1 + {j1+1!

1+1:

� ¤ ¢ {, § ¤ ¤¨¬ â¥¬ á ¬ë¬ ¨ ¥£® ª®¢ à¨ âë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ {j0, {j1 ¨ {j1+1.
2) � â¥¬ ¤®ª ¦¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â¥§®à  á ¤¢ã¬ï ª®¬¯®¥â ¬¨ { ¨ �, ã ª®â®à®£® ª®¬¯®¥-

â®© { ï¢«ï¥âáï ®â®á¨â¥«ìë© ¨¢ à¨ â, ¢ë¡à ë©  ¬¨   ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ íâ ¯¥,   ª®¬¯®¥â 
� ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢¥¨î

d�� �e!0
0 + {e!1

0 = �j0!
0 + ({j0 + 2r)!1 + �j1+1!

1+1 + �j1
e!1+1
1 + �j0

e!1+1
0 + �j11

e!1+1
11 : (11)

�à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬ë �ä ää , á®áâ®ïé¥© ¨§ ®¤®£® ãà ¢¥¨ï (11), ¯à¨-
¬¥¨¬ ¬¥â®¤ �í«¥à  [14].

3) � § ª«îç¥¨¥, á®¢  ¯à¨¬¥¨¢ ¬¥â®¤ �í«¥à , ¤®ª ¦¥¬ á®¢¬¥áâ®áâì á¨áâ¥¬ë �ä ää ,
á®áâ®ïé¥© ¨§ ®¤®£® ãà ¢¥¨ï

d�+ �(e!1
1 � 2!0

0)� 2�e!1
0 = �j0!

0 + (�j0 + (�)2 � {�+ 2r1)!
1 + �j1+1!

1+1 +

+�j1
e!1+1
1 + �j0

e!1+1
0 + �j11

e!1+1
11 + �j01

e!1+1
01 :

�à¨ íâ®¬ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® {, � (¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, �j0) ®¯à¥¤¥«¥ë   ¯à¥¤ë¤ãé¨å íâ ¯ å.
�«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë 1 ï¢«ï¥âáï

�¥®à¥¬  2. �«ï «î¡®£® í¢®«îæ¨®®£® ãà ¢¥¨ï ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  áãé¥áâ¢ã¥â á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé ï á¢ï§®áâì ¢ P (J2E;GL(1 + 1)), ®¯à¥¤¥«ïîé ï ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë.

�ç¥¢¨¤®, ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® í¢®«îæ¨®®£® ãà ¢¥¨ï ¢â®à®£® ¯®àï¤-
ª  (4) ¬®¦® ¯®áâà®¨âì ¤¢ãåª®¬¯®¥âë© â¥§®à á ª®¬¯®¥â ¬¨

�
� ¨

�
�1 (ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨

¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ãà ¢¥¨ï¬ (9)), ª®â®àë¥ ®¡à é îâáï ¢ ã«ì   ¯®¤ïâ¨ïå à¥è¥¨© ãà ¢-
¥¨ï (4) ¨ â®«ìª®   ¨å. �®£¤  (

�
�;

�
�1)-á¢ï§®áâì (áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª®â®à®© á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 1)

ï¢«ï¥âáï á¢ï§®áâìî, ®¯à¥¤¥«ïîé¥© ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ã«¥¢®© ªà¨¢¨§ë ¤«ï ãà ¢¥¨ï (4). �â®-
¡ë ¯®áâà®¨âì ¨áª®¬ë© â¥§®à, ¤®áâ â®ç® § ¤ âì § ç¥¨ï ¥£® ª®¬¯®¥â â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë
®â®á¨â¥«ì® ¥ª®â®à®© ¯à®¨§¢®«ì®© ¨áå®¤®© á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨ â ®¨ ¨¬¥«¨ § ç¥¨ï

�
� = R;

�
�1 = 0;

£¤¥ R | ®â®á¨â¥«ìë© ¨¢ à¨ â, ® ª®â®à®¬ ¨¤¥â à¥çì ¢ § ¬¥ç ¨¨ 2. �¡à é¥¨¥ â¥§®à  ¢
ã«ì ¨¬¥¥â ¨¢ à¨ âë© á¬ëá«. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®ç¥¢¨¤®, ¯®áâà®¥ë©  ¬¨ â¥§®à ®¡à é -
¥âáï ¢ ã«ì   à¥è¥¨ïå � � E ãà ¢¥¨ï (4) ¨ â®«ìª®   ¨å.
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