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1. �ãáâì � ®¡®§ ç ¥â ¥ª®â®à®¥ ®£à ¨ç¥®¥ § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® w-¯«®áª®áâ¨. �®¤
�(�) ãá«®¢¨¬áï ¯®¨¬ âì ª« áá ¬¥à®¬®àäëå ¨ ®¤®«¨áâëå ¢ ¤®¯®«¥¨¨ ª® ¬®¦¥áâ¢ã �
äãªæ¨©, ¨¬¥îé¨å ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ¡¥áª®¥ç® ã¤ «¥®© â®çª¨ à §«®¦¥¨¥

T (w) = w + a0 +
a1
w
+
a2
w2

+ � � � ;

§¤¥áì ¬®£®â®ç¨¥¬ ®¡®§ ç¥ë ç«¥ë, á®¤¥à¦ é¨¥ ¡®«¥¥ ¢ëá®ª¨¥ áâ¥¯¥¨ 1=w.
�§¢¥áâ 

�¥®à¥¬  1 (® ä ªâ®à¨§ æ¨¨). �ãáâì äãªæ¨ï w = w(z), à¥£ã«ïà ï ¨ ®¤®«¨áâ ï ¢ ª®«ì-

æ¥ r < jzj < R, ª®ä®à¬® ®â®¡à ¦ ¥â íâ® ª®«ìæ®   ¤¢ãá¢ï§ãî ®¡« áâì D, ¤®¯®«¥¨¥ ª

ª®â®à®© ¤® ¢á¥© w-¯«®áª®áâ¨ á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ª®¬¯®¥â: ®£à ¨ç¥®£®

ª®â¨ãã¬  � ¨ ¥®£à ¨ç¥®£® ª®â¨ãã¬  B. �ãáâì ª®â¨ãã¬ � á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à¨

íâ®¬ ¢ãâà¥¥© £à ¨ç®© ª®¬¯®¥â¥ jzj = r ª®«ìæ  r < jzj < R ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¯à¨

áâà¥¬«¥¨¨ â®çª¨ z ª®«ìæ  ª ¥£® ¢ãâà¥¥© £à ¨ç®© ª®¬¯®¥â¥ â®çª  w = w(z) ®¡« áâ¨
D áâà¥¬¨âáï ª ª®â¨ãã¬ã �.

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï äãªæ¨ï Tw(w) ¨§ ª« áá  �(�) â ª ï, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï

�w(z) = Tw � w(z); ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢ ª®«ìæ¥ r < jzj < R,   «¨â¨ç¥áª¨ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¢ ¯®«ë©

ªàã£ jzj < R, �w(0) = 0, ¨ ï¢«ï¥âáï ¢ íâ®¬ ªàã£¥ à¥£ã«ïà®© ¨ ®¤®«¨áâ®© äãªæ¨¥©.

�¯¥à¢ë¥ â¥®à¥¬  ® ä ªâ®à¨§ æ¨¨, ¨ ¯à¨â®¬ ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥© ä®à¬¥, ¡ë«  ãáâ ®¢«¥  �.�.�à®-
å¨ë¬ [1], [2]. �â  â¥®à¥¬  ¢®§¨ª«  ¨§ ¯®âà¥¡®áâ¥© â¥®à¨¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �®§¤¥¥ ¨¤¥¨,
¢ëáª § ë¥ �.�.�à®å¨ë¬, ¯®«ãç¨«¨ à §¢¨â¨¥ ¢ à ¡®â å ¤àã£¨å  ¢â®à®¢ [3]{[5].

�¥®à¥¬  ® ä ªâ®à¨§ æ¨¨, ï¢«ïïáì â¨¯¨ç®© â¥®à¥¬®© áãé¥áâ¢®¢ ¨ï, ¥ ¯®§¢®«ï¥â áâà®-
¨âì äãªæ¨¨ Tw(w) ¨ �w(z). �«ï ¯®«ãç¥¨ï ª®áâàãªâ¨¢®£® ¢ à¨ â  íâ®© â¥®à¥¬ë ¬®¦®
¨á¯®«ì§®¢ âì à §«¨çë¥ ¯®¤å®¤ë. � ¯à¥¤« £ ¥¬®© à ¡®â¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯®¤å®¤ ¢ ¤ãå¥ ¯ à ¬¥-
âà¨ç¥áª®£® ¬¥â®¤  �¥¢¥à  [6].

�ãáâì, ª ª ¨ ¢ëè¥, à¥£ã«ïà ï äãªæ¨ï w = w(z) ª®ä®à¬® ®â®¡à ¦ ¥â ª®«ìæ® r < jzj < R
  ¤¢ãá¢ï§ãî ®¡« áâì D.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �¤®§ çãî äãªæ¨î v = v(w; �) ª®¬¯«¥ªá®© ¯¥à¥¬¥®© w 2 D ¨ ¢¥-
é¥áâ¢¥®© ¯¥à¥¬¥®© � , 0 < � < ��, ãá«®¢¨¬áï  §ë¢ âì ®¤®«¨áâ®© ¢ à¨ æ¨¥© äãªæ¨¨
w = w(z), ¥á«¨

 ) ¯à¨ ª ¦¤®¬ § ç¥¨¨ � , 0 < � < ��, v(w; �) ª ª äãªæ¨ï ¯¥à¥¬¥®© w ®¤®«¨áâ  ¢
®¡« áâ¨ D;

¡)   «î¡®¬ § ¬ªãâ®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ F ®¡« áâ¨ D ¤«ï äãªæ¨¨ v = v(w; �) ¢ë¯®«ï¥âáï
à ¢®¬¥à ï 1 ®æ¥ª 

v(w; �) = w + o(1); � ! 0+; (1)

1�¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã, çâ® ¯à¨ � ! 0+ ¡¥áª®¥ç® ¬ « ï o(1), ¢å®¤ïé ï ¢ ®áâ â®çë© ç«¥ ä®à¬ã«ë (1),
à ¢®¬¥à® ¯® ¯¥à¥¬¥®© w áâà¥¬¨âáï ª ã«î   ¢ë¡à ®¬ § ¬ªãâ®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ F ®¡« áâ¨ D.
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§¤¥áì o(1) | ¡¥áª®¥ç® ¬ « ï ¯à¨ � ! 0+ äãªæ¨ï ¯¥à¥¬¥ëå w 2 D ¨ � , 0 < � < ��.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® v(w; �), 0 < � < ��, | ª ª ï-«¨¡® ®¤®«¨áâ ï ¢ à¨ æ¨ï äãªæ¨¨ w(z),
à¥£ã«ïà ï ¢ ®¡« áâ¨ D. �à¨ «î¡®¬ § ç¥¨¨ � , 0 < � < ��, ª®¬¯®§¨æ¨ï

v(z) = v(w(z); �)

à¥£ã«ïà  ¨ ®¤®«¨áâ  ¢ ª®«ìæ¥ r < jzj < R. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Dv ª®ä®à¬ë© ®¡à § ª®«ì-
æ  r < jzj < R ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ v = v(z). �ç¥¢¨¤®, Dv | ¤¢ãá¢ï§ ï ®¡« áâì, ®¤  ¨§ ¤¢ãå
á¢ï§ëå ª®¬¯®¥â �v ¤®¯®«¥¨ï ª®â®à®© ¤® ¢á¥© ¯«®áª®áâ¨ ®£à ¨ç¥ ,   ¤àã£ ï | Bv ¥®£à -
¨ç¥ . �¢¨¤ã (1) ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå � , 0 < � < ��, ª®â¨ãã¬ �v á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £à ¨ç®©
ª®¬¯®¥â¥ jzj = r ª®«ìæ  r < jzj < R.

�® â¥®à¥¬¥ ® ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¤«ï äãªæ¨¨ v(z) ¯à¨ «î¡®¬ � , 0 < � < ��,  ©¤¥âáï ¥¤¨áâ¢¥-
 ï äãªæ¨ï Tv(v) ¨§ ª« áá  �(�v), ¤«ï ª®â®à®© ª®¬¯®§¨æ¨ï �v(v) = Tv � v(z), ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢
ª®«ìæ¥ r < jzj < R,   «¨â¨ç¥áª¨ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¢ ¯®«ë© ªàã£ jzj < R, �v(0) = 0, ¨ ï¢«ï¥âáï ¢
íâ®¬ ªàã£¥ à¥£ã«ïà®© ¨ ®¤®«¨áâ®© äãªæ¨¥©.

�ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî § ¬ªãâãî ªà¨¢ãî �®à¤   , «¥¦ éãî ¢ ®¡« áâ¨ D § ç¥¨©
äãªæ¨¨ w = w(z) ¨ à §¤¥«ïîéãî £à ¨çë¥ ª®â¨ãã¬ë ®¡« áâ¨ D. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ ¤®áâ -
â®ç® ¬ «ëå § ç¥¨ïå � , 0 < � < ��, ªà¨¢ ï  ¡ã¤¥â à §¤¥«ïâì â ª¦¥ ¨ £à ¨çë¥ ª®â¨ãã¬ë
®¡« áâ¨ Dv. � ¤ «ì¥©è¥¬ ®£à ¨ç¨¬áï ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥¬, çâ® 0 < � < ��.

�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ï¢«ï¥âáï «¨èì ¥¡®«ìè®© ¬®¤¨ä¨ª æ¨¥© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® à¥§ã«ìâ â 
¨§ à ¡®âë [7].

�¥®à¥¬  2. �ãáâì § ç¥¨¥ s = w(�) ¥ ¢ëå®¤¨â §  ¯à¥¤¥«ë § ¬ªãâ®£® ¬®¦¥áâ¢ , à á-

¯®«®¦¥®£® ¢ãâà¨ ªà¨¢®© . T®£¤  ¯à¨ � ! 0+ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢®¬¥à ï ®æ¥ª 

ln
�v(�)
�w(�)

=
1
2�i

Z


T 0w
2(w)(v � w)

Tw(w)(Tw(w) ��w(�))
dw + o(kv � wk); (2)

£¤¥ ¯®¤ v = v(w; �) ¯®¨¬ ¥âáï ®¤®«¨áâ ï ¢ à¨ æ¨ï äãªæ¨¨ w(z) ¢¨¤  (1),   k � k ®¡®§ ç ¥â
®à¬ã ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ C() äãªæ¨©, ¥¯à¥àë¢ëå   ªà¨¢®© .

� «®£¨ç®, ¯à¨ � ! 0+ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢®¬¥à ï ®æ¥ª 

ln
Tv(s)
Tw(s)

=
1
2�i

Z


T 0w
2(w)(v � w)

Tw(w)(Tw(w) � Tw(s))
dw + o(kv �wk); (3)

£¤¥, ª ª ¨ ¢ëè¥, v = v(w; �) | ¢ à¨ æ¨ï ¢¨¤  (1), ® â®çª  s ¯à¨ ¤«¥¦¨â § ¬ªãâ®¬ã ¬®-

¦¥áâ¢ã ¨§ ¢¥è®áâ¨ ªà¨¢®© .

�®à¬ã«ë (2), (3) áãâì ¨áå®¤ë¥ ¢ à¨ æ¨®ë¥ ä®à¬ã«ë, ¯à¥¤ § ç¥ë¥ ¤«ï ¯®«ãç¥¨ï
¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¢ à¨ â  â¥®à¥¬ë ® ä ªâ®à¨§ æ¨¨.

2. � áá¬®âà¨¬ ¤¢ãá¢ï§ãî ®¡« áâì, ¯à¥¤áâ ¢«ïîéãî á®¡®© ¥¤¨¨çë© ªàã£ jwj < 1 á à §-
à¥§®¬ ¢¤®«ì ªãá®ç®-¦®à¤ ®¢®© ªà¨¢®© �, ¢ á®áâ ¢¥ ª®â®à®© ¥â § ¬ªãâëå ãç áâª®¢. �ã¤¥¬
áç¨â âì, çâ®  ç «® ª®®à¤¨ â w = 0 ¯à¨ ¤«¥¦¨â ªà¨¢®© �. �ãáâì ªà¨¢ ï � § ¤   ¯ à ¬¥-
âà¨ç¥áª¨: g = g(�), 0 � � < +1; §¤¥áì g(�) | ¯®«ã¥¯à¥àë¢ ï á¯à ¢  äãªæ¨ï ¢¥é¥áâ¢¥®£®
¯ à ¬¥âà  � , ¨¬¥îé ï ª®¥ç®¥ ç¨á«® â®ç¥ª à §àë¢  ¯¥à¢®£® à®¤  ¨ ãáâ  ¢«¨¢ îé ï ¢§ ¨¬-
® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã § ç¥¨ï¬¨ ¯ à ¬¥âà  � ¨§ ¯à®¬¥¦ãâª  [0;+1) ¨ â®çª ¬¨
ªà¨¢®© �. �à¨ ¢®§à áâ ¨¨ ¯ à ¬¥âà  � ®â ã«ï ¤® ¯«îá ¡¥áª®¥ç®áâ¨ â®çª  g = g(�) ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì® ¯à®¡¥£ ¥â ¢á¥ ¤ã£¨ ªà¨¢®© �,  ç¨ ï á ª ª®£®-«¨¡® ¥¥ ª®æ  ¨ § ª ç¨¢ ï ¢ ¯à¥¤¥«¥
â®çª®© w = 0 ¨ ¯à¨â®¬ â ª, çâ® ¢ ª ¦¤ë© ¬®¬¥â ¥é¥ ¥ ®¯¨á  ï ç áâì ªà¨¢®© � ®ª §ë¢ ¥âáï
á¢ï§®©.

K ¦¤®¬ã § ç¥¨î t ¯ à ¬¥âà  � , 0 � t < +1, á®¯®áâ ¢¨¬ äãªæ¨î w = w(z; t), ª®ä®à¬®
®â®¡à ¦ îéãî ¯®¤å®¤ïé¥¥ ª®«ìæ® �t < jzj < 1   ®¡« áâì �¥¢¥à , ¯à¥¤áâ ¢«ïîéãî á®¡®©
ªàã£ jwj < 1 á à §à¥§®¬ ¯® â®© ç áâ¨ �t ªà¨¢®© �, ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à®¬¥¦ãâªã [t;+1)

34



¯ à ¬¥âà  � . �à¨ íâ®¬ ¬ë ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® £à ¨ç®¬ã ª®â¨ãã¬ã jzj = 1 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
£à ¨çë© ª®â¨ãã¬ jwj = 1. �® ¯à¨æ¨¯ã á¨¬¬¥âà¨¨ äãªæ¨î w(z; t) ¬®¦®   «¨â¨ç¥áª¨
¯à®¤®«¦¨âì ¢ ª®«ìæ® �t < jzj < 1=�t. �â® ª®«ìæ® ª®ä®à¬® ®â®¡à ¦ ¥âáï äãªæ¨¥© w(z; t)
  ¤¢ãá¢ï§ãî ®¡« áâì Dt, ®£à ¨ç¥ãî ¤¢ã¬ï ªãá®ç®-¦®à¤ ®¢ë¬¨ ªà¨¢ë¬¨: ªà¨¢®© �t ¨
á¨¬¬¥âà¨ç®© ¥© ®â®á¨â¥«ì® ®ªàã¦®áâ¨ jwj = 1 ªà¨¢®© ��t . � á¯®àï¤¨¢è¨áì ¯®¢®à®â ¬¨ ¢
z-¯«®áª®áâ¨, ¬®¦® ¤®¡¨âìáï, çâ®¡ë ¯à¨ ª ¦¤®¬ § ç¥¨¨ t

w(1; t) = 1: (4)

�à¨ ãá«®¢¨¨ (4) äãªæ¨ï w(z; t), ª®ä®à¬® ®â®¡à ¦ îé ï ª®«ìæ® �t < jzj < 1=�t   ®¡« áâì
Dt, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¤®§ ç®.

�à¨ ã¢¥«¨ç¥¨¨ t ®â ã«ï ¤® ¯«îá ¡¥áª®¥ç®áâ¨ �t ¬®®â®® ¨ ¥¯à¥àë¢® ã¡ë¢ ¥â ®â
¥ª®â®à®£® § ç¥¨ï �0, 0 < �0 < 1, ¤® ã«ï. �®¤¡¥à¥¬ ¯ à ¬¥âà � â ª, çâ®¡ë �t = �0e

�t,
0 � t < +1.

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© ® ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¤«ï äãªæ¨¨ w(z; t) ¯à¨ «î¡®¬ t, 0 < t < +1,
áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï äãªæ¨ï bT (w; t) ¨§ ª« áá  �(�t) â ª ï, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï �(z; t) =bT (w(z; t); t), ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢ ª®«ìæ¥ �t < jzj < 1=�t,   «¨â¨ç¥áª¨ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¢ ¯®«ë© ªàã£
jzj < 1=�t, �(0; t) = 0, ¨ ï¢«ï¥âáï ¢ íâ®¬ ªàã£¥ à¥£ã«ïà®© ¨ ®¤®«¨áâ®© äãªæ¨¥©.

�®áª®«ìªã ¯à¨ t! +1 ªà¨¢ ï �t áâï£¨¢ ¥âáï ¢ â®çªã w = 0, ¨¬¥¥¬ ¯à¥¤¥«ìë¥ á®®â®è¥¨ï

lim
t!+1

w(z; t) � z; lim
t!+1

bT (w; t) � w; lim
t!+1

�(z; t) � z: (5)

� àï¤ã á äãªæ¨¥© w(z; t) ¢¢¥¤¥¬ â ª¦¥ äãªæ¨î !(z; t) = w�1(w(z; 0); t), ª®ä®à¬® ®â®-
¡à ¦ îéãî ª®«ìæ® �0 < jzj < 1   ª®«ìæ® �t < j!j < 1 á à §à¥§ ¬¨ ¢¤®«ì ¥ª®â®à®£® ç¨á« 
ªãá®ç®-¦®à¤ ®¢ëå ªà¨¢ëå, ®¤¨¬ ª®æ®¬ ¯à¨¬ëª îé¨å ª ®ªàã¦®áâ¨ j!j = �t, ¨ â ª, çâ®
®ªàã¦®áâ¨ jzj = 1 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®ªàã¦®áâì j!j = 1. � á¨«ã (4) !(z; t) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î
®à¬¨à®¢ª¨ !(1; t) = 1. �® ¯à¨æ¨¯ã á¨¬¬¥âà¨¨ äãªæ¨î !(z; t) ¬®¦®   «¨â¨ç¥áª¨ ¯à®¤®«-
¦¨âì ¢ ª®«ìæ® �0 < jzj < 1=�0. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ �t ª®ä®à¬ë© ®¡à § ª®«ìæ  �0 < jzj < 1=�0 ¯à¨
®â®¡à ¦¥¨¨ äãªæ¨¥© !(z; t). �t ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¤¢ãá¢ï§ãî ®¡« áâì, ¤®¯®«¥¨¥ ª ª®â®-
à®© á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ª®â¨ãã¬®¢: ¥ª®â®à®£® ®£à ¨ç¥®£® ª®â¨ãã¬  �t ¨ á¨¬¬¥âà¨ç®£®
¥¬ã ®â®á¨â¥«ì® ®ªàã¦®áâ¨ j!j = 1 ¥®£à ¨ç¥®£® ª®â¨ãã¬  ��t .

�® â¥®à¥¬¥ ® ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¤«ï äãªæ¨¨ !(z; t) ¯à¨ «î¡®¬ § ç¥¨¨ t, 0 < t < +1, áã-
é¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï äãªæ¨ï T (!; t) ¨§ ª« áá  �(�t), ¤«ï ª®â®à®© ª®¬¯®§¨æ¨ï b�(z; t) =
T (!(z; t); t), ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢ ª®«ìæ¥ �0 < jzj < 1=�0,   «¨â¨ç¥áª¨ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¢ ¯®«ë© ªàã£
jzj < 1=�0, b�(0; t) = 0, ¨ ï¢«ï¥âáï ¢ íâ®¬ ªàã£¥ à¥£ã«ïà®© ¨ ®¤®«¨áâ®© äãªæ¨¥©. �ç¥¢¨¤®,
¢ á¨«ã (5) !(z; 0) � z, T (!; 0) � !, b�(z; 0) � z.

�áå®¤ï ¨§ ¨§¢¥áâëå à¥§ã«ìâ â®¢ ® ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¯à®¤®«¦¥¨¨ ®¤®«¨áâëå äãªæ¨©,
¬®¦® ¯®ª § âì, çâ® äãªæ¨¨ T (!; t) ¨ �(z; t) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥ª®â®àë¬ ¨â¥£à®¤¨ää¥à¥æ¨-
 «ìë¬ ãà ¢¥¨ï¬. �â¨ ãà ¢¥¨ï á¢ï§ ë á ãà ¢¥¨¥¬ �®«ã§¨ {�®¬ æã, à¥è¥¨¥¬ ª®â®-
à®£® ï¢«ï¥âáï äãªæ¨ï !(z; t) [8].

� ¯¨è¥¬ ï¤à® �¨««ï

K�(�) = lim
N!+1

+NX
n=�N

1 + �2n�

1� �2n�
:

�¥®à¥¬  3. �à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ z ¨§ ªàã£  jzj < 1=�0 äãªæ¨ï �(z; t), 0 < t < +1,

ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ ¨â¥£à®¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï

@ ln�(z; t)
@t

=
1
2�i

Z
�

�02(�; t)�
�(�; t)(�(�; t) � �(z; t))

(K�t(
zt
�
)�K�t(zt)) d�; (6)

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ãá«®¢¨î

lim
t!+1

�(z; t) = z; (7)
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£¤¥ � | ¯à®¨§¢®«ì ï § ¬ªãâ ï á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï �®à¤  , à á¯®«®¦¥ ï ¢ ª®«ìæ¥ �0 <
jzj < 1=�0 ¨ ®å¢ âë¢ îé ï â®çªã z; zt = �te

i�(t), �t = �0e
�t,   ¢¥é¥áâ¢¥ ï äãªæ¨ï �(t)

®¯à¥¤¥«¥    ¯à®¬¥¦ãâª¥ 0 � t < +1, ¯®«ã¥¯à¥àë¢  á¯à ¢  ¨ ¨¬¥¥â «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«®

â®ç¥ª à §àë¢  ¯¥à¢®£® à®¤ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì t, t0 | ¤¢  à §«¨çëå § ç¥¨ï ¯ à ¬¥âà  � ¨§ ¯à®¬¥¦ãâª 
[0;+1). �à¥¤¯®« £ ¥¬ § ç¥¨¥ t ä¨ªá¨à®¢ ë¬,   t0 | ¯¥à¥¬¥ë¬. �à¨ á¤¥« ëå ¯à¥¤-
¯®«®¦¥¨ïå ¢ ®â®è¥¨¨ á¢®©áâ¢ ªà¨¢®© � äãªæ¨ï w(z; t) ¯à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ z ¨§
ª®«ìæ  �t < jzj < 1=�t ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  ¯® ¯ à ¬¥âàã t   ¯à®¬¥¦ãâª¥ (0;+1),   ¥¥ ¯à®¨§¢®¤-
 ï @w=@t à¥£ã«ïà  ¢ ª®«ìæ¥ �t < jzj < 1=�t [8]. �®íâ®¬ã ¢ãâà¨ ª®«ìæ  �t < jzj < 1=�t ¨¬¥¥¬
à ¢®¬¥àãî ®æ¥ªã

w(z; t0) = w(z; t) + (t0 � t)
@w

@t
(z; t) + o(t0 � t): (8)

� ®¢ëå ®¡®§ ç¥¨ïå v = w(z; t0), w = w(z; t) ä®à¬ã«  (8) ¯¥à¥¯¨è¥âáï â ª:

v = w + (t0 � t)
@w

@t
+ o(t0 � t); t0 ! t: (9)

�âáî¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â

v = w + o(1); t0 ! t; (10)

¯à¨ç¥¬ ®æ¥ª  (10) ï¢«ï¥âáï à ¢®¬¥à®© ¢ãâà¨ ª®«ìæ  �t < jzj < 1=�t. �ãªæ¨î (8) ¬®¦®
à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ª®¬¯®§¨æ¨î äãªæ¨¨ w = w(z; t) ¨ ¥¥ ®¤®«¨áâ®© ¢ à¨ æ¨¨

v(w; t; t0) = w(z(w; t); t0); (11)

z(w; t) | äãªæ¨ï, ®¡à â ï ª äãªæ¨¨ w(z; t). �® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® äãªæ¨î (11) ¬®¦®
ª¢ «¨ä¨æ¨à®¢ âì ª ª ¢ à¨ æ¨î, á«¥¤ã¥â ¨§ ®æ¥ª¨ (10). 1

�®á¯®«ì§ã¥¬áï ¢ à¨ æ¨®®© ä®à¬ã«®© (2). �«ï íâ®£® ¨§ ãà ¢¥¨ï (9)  ©¤¥¬ à §®áâì
v � w ¨ ¯®¤áâ ¢¨¬ ¥¥ ¢ (2). �®«¨ äãªæ¨© �w(z) ¨ �v(z) ¡ã¤ãâ ¯à¨ íâ®¬ ¨£à âì á®®â¢¥âáâ¢¥®
äãªæ¨¨ �(z; t) ¨ �(z; t0). �®á«¥ ¤¥«¥¨ï   t0 � t ¨ ¯¥à¥å®¤a ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ t0 ! t ¯®«ãç¨¬
ãà ¢¥¨¥

@ ln�(z; t)
@t

=
1
2�i

Z


T 02(w; t)
T (w; t)(T (w; t) � �(z; t))

@w

@t
dw: (12)

� ¯®¬¨¬, çâ® â®çª  s = w(z; t) ¤®«¦  ®å¢ âë¢ âìáï ªà¨¢®© . �¥¯¥àì ¯®¤ § ª®¬ ¨â¥£à « 
(12) ¯¥à¥©¤¥¬ ª ®¢®© ¯¥à¥¬¥®© � ¯® ä®à¬ã«¥ w = w(�; t). �®áª®«ìªã T 0(w; t)w0(�; t) = �0(�; t),
â® ãà ¢¥¨¥ (12) ¬®¦® ¯à¨¢¥áâ¨ ª ¢¨¤ã

@ ln�(z; t)
@t

=
1
2�i

Z
�

�02(�; t)
�(�; t)(�(�; t)� �(z; t))

w0t(�; t)
w0�(�; t)

d�:

� íâ®¬ ¢ëà ¦¥¨¨ � | § ¬ªãâ ï á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï �®à¤  , à §¤¥«ïîé ï £à ¨çë¥
ª®¬¯®¥âë ª®«ìæ  �t < jzj < 1=�t ¨ ®å¢ âë¢ îé ï â®çªã z. � ª®¥æ, ¥á«¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï
ãà ¢¥¨¥¬ �®«ã§¨ {�®¬ æã ¤«ï äãªæ¨¨w(�; t), ¯à¨¤¥¬ ª ãà ¢¥¨î (6) ¤«ï äãªæ¨¨ �(z; t).

�¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ®, çâ® äãªæ¨ï �(z; t) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¨â¥£à®¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢-
¥¨î (2). �®®â®è¥¨¥ (7) ¤«ï äãªæ¨¨ �(z; t) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ä®à¬ã« (5).

1�â¬¥â¨¬, çâ® å®âï ¯à¨ t0 < t äãªæ¨ï v(w; t; t0) ®¯à¥¤¥«¥  «¨èì ¢ ¥ª®â®à®© ¯®¤®¡« áâ¨ ®¡« áâ¨ Dt,
® íâ® ¥  àãè ¥â á¬ëá«  ®æ¥ª¨ (10) ¯à¨ t0 ! t.
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�¥®à¥¬  4. �à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ ! ¨§ ¤®¯®«¥¨ï ª ª®â¨ãã¬ã �t=0 äãªæ¨ï T (!; t),
0 < t < +1, ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ ¨â¥£à®¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï

@ lnT (!; t)
@t

=
1
2�i

Z


T 02(�; t)�
T (�; t)(T (�; t) � T (!; t))

(K�t(
!t

�
)�K�t(!t)) d�;

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬  ç «ì®¬ã ãá«®¢¨î T (!; 0) = !, £¤¥  | ¯à®¨§¢®«ì ï § ¬ªãâ ï, á¯àï¬«ï-

¥¬ ï ªà¨¢ ï �®à¤  , à á¯®«®¦¥ ï ¢ ®¡« áâ¨ �t=0, à §¤¥«ïîé ï ¥¥ £à ¨çë¥ ª®¬¯®¥âë

¨ á®¤¥à¦ é ï â®çªã ! ¢ á¢®¥© ¢¥è®áâ¨; !t = �te
i (t),  (t)| ¢¥é¥áâ¢¥ ï, ¯®«ã¥¯à¥àë¢ ï

á¯à ¢  äãªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¯à®¬¥¦ãâª¥ 0 � t < +1 ¨ ¨¬¥îé ï ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §àë¢®¢

â®«ìª® ¯¥à¢®£® à®¤ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¢ì ¢ë¡¥à¥¬ ¤¢  ¯à®¨§¢®«ìëå § ç¥¨ï t, t0 ¨§ ¯à®¬¥¦ãâª  [0;+1).
� ª ¨ ¯à¥¦¤¥, § ç¥¨¥ t ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ä¨ªá¨à®¢ ë¬,   t0 | ¯¥à¥¬¥ë¬. �ãªæ¨ï !(z; t)
¯à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ z ¨§ ª®«ìæ  �0 < jzj < 1=�0 ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  ¯® ¯ à ¬¥âàã t   ¯à®-
¬¥¦ãâª¥ (0;+1),   ¥¥ ¯à®¨§¢®¤ ï @!=@t à¥£ã«ïà  ¢ ª®«ìæ¥ �0 < jzj < 1=�0 [8]. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
¢ãâà¨ ª®«ìæ  �0 < jzj < 1=�0 ¤«ï íâ®© äãªæ¨¨ ¨¬¥¥¬ à ¢®¬¥àãî ®æ¥ªã

!(z; t0) = !(z; t) +
@!

@t
(z; t)(t0 � t) + o(t0 � t); t0 ! t: (13)

�®«®¦¨¬ � = !(z; t0), ! = !(z; t). � ®¢ëå ®¡®§ ç¥¨ïå (13) ¯¥à¥¯¨è¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

� = ! +
@!

@t
(t0 � t) + o(t0 � t): (14)

� ç áâ®áâ¨, ¢ãâà¨ ª®«ìæ  �0 < jzj < 1=�0 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢®¬¥à ï ®æ¥ª  � = ! + o(1),
t0 ! t. �ãªæ¨î (13) ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ª®¬¯®§¨æ¨î äãªæ¨¨ !(z; t) ¨ ¥¥ ®¤®«¨áâ®©
¢ à¨ æ¨¨ �(!; t; t0) = !(z(!; t); t0); §¤¥áì z(!; t) | äãªæ¨ï, ®¡à â ï ª !(z; t).

�¥¯¥àì ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¢ à¨ æ¨®®© ä®à¬ã«®© (3). �«ï íâ®£® ¨§ ãà ¢¥¨ï (14)  ©¤¥¬
à §®áâì � � ! ¨ ¯®¤áâ ¢¨¬ ¥¥ ¢ (3). �®«ì äãªæ¨© Tw(w) ¨ Tw(v) ¡ã¤ãâ ¯à¨ íâ®¬ ¨£à âì á®®â-
¢¥âáâ¢¥® äãªæ¨¨ T (!; t) ¨ T (!; t0). �®á«¥ ¤¥«¥¨ï   t � t0 ¨ ¯¥à¥å®¤a ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ t0 ! t
¯®«ãç¨¬ ãà ¢¥¨¥

@ lnT (w; t)
@t

=
1
2�i

Z


T 02(!; t)
T (!; t)(T (!; t) � T (w; t))

@!

@t
d!; (15)

§¤¥áì | ¯à®¨§¢®«ì ï § ¬ªãâ ï, á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï, «¥¦ é ï ¢ ®¡« áâ¨ �t ¨ à §¤¥«ïîé ï
¥¥ £à ¨çë¥ ª®¬¯®¥âë. �à ¢¥¨¥ (15) ¯®«ãç¥® ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨, çâ® â®çª  w «¥¦¨â ¢¥
ªà¨¢®© .

�®á¯®«ì§ã¥¬áï ãà ¢¥¨¥¬ �®«ã§¨ {�®¬ æã ¤«ï äãªæ¨¨ !(z; t). � ¨â®£¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª ¨á-
ª®¬®¬ã ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢¥¨î ¤«ï äãªæ¨¨ T (w; t).

� § ª«îç¥¨¥ ¬¥ å®ç¥âáï ¢ëáª § âì á«®¢  ¡« £®¤ à®áâ¨ ¬®¥¬ã ¯à¥¦¥¬ã, ¡¥§¢à¥¬¥®
ãè¥¤è¥¬ã ¨§ ¦¨§¨ àãª®¢®¤¨â¥«î, ¯à®ä¥áá®àã �.�.�¨âîªã,   â ª¦¥ á«®¢  ¯à¨§ â¥«ì®áâ¨
¬®¥¬ã ë¥è¥¬ã àãª®¢®¤¨â¥«î, ¤®æ¥âã �.�.�¥¢¨æª®¬ã §  ¥¨§¬¥®¥ ¢¨¬ ¨¥ ª ¬®¥©  -
ãç®© à ¡®â¥.
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