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1. �¢¥¤¥­¨¥

�ãáâì § ¤ ­ë ®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® V ¨ ­¥¯ãáâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® K � V ¢ n-¬¥à­®¬
¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn, ®â®¡à ¦¥­¨¥ G : V ! Rn, ¨ ¢ë¯ãª« ï, ­® ­¥®¡ï§ â¥«ì­® ¤¨ää¥-
à¥­æ¨àã¥¬ ï äã­ªæ¨ï f : V ! R. � ¤ ç  á®áâ®¨â ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ â®çª¨ x� 2 K â ª®©, çâ®
¢ë¯®«­ï¥âáï á¬¥è ­­®¥ ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®

hG(x�); x� x�i+ f(x)� f(x�) � 0 8x 2 K: (1)

�® ¬­®£¨å ­¥à ¢¥­áâ¢ å ¢¨¤  (1), ¢®§­¨ª îé¨å ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå, ®á­®¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ G
®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ ¯®àï¤ª®¢®© ¬®­®â®­­®áâ¨. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¨áå®¤­ãî § ¤ çã ¬®¦­® ¨áá«¥-
¤®¢ âì ¨ à¥è âì, ­ ¯à¨¬¥à, á ¯®¬®éìî ¯®¤å®¤ , ®á­®¢ ­­®£® ­  D-¨­â¥à¢ «ì­ëå äã­ªæ¨ïå,
ª®â®àë© ¡ë« ¯à¥¤«®¦¥­ ¤«ï â ª¨å § ¤ ç ¢ [1]. �¤­ ª® ¯à¨¬¥­¥­¨¥ íâ®£® ¯®¤å®¤  âà¥¡ã¥â ­¥¢ë-
à®¦¤¥­­®áâ¨, â. ¥. ¢ë¯®«­¥­¨ï áâà®£¨å á¢®©áâ¢ ¯®àï¤ª®¢®© ¬®­®â®­­®áâ¨ ®á­®¢­®£® ®â®¡à ¦¥-
­¨ï. � á«ãç ¥ ¢ëà®¦¤¥­­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï G ¬®¦­® ¯à¨¬¥­¨âì ª®¬¡¨­ æ¨î ¬¥â®¤®¢ á¯ãáª  ¨
ª« áá¨ç¥áª®£® ¬¥â®¤  à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨. �¤­ ª® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ®¡ëç­®£® ¬®­®â®­­®£® á«ãç ï ®ª § -
«®áì, çâ® ¬¥â®¤ à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨ ­¥ £ à ­â¨àã¥â áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ ãá«®¢¨ïå ¯®àï¤ª®¢®© ¬®­®â®­­®áâ¨
¤ ¦¥ ¤«ï ®¤­®§­ ç­ëå § ¤ ç ¤®¯®«­¨â¥«ì­®áâ¨, ª®£¤  ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ­¥®£à ­¨ç¥­® ([2];
[3], à §¤¥« 12.2). �®íâ®¬ã  ªâã «ì­ë¬ ï¢«ï¥âáï ¢®¯à®á ® ¤®áâ â®ç­ëå ãá«®¢¨ïå áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥-
â®¤ , ª®â®àë¥ ¤®«¦­ë ¡ëâì ¯à¨á¯®á®¡«¥­ë ¤«ï ª®­ªà¥â­®£® ª« áá  § ¤ ç.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ íâ®â ¢®¯à®á à¥è ¥âáï ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª ¬®¤¥«¨ ®«¨£®¯®«¨áâ¨ç¥áª®£® à ¢-
­®¢¥á¨ï, ª®â®à ï ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå ãá«®¢¨ïå ¬®¦¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ ­  ¢ ¢¨¤¥
á¬¥è ­­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  ¢¨¤  (1), ¯à¨ç¥¬ ®á­®¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©-
áâ¢ ¬¨ ¯®àï¤ª®¢®© ¬®­®â®­­®áâ¨, ­® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ï¢«ï¥âáï ¢ëà®¦¤¥­­ë¬. �«ï ¨§ãç ¥¬®©
§ ¤ ç¨ ®¡®á­®¢ ­ë à §«¨ç­ë¥ ¢ à¨ ­âë ¬¥â®¤  à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¯à¨ ­¥®£à ­¨ç¥­-
­®¬ ¤®¯ãáâ¨¬®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥.

�ãáâì L { ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¬­®¦¥áâ¢  N = f1; : : : ; ng. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ AL ª¢ -
¤à â­ãî ¤¨ £®­ «ì­ãî ¬ âà¨æã ¯®àï¤ª  n, çì¨ ¤¨ £®­ «ì­ë¥ í«¥¬¥­âë ®¯à¥¤¥«¥­ë á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬:

aii > 0; ¥á«¨ i 2 L; aii = 0; ¥á«¨ i =2 L:

�®£¤  AN | ¬ âà¨æ  á ¯®«®¦¨â¥«ì­®© ¤¨ £®­ «ìî. � «¥¥, ¥á«¨ aii = 1 ¤«ï ¢á¥å i, â® AN = IN ,
£¤¥ IN | ¥¤¨­¨ç­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n.

2. �á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ à¥§ã«ìâ âë

�­ ç «¥ ­ ¯®¬­¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ¯à¨¢¥¤¥¬ á¢®©áâ¢ , ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®-
¢ âìáï ¢ ¤ «ì­¥©è¨å à ááã¦¤¥­¨ïå.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.1 ([4]). �¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  A ¯®àï¤ª  n ­ §ë¢ ¥âáï
a) P -¬ âà¨æ¥©, ¥á«¨ ¢á¥ ¥¥ £« ¢­ë¥ ¬¨­®àë ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥,
b) P0-¬ âà¨æ¥©, ¥á«¨ ¢á¥ ¥¥ £« ¢­ë¥ ¬¨­®àë ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥.
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�â¨ ª« ááë ¬ âà¨æ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯®à®¦¤ îâ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª« ááë  ää¨­­ëå
®â®¡à ¦¥­¨© ¢¨¤  F (x) = Ax+ b á ­¥âàã¤­ë¬ ®¡®¡é¥­¨¥¬ ­  á«ãç © ­¥«¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨©.
�«ï ¨­¤¥ªá­®£® ¬­®¦¥áâ¢  L = fi1; : : : ; ilg � N = f1; : : : ; ng ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ QL(x) ª¢ ¤à â­ãî
¬ âà¨æã á í«¥¬¥­â ¬¨ @Gi(x)

@xj
¤«ï i; j 2 L; xL = (xi)i2L, §­ ç¨â, QN(x) = rG(x).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.2. �ãáâì X | ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ Rn. �â®¡à ¦¥­¨¥ F : X ! Rn

­ §ë¢ ¥âáï

a) P0-®â®¡à ¦¥­¨¥¬ [5], ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ¯ àë â®ç¥ª x; y 2 X, x 6= y, áãé¥áâ¢ã¥â ¨­¤¥ªá i
â ª®©, çâ® xi 6= yi ¨ (xi � yi)(Fi(x)� Fi(y)) � 0,

b) P -®â®¡à ¦¥­¨¥¬ [5], ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ¯ àë â®ç¥ª x; y 2 X, x 6= y, áãé¥áâ¢ã¥â ¨­¤¥ªá i
â ª®©, çâ® (xi � yi)(Fi(x)� Fi(y)) � 0,

c) áâà®£¨¬ P-®â®¡à ¦¥­¨¥¬ [1], ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® 
 > 0 â ª®¥, çâ® F � 
IN ¥áâì
P -®â®¡à ¦¥­¨¥.

�á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ F  ää¨­­®, â. ¥. F (x) = Ax+ b, â® F ¥áâì P -®â®¡à ¦¥­¨¥ (á®®â¢¥âáâ¢¥­­®
P0-®â®¡à ¦¥­¨¥) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® ïª®¡¨ ­ rF (x) = A ¥áâì P -¬ âà¨æ  (á®®â-
¢¥âáâ¢¥­­® P0-¬ âà¨æ ) [5]. � ®¡é¥¬ ­¥«¨­¥©­®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ rF (x) | P -¬ âà¨æ  ¤«ï «î¡®£®
í«¥¬¥­â  x, â® F | P -®â®¡à ¦¥­¨¥, ­® ®¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¥¢¥à­®. � â® ¦¥
¢à¥¬ï F ¥áâì P0-®â®¡à ¦¥­¨¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  rF (x) ¥áâì P0-¬ âà¨æ . �à®¬¥ â®£®,
¥á«¨ F ¥áâì áâà®£®¥ P -®â®¡à ¦¥­¨¥, â® rF (x) ¥áâì P -¬ âà¨æ  [1], [2], [5]. � ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨
®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬®­®â®­­® (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® áâà®£® ¬®­®â®­­®, á¨«ì­® ¬®­®â®­­®), â®
®­® ï¢«ï¥âáï P0-®â®¡à ¦¥­¨¥¬ (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® P -®â®¡à ¦¥­¨¥¬, áâà®£¨¬ P -®â®¡à ¦¥­¨¥¬), ­®
®¡à â­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ â ª¦¥ ­¥¢¥à­ë.

�¯¨à ïáì ­  á¢®©áâ¢  P -®â®¡à ¦¥­¨©, ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì à¥§ã«ìâ âë áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨ ¥¤¨­-
áâ¢¥­­®áâ¨ à¥è¥­¨© ¤«ï á¬¥è ­­ëå ¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï
¤«ï ®¡®á­®¢ ­¨ï ª®àà¥ªâ­®áâ¨ ¬¥â®¤  à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨.

� áá¬®âà¨¬ § ¤ çã (1) ¯à¨ á«¥¤ãîé¨å ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå:

(A1) ®â®¡à ¦¥­¨¥ G : Rn
+ ! Rn ­¥¯à¥àë¢­® ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ K,

(A2) ¬­®¦¥áâ¢® K ¨¬¥¥â ¢¨¤ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ , â. ¥.

K = K1 �K2 � � � � �Kn;

£¤¥ Ki = [�i; �i] � [0;+1] ¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; n,

(A3) äã­ªæ¨ï f ¨¬¥¥â ¢¨¤ f(x) =
nP
i=1

fi(xi), £¤¥ fi : Ki ! R | ¢ë¯ãª« ï ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï

¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; n.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ (A3) á«¥¤ã¥â, çâ® K { ­¥¯ãáâ®¥, ¢ë¯ãª«®¥ ¨ § ¬ª­ãâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �á«¨
�i = 0 ¨ �i = +1 ¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; n, â® K = Rn

+.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.1. a) ([1], ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 3). �ãáâì ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï (A1){(A3), ¨ G
| áâà®£®¥ P -®â®¡à ¦¥­¨¥. �®£¤  § ¤ ç  (1) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥.

b) ([1], á«¥¤áâ¢¨¥ 4.3). �ãáâì ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï (A1){(A3), G | P -®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨ K |

®£à ­¨ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �®£¤  § ¤ ç  (1) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥.

3. �¥â®¤ à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨ ¤«ï ®¡é¥© ¬®¤¥«¨ ®«¨£®¯®«¨áâ¨ç¥áª®£® à ¢­®¢¥á¨ï

�®¤¥«¨ à ¢­®¢¥á¨ï ¢ íª®­®¬¨ª¥ ¢ ãá«®¢¨ïå ­¥á®¢¥àè¥­­®© ª®­ªãà¥­æ¨¨ ¯à¨¢«¥ª îâ ¢­¨¬ -
­¨¥ ¢ á¨«ã ¨å è¨à®ª®© à á¯à®áâà ­¥­­®áâ¨ ¢ à¥ «ì­ëå íª®­®¬¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ å. �« áá¨ç¥áª®©
¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ï¢«ï¥âáï ¬®¤¥«ì ®«¨£®¯®«¨¨, ¯à®áâ¥©è¨© á«ãç © ª®â®à®© à áá¬ âà¨¢ «áï ¥é¥
�.�ãà­®. �à®¬¥ â®£®, ¢ ¢¨¤¥ â ª®© ¦¥ ¬®¤¥«¨ § ¯¨áë¢ îâáï ¬­®£¨¥ § ¤ ç¨ ã¯à ¢«¥­¨ï ¢®¤­ë-
¬¨ à¥áãàá ¬¨, ª®­âà®«ï ®ªàã¦ îé¥© áà¥¤ë ¨ â. ¯. (­ ¯à., [6], [7]).

� áá¬®âà¨¬ ¬®¤¥«ì ®«¨£®¯®«¨áâ¨ç¥áª®£® à ¢­®¢¥á¨ï, £¤¥ n ¯à®¨§¢®¤¨â¥«¥© ¯à¥¤« £ îâ ®¤-
­®à®¤­ë© ¯à®¤ãªâ. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ p(�) æ¥­ã â®¢ à  ­  àë­ª¥ ¯à¨ ®¡ê¥¬¥ ¯®áâ ¢ª¨ �. �á«¨
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i-© ¯à®¨§¢®¤¨â¥«ì ¯à¥¤« £ ¥â qi ¥¤¨­¨æ â®¢ à , â® ®¡ê¥¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï â®¢ à  ­  àë­ª¥ ®¯à¥-

¤¥«ï¥âáï ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬: �q =
nP
i=1

qi.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ fi(qi) § âà âë i-£® ¯à®¨§¢®¤¨â¥«ï ¯à¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ qi ¥¤¨­¨æ â®¢ à . �®£¤ 
¤®å®¤ i-£® ¯à®¨§¢®¤¨â¥«ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© 'i(q) = qip(�q)� fi(qi).

� ª ®¡ëç­®, ª®«¨ç¥áâ¢® ¢ë¯ãáª ¥¬®£® â®¢ à , ¯à¥¤« £ ¥¬®¥ ª ¦¤®© ä¨à¬®©, ­¥®âà¨æ â¥«ì-
­® ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ®£à ­¨ç¥­® á¢¥àåã, â. ¥. 0 � qi � �i, i = 1; : : : ; n. � ¤ ­­®© ¬®¤¥«¨ â®çª  à ¢­®¢¥-
á¨ï q� ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª â®çª  à ¢­®¢¥á¨ï ¯® �íèã ¢ ¡¥áª® «¨æ¨®­­®© ¨£à¥ n «¨æ á äã­ªæ¨ï¬¨
¢ë¨£àëè  'i. �­ ç¥ £®¢®àï, â®çª  q� = (q�1 ; q

�
2 ; : : : ; q

�
n) ¥áâì à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ®«¨£®¯®«¨áâ¨ç¥áª®£®

à ¢­®¢¥á¨ï, ¥á«¨ ª ¦¤ ï ª®¬¯®­¥­â  q�i ¥áâì à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨

max
0�qi��i

! fqip(qi + ��i )� fi(qi)g; (2)

£¤¥ ��i =
nP

j=1;j 6=i
q�j , i = 1; : : : ; n.

�à¥®¡à §ã¥¬ íâã § ¤ çã ª á¬¥è ­­®¬ã ¢ à¨ æ¨®­­®¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢ã. �«¥¤ãîé¨© ­ ¡®à ¤®-
¯®«­¨â¥«ì­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨© á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®¡é¥¯à¨­ïâ®¬ã íª®­®¬¨ç¥áª®¬ã ¯®¢¥¤¥­¨î ãç áâ-
­¨ª®¢.

(H1) �ã­ªæ¨ï æ¥­ë p(�) ­¥¢®§à áâ îé ï, ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ ï ; äã­ªæ¨ï ¤®å®¤ 

�p(�) ¢®£­ãâ  ¤«ï � � 0. �ã­ªæ¨¨ § âà â fi : Rn
+ ! R ¢ë¯ãª«ë¥, ­® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¥

®¡ï§ â¥«ì­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ ¤«ï i = 1; : : : ; n.
� ®â«¨ç¨¥ ®â ã¦¥ ¨§¢¥áâ­ëå ãá«®¢¨© (­ ¯à., [6]), §¤¥áì ¤®¯ãáª ¥âáï ­¥¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâì

äã­ªæ¨© § âà â, çâ® ¯®§¢®«ï¥â ãç¨âë¢ âì á¨âã æ¨î, ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ­¥áª®«ìª® â¥å­®«®£¨©
¯à®æ¥áá  ¯à®¨§¢®¤áâ¢ , ¨ à áè¨à¨âì ®¡« áâì ¯à¨«®¦¥­¨©. �§ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨© (H1) á«¥¤ã¥â, çâ®
ª ¦¤ ï i-ï äã­ªæ¨ï ¤®å®¤  'i ¢®£­ãâ  ­  R+ ([8], «¥¬¬  1). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, (2) ¥áâì § ¤ ç 
¢®£­ãâ®© ¬ ªá¨¬¨§ æ¨¨. � «¥¥, ¯®« £ ¥¬

K = K1 �K2 � � � � �Kn; Ki = [0; �i]; i = 1; : : : ; n: (3)

�¯à¥¤¥«¨¬ ¬­®£®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ M : Rn
+ ! �(Rn) ¯® ä®à¬ã«¥

M(q) = (M1(q); : : : ;Mn(q)) = (@q1 [�'1(q)]; : : : ; @qn [�'n(q)]);

£¤¥ Mi(q) = @qi [�'i(q)] = Gi(q) + @fi(qi), ¨ Gi(q) = �p(�q)� qip
0(�q) ¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; n. �®£¤ 

(­ ¯à., [8]; [9], £«. 5) § ¤ ç  ­ å®¦¤¥­¨ï ¯® �íèã ¢ ¬®¤¥«¨ ®«¨£®¯®«¨áâ¨ç¥áª®£® à ¢­®¢¥á¨ï
¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­  ¢ ¢¨¤¥ ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ : ­ ©â¨ â®çªã q� 2 K â ªãî, çâ®

9d�i 2 @fi(q�i ); i = 1; : : : ; n; hG(q�); q � q�i+
nX
i=1

d�i (qi � q�i ) � 0 8q 2 K;

çâ® íª¢¨¢ «¥­â­® ([1], ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 1)

hG(q�); q � q�i+
nX
i=1

[fi(qi)� fi(q
�
i )] � 0 8q 2 K: (4)

�­ ç¥ £®¢®àï, á¯à ¢¥¤«¨¢®

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.1. �á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï (H1), â® § ¤ ç  ®«¨£®¯®«¨áâ¨ç¥áª®£® à ¢-

­®¢¥á¨ï íª¢¨¢ «¥­â­  § ¤ ç¥ (4).

�à¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå (H1) ¤«ï § ¤ ç¨ (4) ¢ë¯®«­ïîâáï ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï (A1){(A3). �ç¥¢¨¤-
­®, çâ® ¥á«¨ �i = +1 ¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; n, â® K = Rn

+.
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�®áª®«ìªã p(�) | ­¥¢®§à áâ îé ï äã­ªæ¨ï, â® p
0

(�) � 0. �­ «®£¨ç­®, â. ª. äã­ªæ¨ï �(�) =
�p(�) ¢®£­ãâ , â® �00(�) � 0. �®«®¦¨¬ ¤«ï ªà âª®áâ¨ �i = �p0(�q)�qip00(�q) ¨ � = �p0(�q). �®£¤ 
¨¬¥¥¬

rG(q) =

0BB@
� + �1 �1 �1 : : : �1
�2 � + �2 �2 : : : �2

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
�n �n �n : : : � + �n

1CCA :

�¥¬¬  3.1. �á«¨ L = f1; : : : ; lg, â®

detQL(q) =

"
�(l + 1)p0(�q)�

 
lX

i=1

qi

!
p00(�q)

#
(�p0(�q))

l�1:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

detQL(q) =

��������
� + �1 �1 �1 : : : �1
�2 � + �2 �2 : : : �2

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
�l �l �l : : : � + �l

�������� :
�à¨¡ ¢«ïï ¢á¥ áâà®ª¨ ª ¯¥à¢®© ¨ ¢ëç¨â ï ¯¥à¢ë© áâ®«¡¥æ ¨§ ®áâ «ì­ëå, ¯®«ãç¨¬

detQL(q) =

����������
� +

lP
i=1

�i 0 0 : : : 0

�2 � 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�k 0 0 : : : �

����������
= �l�1

 
� +

lX
i=1

�i

!
:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®,

detQL(q) =

"
�(l + 1)p0(�q)�

 
lX

i=1

qi

!
p00(�q)

#
(�p0(�q))l�1: �

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2. �ãáâì ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï (H1). �®£¤  rG(q) | P0-¬ âà¨æ  ¤«ï

¢á¥å q 2 V .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã (H1) ¨¬¥¥¬ p0(�) � 0. � ä¨ªá¨àã¥¬ q 2 K. �á«¨ p00(�) � 0, â® ¯®
«¥¬¬¥ 3.1 detQL(q) � 0. �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ p00(�) � 0, ¢¨¤¨¬, çâ®

detQL(q) = (�p0(�q))l�1
�
(�l � 1)p0(�q)� �00(�q) +

� nX
i=l+1

qi

�
p00(�q)

�
:

� ª ª ª �00(�q) � 0, ¯®«ãç ¥¬ detQL(q) � 0.

�ç¨âë¢ ï ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2,  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ § ¤ çã ­ å®¦¤¥­¨ï ®«¨£®¯®«¨áâ¨ç¥áª®£® à ¢-
­®¢¥á¨ï á«¥¤ãîé¨¬ ¢ à¨ æ¨®­­ë¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®¬: ­ ©â¨ â®çªã q" 2 K â ªãî, çâ®

hG(q") + "ALq
"; q � q"i+ f(q)� f(q") � 0 8q 2 K; (5)

£¤¥ " > 0 | ¯ à ¬¥âà, L | ­¥¯ãáâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® N .
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ª« áá¨ç¥áª®£® ¬¥â®¤  ¯®«­®© à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨, §¤¥áì ª®«¨ç¥áâ¢®

à¥£ã«ïà¨§¨àãîé¨å ª®¬¯®­¥­â ¬®¦¥â ¬¥­ïâìáï. �­ ç «¥ ¤ ¤¨¬ ®¡®á­®¢ ­¨¥ ¬¥â®¤  ¢ ®£à ­¨-
ç¥­­®¬ á«ãç ¥.

�¥®à¥¬  3.1. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï (H1), �i < +1 ¤«ï «î¡®£® i 2 N .

�ãáâì áãé¥áâ¢ã¥â ¨­¤¥ªá­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® J � N â ª®¥, çâ® fi, i 2 J , | á¨«ì­® ¢ë¯ãª«ë¥

äã­ªæ¨¨. �á«¨ ¯®«®¦¨âì L = N n J , â®£¤  § ¤ ç  (5) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ q",  
«î¡ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fq"kg â ª ï, çâ® f"kg & 0, ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ì­ë¥ â®çª¨, ¨ ¢á¥ íâ¨

â®çª¨ ï¢«ïîâáï à¥è¥­¨ï¬¨ § ¤ ç¨ (4).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ eG : V ! Rn á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

eGi(q) =

(
Gi(q) + "aiiqi ¥á«¨ i 2 L;

Gi(q) + 
qi ¥á«¨ i 2 N n L;

£¤¥ 
 < � ,   � | ­ ¨¬¥­ìè ï ¨§ ª®­áâ ­â á¨«ì­®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¤«ï äã­ªæ¨© fi, i 2 J . �®
¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.2 G ¥áâì P0-®â®¡à ¦¥­¨¥, §­ ç¨â, eG | áâà®£®¥ P -®â®¡à ¦¥­¨¥. �ã­ªæ¨¨

'i(qi) =

(
fi(qi); ¥á«¨ i 2 L;

fi(qi)� 0;5
q2i ; ¥á«¨ i 2 N n L;

ï¢«ïîâáï ¢ë¯ãª«ë¬¨. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¯® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 2.1 a) ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï â®çª  eq 2 K
â ª ï, çâ®

nX
i=1

[ eGi(eq)(qi � eqi) + 'i(qi)� 'i(eqi)] � 0 8qi 2 K; i = 1; : : : ; n:

�®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.1 íâ  § ¤ ç  íª¢¨¢ «¥­â­  (5), â. ¥. § ¤ ç  (5) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥
à¥è¥­¨¥ q". � ª ª ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fq"g á®¤¥à¦¨âáï ¢ ®£à ­¨ç¥­­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ K, â® ®­ 
¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ì­ë¥ â®çª¨. �á«¨ q� | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯à¥¤¥«ì­ ï â®çª  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fq"g,
â®£¤ , ¯¥à¥å®¤ï ª ¯à¥¤¥«ã ¢ (5), ¯®«ãç¨¬

hG(q�); q � q�i+ f(q)� f(q�) � 0 8q 2 K;

â. ¥. q� | à¥è¥­¨¥ á¬¥è ­­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  (4).

�«ï ®¡®á­®¢ ­¨ï ¬¥â®¤  à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨ ¯à¨ ­¥®£à ­¨ç¥­­®¬ ¤®¯ãáâ¨¬®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ K ¨á-
¯®«ì§ã¥¬ ¬®¤¨ä¨ª æ¨î ãá«®¢¨ï ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ ¢ë¯ãáª  ¨§ [10].

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.1. �à®¨§¢®¤áâ¢¥­­ë© ¢ë¯ãáª ¢ § ¤ ç¥ ®«¨£®¯®«¨áâ¨ç¥áª®£® à ¢­®¢¥á¨ï ­ -
§ë¢ ¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬¯ ªâ­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® P ¬­®¦¥áâ¢  Rn

+ â ª®¥, çâ®
¤«ï «î¡®£® eq 2 Rn

+ n P ¢ë¯®«­ï¥âáï

(�p(�~q)� eqip0(�~q))eqi + fi(eqi)� fi(0) > 0 (6)

¤«ï ­¥ª®â®à®£® i = 1; : : : ; n. �¥ ®£à ­¨ç¨¢ ï ®¡é­®áâ¨, áç¨â ¥¬ 0 2 P .

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ãá¥ç¥­­ãî § ¤ çã ¤«ï ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ : ­ ©â¨ â®çªã eq 2 fK
â ªãî, çâ®

hG(eq); q � eqi+ f(q)� f(eq) � 0 8q 2 fK; (7)

£¤¥

fK =
nY
i=1

[0; e�i]; 0 < e�i < +1 ¨ e�i = �i; ¥á«¨ �i < +1; (8)

¤«ï i = 1; : : : ; n. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ fK� ¬­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© § ¤ ç¨ (7), (8). � áá¬®âà¨¬ § ¤ çã
¤«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® à¥£ã«ïà¨§¨à®¢ ­­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ : ­ ©â¨ â®çªã z" 2 fK
â ªãî, çâ®

hG(z") + "ALz
"; q � z"i+ f(q)� f(z") � 0 8q 2 fK: (9)

�¥®à¥¬  3.2. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï (H1), ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥­­ë© ¢ë¯ãáª

®£à ­¨ç¥­ â ª, çâ® ¤«ï «î¡®£® i = 1; : : : ; n ¨ ¤«ï «î¡®£® p 2 K
T
P ¢ë¯®«­ï¥âáï pi < e�i,

¥á«¨ �i = +1, ¨ ¯ãáâì áãé¥áâ¢ã¥â ¨­¤¥ªá­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® J � N â ª®¥, çâ® fi(qi) | á¨«ì­®

¢ë¯ãª«ë¥ äã­ªæ¨¨ ¤«ï qi 2 [0; e�i] ¨ i 2 J . �á«¨ ¯®«®¦¨âì L = N n J , â® § ¤ ç  (8), (9) ¨¬¥¥â
¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ z",   ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fz"kg â ª ï, çâ® f"kg & 0, ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ì­ë¥

â®çª¨, ¨ ¢á¥ íâ¨ â®çª¨ ï¢«ïîâáï à¥è¥­¨ï¬¨ § ¤ ç¨ (4).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ááã¦¤ ï  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 3.1, ¢¨¤¨¬, çâ® ¢ à¨ æ¨-
®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® (8), (9) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ z" ¨ çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fz"kg ¯à¨
f"kg ! 0 ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ì­ë¥ â®çª¨, ¨ ¢á¥ íâ¨ â®çª¨ ï¢«ïîâáï à¥è¥­¨ï¬¨ § ¤ ç¨ (7), (8). � ª
ª ª ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥­­ë© ¢ë¯ãáª ®£à ­¨ç¥­, â® ãá«®¢¨¥ (6) ®§­ ç ¥â, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï á«¥¤ãîé¥¥
ãá«®¢¨¥ ¯à¨ D = P ¨ eD = f0g: ¯ãáâì áãé¥áâ¢ãîâ ¬­®¦¥áâ¢  eD � D � Rn â ª¨¥, çâ® ¤«ï «î¡®©
â®çª¨ eq 2 K nD áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  q 2 eDTK â ª ï, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï

max
i=1;:::;n

[Gi(eq)(eqi � qi) + fi(eqi)� fi(qi)] > 0:

�á­®, çâ® K� � P ¨ ¯®íâ®¬ã K� � fK�. �ãáâì áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  eq 2 fK� n K�, â®£¤  eq 2 P ¨
áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  q 2 K n fK ¨ ¨­¤¥ªá i â ª¨¥, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® Gi(eq)(qi � eqi) +
fi(qi) � fi(eqi) < 0. �âáî¤  á«¥¤ã¥â eqi < e�i < qi. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® � 2 (0; 1) â ª®¥, çâ®
�qi + (1� �)eqi 2 fKi, §­ ç¨â,

Gi(eq)[�qi + (1� �)eqi � eqi] + fi(�qi + (1� �)eqi)� fi(eqi) � 0:

� á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ äã­ªæ¨¨ fi ¨¬¥¥¬ fi(�qi + (1� �)eqi) � �fi(qi) + (1� �)fi(eqi), ®âáî¤  á«¥¤ã¥â
�[Gi(eq)(qi � eqi) + fi(qi)� fi(eqi)] � 0. �®«ãç¥­® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �­ ç¨â, K� = fK�.

� á«ãç ¥, ª®£¤  «î¡ ï äã­ªæ¨ï fi ­¥ á¨«ì­® ¢ë¯ãª« ï, L = N ¨ (9) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®«­®©
à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  P ãá«®¢¨ï ­  ¢ë¡®à fK ¢ â¥®à¥¬¥
3.2 ­¥ ®£à ­¨ç¨â¥«ì­ë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤«®¦¥­­ë© ¯®¤å®¤ £ à ­â¨àã¥â áå®¤¨¬®áâì ¬¥â®¤ 
à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨, ¯à¨ íâ®¬ ¢¨¤ à¥£ã«ïà¨§¨àãîé¨å ¤®¡ ¢®ª ¬®¦­® ¢ë¡¨à âì ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â
á¢®©áâ¢ á¨«ì­®© ¢ë¯ãª«®áâ¨, çâ® ¤¥« ¥â ¬¥â®¤ ¤®áâ â®ç­® £¨¡ª¨¬.
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