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1. �¢¥¤¥­¨¥

1.1. �®¢ ï \áâàãªâãà­ ï â®çª  §à¥­¨ï" ­   ää¨­­ãî ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ãî £¥®¬¥âà¨î ¡ë« 
áä®à¬ã«¨à®¢ ­  ¢ 1982 £. ®¤­¨¬ ¨§ ª« áá¨ª®¢ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ �.�®¬¨¤§ã ¢ ¥£®
«¥ªæ¨¨ [1] ¢ ã­¨¢¥àá¨â¥â¥ £®à®¤  �î­áâ¥à á \£à ­¤¨®§­ë¬", ª ª ®¡ íâ®¬ ¯¨è¥â �.�«¨­£¥¡¥à£
¢ [2], ­ §¢ ­¨¥¬ \�â® â ª®¥  ää¨­­ ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï £¥®¬¥âà¨ï?". �®£« á­® �.�®¬¨¤§ã
¯®¤  ää¨­­®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¥© á«¥¤ã¥â ¯®­¨¬ âì (á¬. â ª¦¥ [3], á. 43) £¥®¬¥âà¨î
¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®£® ¬­®£®®¡à §¨ïM íª¢¨ ää¨­­®© áâàãªâãà®© (�;r), £¤¥ �| í«¥¬¥­â ®¡ê¥¬ 
­  M , â. ¥. ¢áî¤ã ®â«¨ç­ ï ®â ­ã«ï n-ä®à¬ , ¨ r | íª¢¨ ää¨­­ ï á¢ï§­®áâì, â. ¥. «¨­¥©­ ï
á¢ï§­®áâì ¡¥§ ªàãç¥­¨ï â ª ï, çâ® r� = 0.

�  ¤ ­­®© «¥ªæ¨¥© ¯®á«¥¤®¢ «¨ áâ âì¨ ¯®  ää¨­­®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ �.� -
« ¡¨, �.�®¬¨¤§ã, �. �¨¬®­ , �.�.�¥à­£ , �.�.�ã ¨ ¤à. � ¢ 1994 £. ¢ëè«  ¢ á¢¥â ¬®­®£à ä¨ï
�.�®¬¨¤§ã [4].

� ­ áâ®ïé¥¬ã ¢à¥¬¥­¨ ç¨á«® à ¡®â \­®¢®© ¢®«­ë" ¯®  ää¨­­®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥-
âà¨¨ (¢ª«îç ï ¬®­®£à ä¨¨) ¨áç¨á«ï¥âáï ¤¥áïâª ¬¨ [4], [5].

� ã¦¥ ã¯®¬ï­ãâ®© à¥æ¥­§¨¨ �.�«¨£¥­¡¥à£ ¤®¢®«ì­® áª¥¯â¨ç¥áª¨ ®â­¥ááï ª ­®¢®¬ã ­ ¯à ¢«¥-
­¨î ¨áá«¥¤®¢ ­¨© ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¬®­®£à ä¨¨ �.�®¬¨¤§ã, ãâ¢¥à¦¤ ï, ¢ëà ¦ ïáì ä¨£ãà «ì­®,
çâ® \¢á¥ ­®¢®¥ | íâ® å®à®è® § ¡ëâ®¥ áâ à®¥". �à¨ íâ®¬ ®­ ¯à¨¢®¤¨« ª®­ªà¥â­ë¥ ¯à¨¬¥àë ¨ ®â-
áë« « ç¨â â¥«ï ª à ­¥¥ ¨§¤ ­­ë¬ ¬®­®£à ä¨ï¬ [6] ¨ [7]. �®¯®«­¨¬ íâ®â á¯¨á®ª ¬®­®£à ä¨ï¬¨
®â¥ç¥áâ¢¥­­ëå £¥®¬¥âà®¢ ¯®  ää¨­­®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ [8]{[11].

1.2. � ­­ ï áâ âìï ¯à®¤®«¦ ¥â à ¡®âë [12]{[14], ¯®á¢ïé¥­­ë¥ ¨§ãç¥­¨î  ää¨­­®© ¤¨ä-
ä¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¨ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥­§®à®¢ �¨««¨­£ . � ­¥©
­ ©¤¥­ë ®¡é¨¥ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨©, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å â ª¨¥ â¥­§®àë ­  ¬­®£®®¡à §¨ïå á íª¢¨¯à®-
¥ªâ¨¢­®© á¢ï§­®áâìî, â. ¥. ­  ¯à®¥ªâ¨¢­® ¯«®áª¨å ¬­®£®®¡à §¨ïå á íª¢¨ ää¨­­®© á¢ï§­®áâìî
([8], á. 168; [9], á. 125). � ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª  ää¨­­®¥ ®¡®¡é¥­¨¥ ¯á¥¢-
¤®à¨¬ ­®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨© ¯®áâ®ï­­®© ªà¨¢¨§­ë. �­®£®®¡à §¨ï á íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®© á¢ï§­®áâìî
®ª § «¨áì ­ ¨¡®«¥¥ ã¤®¡­ë¬¨ ¤«ï ¯®¨áª  ­  ­¨å à¥è¥­¨© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©. �â®â
ä ªâ ¨á¯®«ì§®¢ « ¥é¥ �.�.�®à¤¥­, ª®£¤  ¨áª « ®¡é¨¥ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© �®¤ ææ¨ ([8], c. 169),
à¥è¥­¨ï, ª®â®àë¥ ¢¯®á«¥¤áâ¢¨¨ ã¦¥ ­  à¨¬ ­®¢®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ ¯®áâ®ï­­®© ªà¨¢¨§­ë ¯®¢â®à-
­® ­ è¥« �.�¥àãá ¨ ª®â®àë¥ â¥¯¥àì ¯à¨¢®¤ïâáï ¢ § àã¡¥¦­ëå ¬®­®£à ä¨ïå (­ ¯à., [15], á. 591).

�¥à¢ ï ¨§ ¤¢ãå ¤®ª § ­­ëå ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥ â¥®à¥¬ ï¢«ï¥âáï  ää¨­­ë¬  ­ «®£®¬ ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨ï, ®¯ã¡«¨ª®¢ ­­®£® ¢ [16] ¨ ¢ë§¢ ­­®£® ª ¦¨§­¨ ­¥®¡å®¤¨¬®áâìî à¥è¥­¨ï ª®­ªà¥â­ëå
§ ¤ ç à¥«ïâ¨¢¨áâáª®© ä¨§¨ª¨. �â®à ï â¥®à¥¬  ï¢«ï¥âáï ­®¢®© ­¥ â®«ìª® ¤«ï  ää¨­­®©, ­® ¨
¤«ï ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢®© £¥®¬¥âà¨¨, çâ® ®á®¡¥­­® ¢ ¦­®, ¥á«¨ ãç¥áâì ¢®§¬®¦­ë¥ ¥¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï
(á¬. [17], c. 339{342).

2. �¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ à¥§ã«ìâ âë

�ãáâì M | ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ª« áá  C1 à §¬¥à­®áâ¨ n > 2 ¨ L(M) |
à áá«®¥­¨¥ «¨­¥©­ëå à¥¯¥à®¢ ­ ¤ M á® áâàãªâãà­®© £àã¯¯®© GL(n;R).
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� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¡é¥© â¥®à¨¥© ([18], á. 7; [19], á. 194 ¨ [20]) ­ §®¢¥¬ SL(n;R)-áâàãªâãà®© ­ 
M á¢¥¤¥­¨¥ áâàãªâãà­®© £àã¯¯ë GL(n;R) à áá«®¥­¨ï L(M) ª ¯®¤£àã¯¯¥ SL(n;R) ¨«¨, â®ç­¥¥,
£« ¢­®¥ SL(n;R)-¯®¤à áá«®¥­¨¥ à áá«®¥­¨ï L(M).

�§¢¥áâ­  ¯à®¡«¥¬  ([20], c. 213) á®¯®áâ ¢«¥­¨ï á ª ¦¤®© G-áâàãªâãà®© ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M
á¢®¤¨¬®© ª G «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâ¨ r ¨«¨, ¯® ¤àã£®© â¥à¬¨­®«®£¨¨, G-á¢ï§­®áâ¨ r. �¨­¥©­ ï
á¢ï§­®áâì r ¡¥§ ªàãç¥­¨ï, á¢®¤¨¬ ï ª SL(n;R), ­ §ë¢ ¥âáï íª¢¨ ää¨­­®© ([9], á. 124{125; [8],
á. 150) ¨ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç­®áâìî â¥­§®à  �¨çç¨ Ric. �à¨ ­ «¨ç¨¨ â ª®© á¢ï§­®áâ¨
SL(n;R)-áâàãªâãàã ­ §ë¢ îâ íª¢¨ ää¨­­®©,   £¥®¬¥âà¨î ¬­®£®®¡à §¨ï M |  ää¨­­®© ¤¨ä-
ä¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¥© [1], [3], [4]. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ â¥­§®à ¯à®¥ªâ¨¢­®© ªà¨¢¨§­ë �¥©«ï W
á¢ï§­®áâ¨ r à ¢¥­ ­ã«î, á¢ï§­®áâì r ¡ã¤¥â íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®© ([9], c. 125; [8], c. 169; [21], c. 80{
81). �à¨ ­ «¨ç¨¨ â ª®© á¢ï§­®áâ¨ SL(n;R)-áâàãªâãàã ­ §®¢¥¬ íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®©. �­®£®®¡à §¨¥
á íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®© SL(n;R)-áâàãªâãà®© ï¢«ï¥âáï  ää¨­­ë¬  ­ «®£®¬ ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢  ¬­®£®-
®¡à §¨ï ¯®áâ®ï­­®© ªà¨¢¨§­ë ([9], á. 126; [8], á. 170{171; [21], c. 81{82).

�®¢ à¨ ­â­®¥ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®¥ â¥­§®à­®¥ ¯®«¥ ¢ «¥­â­®áâ¨ p (1 � p � n � 1) ¨«¨, ¯®
¤àã£®© â¥à¬¨­®«®£¨¨, ¢­¥è­ïï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï p-ä®à¬  ! 2 C1�pM ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M
á  ää¨­­®© á¢ï§­®áâìî r ­ §ë¢ ¥âáï ª¨««¨­£®¢ë¬, ¥á«¨ ¢¤®«ì ¯à®¨§¢®«ì­®© £¥®¤¥§¨ç¥áª®©

 : J � R ! M , ®â­¥á¥­­®© ª  ää¨­­®¬ã ¯ à ¬¥âàã t 2 J , ª®¢ à¨ ­â­® ¯®áâ®ï­­ë¬ ¡ã¤¥â
â¥­§®à­®¥ ¯®«¥ i d


dt
! := trace

�
d


dt

 !

�
(áà. á [22], c. 55{56). �®á«¥¤­¥¥ ¢®§¬®¦­® â®«ìª® ¢ á«ãç ¥,

ª®£¤  r! 2 C1�p+1M ([13], [14]).
�  ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ (M; g) ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ â¥­§®àë �¨««¨­£  ¢ «¥­â­®-

áâ¨ p ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥, ¢­¥è­¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ª¨««¨­£®¢ë p-ä®à¬ë ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì
â¥­§®à ¬¨ �¨««¨­£ {�­® ([17], c. 339{342).

�«ï ¬­®£®®¡à §¨ï M á íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®© SL(n;R)-áâàãªâãà®© á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  1. �  n-¬¥à­®¬ (n > 2) ¬­®£®®¡à §¨¨ M á íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®© SL(n;R)-áâàãªâãà®©
áãé¥áâ¢ã¥â «®ª «ì­ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â x1; : : : ; xn, ¢ ª®â®à®© ¯à®¨§¢®«ì­ë© â¥­§®à �¨««¨­-
£ {�­® ! ¢ «¥­â­®áâ¨ p (1 � p � n� 1) ¨¬¥¥â ª®¬¯®­¥­âë

!i1:::ip = e(p+1) (Ai0i1:::ipx
i0 +Bi1:::ip); (2.1)

£¤¥ Ai0i1:::ip ¨ Bi1:::ip | ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ¯® ¢á¥¬ ¨­¤¥ªá ¬ ¯®áâ®ï­­ë¥ ¨  = ln�=(n+1) ¤«ï
áãé¥áâ¢¥­­®© ª®¬¯®­¥­âë � í«¥¬¥­â  ®¡ê¥¬  SL(n;R)-áâàãªâãàë ¨ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ¢¥ª-
â®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Kp(M;R) â¥­§®à®¢ �¨««¨­£ {�­® ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâì dimKp(M;R) =

(n+1)!
(p+1)!(n�p)!

.

� á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ª®¢ à¨ ­â­®¥ á¨¬¬¥âà¨ç­®¥ â¥­§®à­®¥ ¯®«¥ ' ¢ «¥­â­®áâ¨ p ¨«¨, ¯® ¤àã£®©
â¥à¬¨­®«®£¨¨, á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï p-ä®à¬  ' 2 C1SpM ­ §ë¢ ¥âáï ª¨««¨­£®-
¢ë¬, ¥á«¨ '

�
d


dt
; : : : ; d


dt

�
= const ¢¤®«ì ¯à®¨§¢®«ì­®© £¥®¤¥§¨ç¥áª®© 
 : J � R!M , ®â­¥á¥­­®© ª

 ää¨­­®¬ã ¯ à ¬¥âàã t 2 J . �®á«¥¤­¥¥ ¢®§¬®¦­® â®«ìª® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ��' = 0 ¤«ï ®¯¥à â®à 
á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï �� : C1SpM ! C1Sp+1M (á¬. [14]).

�  ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ (M; g) á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ â¥­§®àë �¨««¨­£  ¨«¨, çâ® â® ¦¥
á ¬®¥, á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ª¨««¨­£®¢ë ä®à¬ë ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì ([17], á. 339) â¥­§®à ¬¨ �¨««¨­£ .

�«ï ¬­®£®®¡à §¨ï M á íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®© SL(n;R)-áâàãªâãà®© á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  2. �  n-¬¥à­®¬ (n > 2) ¬­®£®®¡à §¨¨ M á íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®© SL(n;R)-áâàãªâãà®©
áãé¥áâ¢ã¥â «®ª «ì­ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â x1; : : : ; xn, ¢ ª®â®à®© ¯à®¨§¢®«ì­ë© â¥­§®à �¨««¨­-
£  ' ¯®àï¤ª  p ¨¬¥¥â ª®¬¯®­¥­âë

'i1:::ip = e2p 
pX

q=0

Ai1:::ipj1:::jqx
j1 : : : xjq ; (2.2)

£¤¥ Ai1:::ipj1:::jq | á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ¯® £àã¯¯ ¬ ¨­¤¥ªá®¢ i1; : : : ; ip ¨ j1; : : : ; jq ¯®áâ®ï­­ë¥ â -
ª¨¥, çâ® á¨¬¬¥âà¨§ æ¨ï ¨å ¯® ¨­¤¥ªá ¬ i1; : : : ; ip, j1; : : : ; jq�1 ¤«ï q = 1; : : : ; p ¤ ¥â ­ã«ì ¨
¢á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Gp(M;R) â¥­§®à®¢ �¨««¨­£  ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâì

dimGp(M;R) = p(p+1)2(p+2)2:::(n+p�1)2(n+p)

p!(p+1)!
.
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�  ®á­®¢ ­¨¨ (2.1) ¨ (2.2) § ª«îç ¥¬ (á¬. â ª¦¥ [16]), çâ® ­  ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨
(M; g) ¯®áâ®ï­­®© ªà¨¢¨§­ë «®ª «ì­ë¥ ª®¢ à¨ ­â­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à  �¨««¨­£  ¨¬¥îâ
¢¨¤ �k = e2 (Akjxk +Bk) ¤«ï  = 1

2(n+1)
ln jdet gj ¨ ¯à®¨§¢®«ì­ëå ¯®áâ®ï­­ëå Akj = �Ajk ¨ Bk.

�â® á®£« áã¥âáï á ®¡é¥© â¥®à¨¥©, á®£« á­® ª®â®à®© ([18], á. 65{66; [23], á. 287) £àã¯¯  ¨§®¬¥âà¨©
n-¬¥à­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï (M; g) ¯®áâ®ï­­®© ªà¨¢¨§­ë ¨¬¥¥â ®â n(n+ 1)=2 ¯ à ¬¥âà®¢.

3. �®ª § â¥«ìáâ¢a â¥®à¥¬

�ãáâì f : M ! M | ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï M ­  ¤àã£®¥ ¬­®£®-
®¡à §¨¥ M ¨ f� | ¥£® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ª®¢ à¨ ­â­®£® â¥­§®à­®£® ¯®«ï ! ­ 
M ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ­  M ª®¢ à¨ ­â­®¥ â¥­§®à­®¥ ¯®«¥ f�!, £¤¥ f� | âà ­á¯®­¨à®¢ ­­®¥ ª
f� ®â®¡à ¦¥­¨¥. �á«¨ ­  M , M § ¤ ­ë íª¢¨ ää¨­­ë¥ SL(n;R)-áâàãªâãàë ¨ f : M ! M |
¯à®¥ªâ¨¢­ë© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬, â. ¥. ®â®¡à ¦¥­¨¥, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï M
¢ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï M , â® ¡ã¤¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®©

�¥¬¬  1. �ãáâì f : M ! M | ¯à®¥ªâ¨¢­ë© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ n-¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨© á
íª¢¨ ää¨­­ë¬¨ SL(n;R)-áâàãªâãà ¬¨ ¨ ! | â¥­§®à �¨««¨­£ {�­® ¯®àï¤ª  p (1 � p � n� 1)
­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M . �®£¤  â¥­§®à®¬ �¨««¨­£ {�­® ¯®àï¤ª  p ­  M ¡ã¤¥â ! = e�(p+1) (f�!)
¤«ï  = (n+ 1)�1 ln�=�, £¤¥ � ¨ � | áãé¥áâ¢¥­­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥¬®¢ SL(n;R)-
áâàãªâãà ¬­®£®®¡à §¨© M ¨ M á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§¢¥áâ­®, çâ® ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ f : M ! M ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å «®ª «ì-
­ëå á¨áâ¥¬ å ª®®à¤¨­ â x1 = x1; : : : ; xn = xn ¬®¦­® § ¤ âì ãà ¢­¥­¨ï¬¨ x = f(x). � á«ãç ¥
¯à®¥ªâ¨¢­®£® ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬  ¬­®£®®¡à §¨© á íª¢¨ ää¨­­ë¬¨ SL(n;R)-áâàãªâãà ¬¨ ¢ ®¡é¥©
¯® ®â®¡à ¦¥­¨î f «®ª «ì­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢  ([8], á. 166; [21], á. 72)

�kij = �
k

ij +  i�
k
j +  j�

k
i (3.1)

¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ �kij ¨ �
k

ij á¢ï§­®áâ¥©r ¨r ¨  j = (n+1)�1@j ln�=�. �¤¥áì � ¨ �| áãé¥áâ¢¥­-
­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥¬®¢ SL(n;R)-áâàãªâãà ¬­®£®®¡à §¨©M ¨M á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �§
(3.1) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ f�1, ®¡à â­®¥ ¯à®¥ªâ¨¢­®¬ã ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ã
f :M !M , ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢­ë¬ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬ ([21], c. 73).

�®« £ ¥¬ !i1:::ip ª®¬¯®­¥­â ¬¨ ¯à®¨§¢®«ì­®£® â¥­§®à  �¨««¨­£ {�­® ¯®àï¤ª  p (1 � p �
n� 1), ª®â®àë¥ á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨ï¬ ¢¨¤ 

ri0!i1:::ip +ri1!i0:::ip = 0: (3.2)

�  ®á­®¢ ­¨¨ (3.1) ¨ (3.2) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ® ª®¬¯®­¥­âë

!i1:::ip = e�(p+1) !i1:::ip (3.3)

â¥­§®à  ! = e�(p+1) f�!, ­ ©¤¥­­ë¥ ¢ ®¡é¥© ¯® ®â®¡à ¦¥­¨î f «®ª «ì­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â,
ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨ï¬

ri0!i1:::ip +ri1!i0:::ip = 0:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ! ï¢«ï¥âáï â¥­§®à®¬ �¨««¨­£ {�­® ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M .
� [14] ¡ë«® ¤®ª § ­®, çâ® ¢ ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â x1; : : : ; xn ®ªà¥áâ­®áâ¨ U ¯à®¨§-

¢®«ì­®© â®çª¨ x «®ª «ì­® ¯«®áª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï M , â. ¥. ¬­®£®®¡à §¨ï á «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî
r, çì¨ â¥­§®àë ªà¨¢¨§­ë ¨ ªàãç¥­¨ï à ¢­ë ­ã«î, â¥­§®à �¨««¨­£ {�­® ¨¬¥¥â ª®¬¯®­¥­âë

!i1:::ip = Ai0i1:::ipx
i0 +Bi1:::ip (3.4)

¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå, ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ¯® ¢á¥¬ ¨­¤¥ªá ¬ ¯®áâ®ï­­ëå Ai0i1:::ip ¨ Bi1:::ip . �  ®á­®-
¢ ­¨¨ íâ®£® ¢ [14] ãâ¢¥à¦¤ «®áì, çâ® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Kp(M;R) â¥­§®à®¢ �¨««¨­£ {
�­® ¢ «¥­â­®áâ¨ p ­  n-¬¥à­®¬ ¯«®áª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâì dimKp(M;R) =
(n+ 1)![(p + 1)!(n� p)!]�1.
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� áá¬®âà¨¬ á«ãç © ¯à®¥ªâ¨¢­®£® ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬  f : An ! M  ää¨­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ 
An ­  ¬­®£®®¡à §¨¥ M . �à¨ n > 2 ­¥®¡å®¤¨¬ë¬ ¨ ¤®áâ â®ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ íâ®£® á«ã¦¨â à -
¢¥­áâ¢® ­ã«î â¥­§®à  ¯à®¥ªâ¨¢­®© ªà¨¢¨§­ë �¥©«ï W (á¬. [21], c. 81). �®á«¥¤­¥¥ ¡ã¤¥â ®§­ -
ç âì â ª¦¥, çâ® ¯à®¨§¢®«ì­®¥ n-¬¥à­®¥ (n > 2) ¬­®£®®¡à §¨¥ M á íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®© SL(n;R)-
áâàãªâãà®© ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢­® ¤¨ää¥®¬®àä­ë¬ An. � íâ®¬ á«ãç ¥ ­  ®á­®¢ ­¨¨ à ¢¥­áâ¢
(3.3) ¨ (3.4) § ª«îç ¥¬, çâ® ª®¬¯®­¥­âë ¯à®¨§¢®«ì­®£® â¥­§®à  �¨««¨­£ {�­® ! ¯®àï¤ª  p
(1 � p � n � 1) ­  n-¬¥à­®¬ (n > 2) ¬­®£®®¡à §¨¨ M á íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®© SL(n;R)-áâàãªâãà®©
¨¬¥îâ ¢¨¤ (2.1). �à¨ íâ®¬ à §¬¥à­®áâì ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Kp(M;R) â¥­§®à®¢ �¨««¨­£ {
�­® ¢ «¥­â­®áâ¨ p ®áâ ­¥âáï ¯à¥¦­¥©, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ «®ª «ì­® ¯«®áª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï.

� ®â«¨ç¨¥ ®â «¥¬¬ë §¤¥áì  = (n + 1)�1 ln�, ¯®áª®«ìªã ¢ ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â
x1; : : : ; xn áãé¥áâ¢¥­­ãî ª®¬¯®­¥­âã � í«¥¬¥­â  ®¡ê¥¬  ¯à®áâà ­áâ¢  An ¬®¦­® ¯®«®¦¨âì à ¢-
­®© ¥¤¨­¨æ¥. �à¨ íâ®¬ ¬­®£®®¡à §¨¥M á íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®© SL(n;R)-áâàãªâãà®© ¡ã¤¥â áç¨â âìáï
®â­¥á¥­­ë¬ ª â ª®© «®ª «ì­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â x1; : : : ; xn, ¢ ª®â®à®©, ª ª íâ® ¯®á«¥¤ã¥â ¨§
(3.1), ª®íää¨æ¨¥­âë �kij á¢ï§­®áâ¨ r ¯à¨­¨¬ îâ ¢¨¤ �kij =  i�

k
j +  j�

k
i . � ­­ë© ¯à¨§­ ª ­¥®¡-

å®¤¨¬ ¨ ¤®áâ â®ç¥­, çâ®¡ë ¬­®£®®¡à §¨¥ ¡ë«® ¯à®¥ªâ¨¢­® ¤¨ää¥®¬®àä­ë¬  ää¨­­®¬ã ¯à®-
áâà ­áâ¢ã, ®¤­ ª® ®­ ­¥ ¨­¢ à¨ ­â¥­ ®â­®á¨â¥«ì­® ¢ë¡®à  á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨­ â (á¬. [21], á. 74).

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¢â®à®© â¥®à¥¬ë ¯à®¢®¤¨âáï  ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬. �¤¥áì, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ á
â¥­§®à®¬ �¨««¨­£ {�­®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�¥¬¬  2. �ãáâì f : M ! M | ¯à®¥ªâ¨¢­ë© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ n-¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨© á

íª¢¨ ää¨­­ë¬¨ SL(n;R)-áâàãªâãà ¬¨ ¨ ' | â¥­§®à �¨««¨­£  ¯®àï¤ª  p ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M .

�®£¤  ª¨««¨­£®¢ë¬ â¥­§®à®¬ ¯®àï¤ª  p ­  M ¡ã¤¥â ' = e�2p (f�') ¤«ï  = (n + 1)�1 ln�=�,
£¤¥ � ¨ � | áãé¥áâ¢¥­­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥¬®¢ SL(n;R)-áâàãªâãà ¬­®£®®¡à §¨©

M ¨ M á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ (3.1), ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ® ª®¬¯®­¥­-
âë

'i1:::ip = e�2p 'i1:::ip (3.5)

â¥­§®à­®£® ¯®«ï ' = e�2p f�', ­ ©¤¥­­ë¥ ¢ ®¡é¥© ¯® ®â®¡à ¦¥­¨î f «®ª «ì­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à-
¤¨­ â, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨ï¬

ri0'i1:::ip = e�2p ri0'i1:::ip � p i0'i1:::ip +  i1'i0:::ip + � � �+  ip'i1:::i0 : (3.6)

�®á«¥ á¨¬¬¥âà¨§ æ¨¨ ¢ ®¡¥¨å ç áâïå (3.6) ¯® ¨­¤¥ªá ¬ i0; i1; : : : ; ip ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¨¬ à -
¢¥­áâ¢ ¬:

(�
�

')i0i1:::ip = (p+ 1)r(i0'i1:::ip) = e�2p (��')i0i1:::ip = 0;

ª®â®àë¥ á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ãîâ ® ª¨««¨­£®¢®áâ¨ â¥­§®à­®£® ¯®«ï ' = e�2p (f�') ­  ¬­®£®®¡à §¨¨M .
� áâ âì¥ [24] ¡ë«® ¤®ª § ­®, çâ® â¥­§®à �¨««¨­£  ¯®àï¤ª  p ¢ ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â

x1; : : : ; xn  ää¨­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  An ¨¬¥¥â ª®¬¯®­¥­âë

'i1:::ip =
pX

q=0

Ai1:::ipj1:::jqx
j1 : : : xjq ; (3.7)

£¤¥ Ai1:::ipj1:::jq | á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ¯® £àã¯¯ ¬ ¨­¤¥ªá®¢ i1; : : : ; ip ¨ j1; : : : ; jq ¯®áâ®ï­­ë¥ â ª¨¥, çâ®
á¨¬¬¥âà¨§ æ¨ï ¨å ¯® ¨­¤¥ªá ¬ i1; : : : ; ip, j1; : : : ; jq�1 ¤«ï q = 1; : : : ; p ¤ ¥â ­ã«ì. �  ®á­®¢ ­¨¨
(3.7) ¢ [14] ãâ¢¥à¦¤ «®áì, çâ® ­  n-¬¥à­®¬ ¯«®áª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M

dimGp(M;R) =
p(p+ 1)2(p+ 2)2 : : : (n+ p� 1)2(n+ p)

p!(p+ 1)!

¤«ï ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Gp(M;R) â¥­§®à®¢ �¨««¨­£  ¢ «¥­â­®áâ¨ p.
�¥¯¥àì ­  ®á­®¢ ­¨¨ à ¢¥­áâ¢ (3.5) ¨ (3.7) § ª«îç ¥¬, çâ® ª®¬¯®­¥­âë ¯à®¨§¢®«ì­®£® â¥­§®-

à  �¨««¨­£  ' ­  n-¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨M á íª¢¨¯à®¥ªâ¨¢­®© SL(n;R)-áâàãªâãà®© ¨¬¥îâ ¢¨¤
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(2.2). �à¨ íâ®¬ à §¬¥à­®áâì ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ Gp(M;R) â¥­§®à®¢ �¨««¨­£  ¢ «¥­â­®áâ¨
p ®áâ ­¥âáï ¯à¥¦­¥©, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ¯«®áª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï.
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