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ОБ ОДНОМ ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОМ МЕТОДЕ НАХОЖДЕНИЯ 

КОНФОРМНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ НА БЕСКОНЕЧНУЮ МНОГОУГОЛЬ-

НУЮ ОБЛАСТЬ ВЕРХНЕЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ 

 

Аннотация: Рассматривается задача о нахождении конформного отображе-

ния на бесконечную многоугольную область верхней полуплоскости, возникаю-

щую при решении многих прикладных задач. В работе предлагается численно-

аналитический метод нахождения такого отображения, основанный на ме-

тоде последовательных конформных отображений. 
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Требуется найти функцию ( )z z t , осуществляющую конформное отоб-

ражение на область zG  (рис.1) верхней полуплоскости tG  (рис.2) 

 

Рис.1 Вид многоугольника в физической плоскости z x iy   



 

Рис.2 Параметрическая плоскость t p iq   

К необходимости находить конформное отображение верхней полуплос-

кости на многоугольную область приводит решение многих прикладных задач, 

в частности, задач аэрогидродинамики течений в каналах реверсивных 

устройств решетчатого типа [3, c.199]. Как известно [2, c.164] такое отображе-

ние задаётся интегралом Шварца-Кристоффеля. Для рассматриваемой много-

угольной области zG  отображающая функция ( )z z t  запишется в виде  
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Интеграл Шварца-Кристоффеля записывается в предположении, что известны-

ми считаются не вершины kz  многоугольника zG  в физической плоскости, а их 

образы kt  в параметрической плоскости t p iq  . Однако в прикладных зада-

чах на конформные отображения, как правило, задаются вершины kz  много-

угольника, а их образы kt  остаются неизвестными параметрами. Три из них 

можно задать произвольно, а остальные параметры и также постоянные 1K  и 

2K  должны определяться из условий задачи. Это обстоятельство представляет 

собой главную трудность при практическом использовании интеграла Шварца-

Кристоффеля. 

В интеграл (1), отображающий t zG G , входит четыре неизвестных па-

раметра ,E Ct t , 1 2,K K . Неизвестные параметры ,E Ct t  находятся как решение 

системы нелинейных уравнений, получаемых составлением заданных соотно-

шений длин сторон многоугольника EA , BC к длине стороны AB . Если ввести 
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уравнений для нахождения ,E Ct t  запишется в виде  
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После нахождения ,E Ct t , неизвестные постоянные 1 2,K K  находятся из условий  

1( 1) Az z iH   , 1(1) Bz z L iH    .                           (3) 

Решение системы (2) находится численно, известным методом Ньютона 

[1, c.323]. Согласно методу Ньютона каждое уравнение системы (2) последова-

тельно раскладывается в ряд Тейлора по степеням разностей ( 1) ( )n n
E E Et t    , 

( 1) ( )n n
CC Ct t    , где ,E Ct t  - точное решение системы (2), ( ) ( ),n n

E Ct t  - n ое  при-

ближение к точному решению, 0,1,2,...n  . В разложениях учитываются только 

первые степени этих разностей. В результате получится система линейных ал-

гебраических уравнений относительно неизвестных ( 1)n
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где 0 ( 1,1)J J  , 1 ( , 1)EJ J t  , 2 (1, )CJ J t . Решив систему (4) при 0,1,2,...n   

найдём последовательно первое приближение (1) (0) (1)
E E Et t   , (1) (0) (1)

C C Ct t   , 

второе приближение (2) (1) (2)
E E Et t   , (2) (1) (2)

C C Ct t   ,   , n -ое приближение 

( ) ( 1) ( )n n n
E E Et t   , ( ) ( 1) ( )n n n

C C Ct t    к точному решению ,E Ct t . Итерационный 

процесс заканчивается, как только  ( ) ( )min ,n n
E C   , где   - наперёд задан-

ное малое число и принимается ( )n
E Et t , ( )n

C Ct t . 

Эффективность метода Ньютона для нахождения решения системы (2) 

существенным образом зависит от выбора хорошего начального приближения 

(0) (0),E Ct t , которое должно мало отличаться от её точного решения ,E Ct t .    



В данной работе начальное приближение (0) (0),E Ct t  предлагается отыски-

вать, используя численный метод последовательных конформных отображений 

[2, c.386].  

Сначала с помощью вспомогательного конформного отображения  
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, осуществляющего отображение полуполосы 

DFAD  ширины 1H  (рис. 3) на верхнюю полуплоскость плоскости w u iv  , 

область zG  отображается на область ( )n
W

G  с указанным на рисунках 3 и 4 соот-

ветствием точек.  

 

Рис.3 Вид полуполосы, содержащей многоугольник в плоскости z x iy   



      

Рис.4 Параметрическая плоскость w u iv   

Затем, с помощью метода последовательных конформных отображений, 

область ( )n
W

G  отображается на верхнюю полуплоскость tG . Суть метода состо-

ит в последовательном применении конформного отображения верхней полу-

плоскости с вырезанным полуэллипсом, проходящим через три заданные точки 
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1 1, ,n n n

mm mw w w   (рис.4) на верхнюю полуплоскость. Отображение верхней полу-

плоскости с вырезанным полуэллипсом, заданным уравнением 
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Отображение (6) применяется до тех пор, пока область ( )n
W

G  не будет доста-

точно близка к верхней полуплоскости tG .  



Вычислительная процедура нахождения искомого отображения методом 

последовательных конформных отображений состоит в следующем. Сначала на 

границу области zG  наносится достаточно большое количество точек jz  

( 1,j N ), в число которых включаются и вершины , , ,E A B Cz z z z  многоуголь-

ника zG . Затем с помощью (5) эти точки переводятся в точки (0)
jw  границы об-

ласти (0)
W

G . Из точек (0)
jw  выбирается точка (0)

mw  с максимальной ординатой и 

через точки (0) (0) (0)
1 1, ,mm mw w w   проводится полуэллипс, внешность которого затем 

с помощью (6) отображается на верхнюю полуплоскость. При этом точки (0)
jw  

переходят в точки (1)
jw , лежащие на границе области (1)

W
G . После чего уже из 

точек (1)
jw  выбирается точка (1)

mw  с максимальной ординатой и процедура по-

вторяется. Вычислительная процедура заканчивается, когда область ( )n
W

G  бу-

дет достаточно близка к верхней полуплоскости, т.е. когда выполнится условие 

 ( )max Im n
j

j
w  , где 1,j N ,   - наперёд заданное малое число. С помощью 

вышеописанной вычислительной процедуры находятся точки ( )n
jw , соответ-

ствующие точкам jz , и в том числе образы ( )n
Ew , ( )n

Cw  вершин многоугольника 

Az , Cz . Найденные значения ( )n
Ew , ( )n

Cw  и выбираются в качестве начального 

приближения (0) (0),E Ct t  для численного нахождения решения системы (2). 

Для проверки работоспособности предложенного численно-

аналитического метода нахождения неизвестных параметров в интеграле 

Шварца-Кристоффеля (1), осуществляющего отображение верхней полуплос-

кости на многоугольник, были проведены численные расчёты для области zG , 

где 75  , 105  , 135  , 0.6H  , 1 0.9H  , 1.1L  . При проведении вы-

числительных процедур предполагалось, что 610  . Неизвестные параметры 

в интеграле Шварца-Кристоффеля (1) получились равными: 1.196069Et   , 



9.583349Ct  , 1 0.190986K   , 2 1.069361 0.9K i   . Для проверки эффектив-

ности и точности предложенной методики проведено сравнение заданных ко-

ординат вершин многоугольника с координатами вершин, рассчитанными по 

формуле (1). Результаты сравнения представлены в приведенной ниже таблице 

и говорят об эффективности предложенной методики. 

Таблица 

Результаты сравнения координат вершин многоугольника 

Вершины  

многоугольника 

Координаты вершин 

заданные рассчитанные 

( , )E Ex y  (0,0)  (0,0)  

( , )A Ax y  ( 0.241154, 0.9)  ( 0.241153, 0.9)  

( , )B Bx y  ( 1.341154, 0.9)  ( 1.341092, 0.9)  

( , )C Cx y  ( 1.641154, 0.6)  ( 1.641150, 0.599998)  
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ONE NUMERICAL AND АNALYTICAL METHOD OF FINDING OF A 

CONFORMAL MAPPING ONTO THE INFINITE POLIGONAL DOMAIN OF AN 

UPPER HALF PLANE 



Abstract: The task about finding of a conformal mapping onto the infinite polygonal 

domain of an upper half plane arising at the solution of many applied tasks is consid-

ered. In work the numerical and analytical method of finding of such mapping based 

on a method of consecutive conformal mappings is offered.  

 

Key words: Poligonal domain, upper half plane, conformal mapping, method of con-

secutive conformal mappings.  

 


