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�®¤¥à¦ â¥«ì®áâì á¢e¤�e¨ï ¬®£¨å § ¤ ç ª § ¤ ç¥ ® ¥¯®¤¢¨¦®© â®çª¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥â ¢®§-
¬®¦®áâì ¢¢¥¤¥¨ï   ¬®¦¥áâ¢¥ à¥è¥¨© á®¤¥à¦ â¥«ìëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áâàãªâãà ( ¯à.,
[1], [2]).

�«ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© ª« áá¨ç¥áª¨© ¬¥â®¤ ¯àï¬ëå ¨â¥à æ¨© ( ¯à., [3]) ¢   -
«¨â¨ç¥áª®¬ ¢ à¨ â¥ ãâ®çï¥âáï ¨ ®¡®á®¢ë¢ ¥âáï â¥®à¥¬®© �®è¨-�®¢ «¥¢áª®© [4], çâ® ¯à¥¤-
¯®« £ ¥â ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ ¬®é®£®  ¯¯ à â  áâ¥¯¥�ëå àï¤®¢ [5],   á®¢à¥¬¥ ï  ¡áâà ªâ ï ¥¥
ä®à¬  | â¥®à¥¬  �¢áï¨ª®¢ {�à¥¢ {�¨à¥¡¥à£ {�¨è¨¤ë [6]{[11] ¨¬¥¥â ¤¥«® á® èª « ¬¨ ¡ -
 å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢. �à¨ íâ®¬ ®¤ ª® ¯®«ãç¥¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢ â¨¯  â¥®à¥¬ë �¨è¨¤ë [12], [13]
® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ à¥è¥¨ï ¯®«®© ¥«¨¥©®© á¨áâ¥¬ë � ¢ì¥{�â®ªá  ¨«¨ â¥®à¥¬ �.�. � «ª¨ 
[14] âà¥¡ãîâ ª ª ¡ë \¢®§¢à â " ª ¯®¤å®¤ã �à¥¢  [8], [9], �¥àí [15] á ¤¥â «ìë¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥¬
  «¨â¨ç¥áª®© ¯à¨à®¤ë à¥è¥¨ï ¢ ¥ª®â®à®© ¡  å®¢®©  «£¥¡à¥. � ¬¥â®¤¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å
[1], [16] ¨ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª¨å [17] àï¤®¢ áâà®¥¨¥ à¥è¥¨© ªà ©¥ áãé¥áâ¢¥® [18]. �á®¡¥® ¢ ¦-
®, ª ª ¯®ª § ® ¢ à ¡®â å �.�. �¨¤®à®¢  ¨ ¥£® ãç¥¨ª®¢,  «¨ç¨¥ à¥ªãàà¥â®áâ¨ ¢ ¯®áâà®¥¨¨
ª®íää¨æ¨¥â®¢ â ª¨å àï¤®¢ ( ¯à., [19]{[23],   â ª¦¥ [24], [25]).

�®¦® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¥ª®â®àë¥ âà¥¡®¢ ¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® å à ªâ¥à  ¤«ï ¯®«ãç¥¨ï
®¡é¨å à¥§ã«ìâ â®¢, ª®â®àë¥ ¬®£«¨ ¡ë ¡ëâì ¯à¨¬¥¥ë ª ª®ªà¥âë¬ ¯à¨ª« ¤ë¬ § ¤ ç ¬
¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨. � è¥© æ¥«ìî ¡ã¤¥â ª ª ®¡é ï § ¤ ç  ® ¥¯®¤¢¨¦®© â®çª¥ ¤«ï ¥-
«¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ¢ ¥ª®â®à®©  «£¥¡à¥, â ª ¨ â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤«ï ¥«¨¥©ëå
ãà ¢¥¨© ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¥ â¨¯  ãà ¢¥¨© �®¢ «¥¢áª®©. � áâ âì¥ ¨§«®¦¥ ®¢ë©
¬¥â®¤ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï | ª®¬¡¨ â®à®- «£¥¡à ¨ç¥áª¨©   «¨§ ¢ ¯®«¨ «£¥¡à å | ¤«ï á®¥¤¨¥¨ï
¯®¤å®¤®¢ �.�. �¢áï¨ª®¢ , �¨è¨¤ë ¨ �à¥¢  ¢ à §¢¨â¨¥ à ¡®â �.�. �¨¤®à®¢  ¨ ¥£® èª®«ë. �®
¢â®à®© ç áâ¨ à ¡®âë   ®á®¢¥ ãâ®ç¥¨ï íâ®£® ¬¥â®¤  ¯®«ãç¥ë ®¢ë¥ â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï
¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å à¥è¥¨© í¢®«îæ¨®ëå á¨áâ¥¬, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¯® ¯à®áâà áâ¢¥-
ë¬ ¯¥à¥¬¥ë¬ § ¤ ç¨ �®è¨ ¤«ï ¯®«®© á¨áâ¥¬ë � ¢ì¥{�â®ªá , ®¯¨áë¢ îé¥© ¤¢¨¦¥¨ï
á¦¨¬ ¥¬®£® ¢ï§ª®£® â¥¯«®¯à®¢®¤®£® £ § .

�¡ê¥ªâ®¬  è¥£® ¨§ãç¥¨ï ¡ã¤¥â ãà ¢¥¨¥

z = '+
1X

m=1

Lm(z; : : : ; z) (1)

®â®á¨â¥«ì® ®¤®£® ¥¨§¢¥áâ®£® z ¢ ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ A 3 z á ¯®«¨«¨¥©ë¬¨ ®â®¡à -
¦¥¨ï¬¨ L1(z), L2(z; z), L3(z; z; z), : : : ; ' 2 A. � «ì¥©è¥¥ ¢¢¥¤¥¨¥ ¢ (1) ¢à¥¬¥¨-¯®¤®¡®£®
¯¥à¥¬¥®£® t ¯®§¢®«ï¥â ¯à¨¬¥¨âì íâã â¥å¨ªã ª ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ãà ¢¥¨ï¬.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì A | ¢¥ªâ®p®¥ ¯p®áâp áâ¢®. � §®¢¥¬ A ¯®«¨ «£¥¡p®©, ¥á«¨ ¤«ï
ª ¦¤®£® n 2 N ¢ A § ¤ ® ª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® Qn ¯®«¨«¨¥©ëå (n-«¨¥©ëå) ®â®¡p ¦¥¨©
L : An ! A, L 2 Qn, â ª çâ® L(�1v1; : : : ; �nvn) = �1 � : : : � �nL(v1; : : : ; vn) ¤«ï «î¡ëå áª «ïp®¢
�1; : : : ; �n ¨ ¢¥ªâ®p®¢ v1; : : : ; vn 2 A;   â ª¦¥ L(w1; : : : ; wn) = L(u1; : : : ; un) + L(v1; : : : ; vn), ¥á«¨
¤«ï ¥ª®â®p®£® m 2 f1; : : : ; ng ¨¬¥¥¬ wm = um + vm, ¨ ul = vl = wl ¯p¨ l 6= m.
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�¡ëç ï  «£¥¡à  ¯®«ãç ¥âáï, ¥á«¨ Qn = ; ¯à¨ n 6= 2,   Q2 á®áâ®¨â ¨§ ¥¤¨áâ¢¥®© ¡¨«¨-
¥©®© ®¯¥à æ¨¨ ã¬®¦¥¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ¡ëâì ¬®¦¥â ¥ª®â®àë¬ â®¦¤¥áâ¢ ¬ â¨¯   áá®-
æ¨ â¨¢®áâ¨, «¨¥¢®áâ¨ ¨ â.¯.,   ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ ¥â ( ¯à., [26]). �¤®¢à¥¬¥®¥ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥
¥áª®«ìª¨å ®¯¥à æ¨© ¢ ¯à¨ª« ¤®¬ ª®â¥ªáâ¥ ¢áâà¥ç ¥âáï,  ¯à¨¬¥à, ¢  «£¥¡à å � «ìæ¥¢  [27],
¢ £àã¯¯ å �¨{�¥ª«ã¤  [28]{[30] ¨ ¤à. [31].

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. � §®¢¥¬ ¯®¤¯p®áâp áâ¢® B � A ¯®¤¯®«¨ «£¥¡à®© ¯®«¨ «£¥¡pë A, ¥á«¨
¤«ï «î¡®£® n 2 N, «î¡®£® L 2 Qn ¨ «î¡ëå a1; : : : ; an 2 B ¨¬¥¥¬ L(a1; : : : ; an) 2 B.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. � §®¢¥¬ ¯®¤¯p®áâp áâ¢® J � A ¨¤¥ «®¬ ¯®«¨ «£¥¡pë A, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£®
n 2 N, «î¡®£® L 2 Qn ¨ «î¡ëå a1; : : : ; an 2 A ¨¬¥¥¬ L(a1; : : : ; an) 2 J , ª ª â®«ìª® å®âï ¡ë ®¤¨
¨§ í«¥¬¥â®¢ a1; : : : ; an ¯p¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã J .

�áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä ªâ®à-¯®«¨ «£¥¡à  ¨ â. ¯., ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¡é¨¬¨
 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ¯®áâà®¥¨ï¬¨ [32], ¯ãâ¥¬ à áè¨à¥¨ï á¨£ âãàë ¨áå®¤®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨-
áâ¥¬ë (¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢ ) §  áç¥â n- àëå ®¯¥à æ¨© L 2 Qn á â®¦¤¥áâ¢ ¬¨ ¯®«¨«¨-
¥©®áâ¨, â. ª. á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ®ª §ë¢ ¥âáï ª®£àãíæ¨¥© [33], ¨
áâàãªâãà  ¨¤¥ «®¢, ®ç¥¢¨¤®, ¬®¤ã«ïà .

�¬¥áâ¥ á ®á®¢ë¬¨ ®â®¡p ¦¥¨ï¬¨ L 2 Q =
S1

n=1Qn ¢ A ®¯p¥¤¥«ïîâáï ¨ ¤pã£¨¥ ¯®«¨«¨¥©-
ë¥ ®â®¡p ¦¥¨ï. �â ¤ àâë¬ ®¡à §®¬ [34] ®¯¨á ¨¥ ¢á¥å ª®¬¯®§¨æ¨© ¨áå®¤ëå ®â®¡à ¦¥¨©
¬®¦® ¯à®¢¥áâ¨ ¢ ª®¬¡¨ â®àëå â¥à¬¨ å ¯à¨ ¯®¬®é¨ (ª®à¥¢ëå) ¤¥à¥¢ì¥¢, à §¢¨«ª ¬ ª®â®-
àëå á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®á®¢ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï L 2 Q ¯®«¨ «£¥¡àë. �à¨ à¥è¥¨¨ ®¤®£® ãà ¢¥¨ï
(1) ¤®áâ â®ç® ¯®« £ âì jQnj � 1 ¤«ï «î¡®£® n. �«ï ¥¤¨®®¡à §¨ï áç¨â ¥¬ Ln = 0 ¯à¨ jQnj = 0,
â. ¥. Q = ;.

�®¦® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¥ ¢¥áì ª« áá ª®p¥¢ëå ¤¥p¥¢ì¥¢,   â®«ìª® «¨èì ¥£® ¯®¤ª« áá ¯«®á-
ª¨å (ã¯®pï¤®ç¥ëå) ¤¥p¥¢ì¥¢ ([34], c. 300). �p¨ íâ®¬ ã¤ ¥âáï ¯®«ãç¨âì ®æ¥ª¨, £ p â¨pãîé¨¥
áå®¤¨¬®áâì ¯®áâp®¥ëå ä®p¬ «ìëå pï¤®¢ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®p¬¨p®¢ ëå ¯p®áâp áâ¢ å.
�®«¨ç¥áâ¢® dn ¯«®áª¨å (ã¯®àï¤®ç¥ëå) ¤¥à¥¢ì¥¢ á n ª®æ¥¢ë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¥-
âà¨¢¨ «ì®áâ¨ à §¢¨«®ª ¢ ®áâ «ìëå ¢¥àè¨ å ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨§ ®ç¥¢¨¤®£® à¥ªãàà¥â®£® á®-
®â®è¥¨ï

dn =
n�1X
l=1

X
k1+���+kl=n

lY
i=1

dki ; (ki 2N); d1 = 1;

á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à®¨§¢®¤ïé ï dn äãªæ¨ï g(x) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢¥¨î, ª®â®à®¥ ¯®á«¥ áã¬¬¨-
à®¢ ¨ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ¯à®£à¥áá¨¨ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ à ¢®á¨«ì® ª¢ ¤à â®¬ã ãà ¢¥¨î. �£®
à¥è¥¨¥ g(x) = [x+ 1�px2 � 6x+ 1]=4   «¨â¨ç® ¯à¨ jxj < 3� 2

p
2 > 0.

� ¦¤®¬ã â ª®¬ã ¯«®áª®¬ã ¤¥à¥¢ã � á n ª®æ¥¢ë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ ¨ ¥âà¨¢¨ «ìë¬¨ à §¢¨«-
ª ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ äãªæ¨ï L�(y1; : : : ; yn) ®â n ¯¥à¥¬¥ëå y1; : : : ; yn,
¯®áâà®¥ ï ª ª áã¯¥à¯®§¨æ¨ï ¡ §®¢ëå äãªæ¨© L2(x1; x2), L3(x1; x2; x3) ¨ â. ¤. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§
�n ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å â ª¨å ¤¥à¥¢ì¥¢. � ª, ¥á«¨ ¤¥à¥¢® � 2 �n á®áâ®¨â â®«ìª® ¨§ ®¤®© ª®à-
¥¢®© ¨ n ª®æ¥¢ëå ¢¥àè¨, â® L�(y1; : : : ; yn) = Ln(y1; : : : ; yn). �á«¨ ¤¥à¥¢® � ¢ ª®à¥ à á-
¯ ¤ ¥âáï   ¯«®áª¨¥ ¯®¤¤¥à¥¢ìï �1; : : : ; �k, ¯à¨ç¥¬ L�1(x; : : : ; y); : : : ; L�k(u; : : : ; v) ®¯à¥¤¥«¥ë,
â® L�(x; : : : ; y; : : : ; u; : : : ; v) = Lk(L�1(x; : : : ; y); : : : ; L�k (u; : : : ; v)). �«ï âà¨¢¨ «ì®£® ¤¥à¥¢  � ¨§
¥¤¨áâ¢¥®© ª®à¥¢®© ¢¥àè¨ë ¯®«®¦¨¬ L�(') = '. �®¦¥áâ¢® ¢á¥å íâ¨å ¤¥à¥¢ì¥¢ ®¡®§ ç¨¬
ç¥à¥§ �.

�¥¬¬  1. �¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï

z = '+
1X

m=2

Lm(z; : : : ; z) (2)
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¤ ¥âáï ä®à¬ «ìë¬ ¢ëà ¦¥¨¥¬

z = '+
1X
n=2

X
�2�n

L�('; : : : ; '): (3)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¨¤ã ¯®«¨«¨¥©®áâ¨ Lm ¨ ®¤®§ ç®© ®¯p¥¤¥«¥®áâ¨ ¤«ï ª ¦¤®£®
¯«®áª®£® ¤¥p¥¢  � 2 �m ¯®pï¤ª  m � 2 ¥£® ª®p¥¢®© p §¢¨«ª¨ ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯«®áª¨å
¯®¤¤¥p¥¢ì¥¢ �1; : : : ; �m (¯p¨ç¥¬ �i ¬®¦¥â ¡ëâì âp¨¢¨ «ìë¬ â®«ìª® ¤«ï ª®æ¥¢ëå ¢¥pè¨), ¢
(3) ¨¬¥¥¬

z = '+
1X
n=2

X
�2�n

L�('; : : : ; ') =
X
�2�

L�('; : : : ; ') =

= '+
1X

m=2

X
�1;:::;�m

Lm(L�1('; : : : ; '); : : : ; L�m('; : : : ; ')) =

= '+
1X

m=2

Lm

� X
�12�

L�1('; : : : ; '); : : : ;
X
�m2�

L�m('; : : : ; ')
�
= '+

1X
m=2

Lm(z; : : : ; z): �

�à¨¤ ¨¥ § ª®®áâ¨ ¢ëª« ¤ª ¬ ¬®¦® ¯à®¢¥áâ¨ ¥áª®«ìª¨¬¨ ¯ãâï¬¨. �¨¦¥ à áá¬ âà¨¢ -
îâáï

1) ¢ à¨ â ¨«ì¯®â¥âëå ¯®«¨ «£¥¡à ª ª   «®£ ä®à¬ «ìëå àï¤®¢ ([5], c. 13);
2) ¢ à¨ â áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ ¡  å®¢ëå ¯®«¨ «£¥¡à å ª ª   «®£ â¥®à¥¬ �¢áï¨ª®¢ {�à¥¢ 

[6]{[9].

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4. �®«¨ «£¥¡àã A  §®¢¥¬ ¨«ì¯®â¥â®© ¨¤¥ªá  ¨«ì¯®â¥â®áâ¨N , ¥á«¨
¤«ï ¢á¥å n � N ¨ ¢á¥å ¤¥à¥¢ì¥¢ � 2 �n ¨¬¥¥¬ L�(a1; : : : ; an) = 0 ¯à¨ «î¡ëå a1; : : : ; an, ¨ N |
 ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® á â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬ (¢ ç áâ®áâ¨, Ln(a1; : : : ; an) � 0 ¯à¨ n � N).

� ª ª ª ¢ ª ¦¤®© ª®¬¯®¥â¥ ¯à®¥ªâ¨¢®£® ¯à¥¤¥«  ¯à ¢ ï ç áâì (2) ¯à¥¢à é ¥âáï, ¢¢¨¤ã
¨«ì¯®â¥â®áâ¨, ¢ ª®¥çãî áã¬¬ã, ª ª ¨ ¢á¥ ¢å®¤ïé¨¥ ¢ (3) àï¤ë, ®ç¥¢¨¤  á«¥¤ãîé ï

�¥¬¬  2. �ãáâì ¯®«¨ «£¥¡à  A ¥áâì ¯à®¥ªâ¨¢ë© ¯à¥¤¥« ¨«ì¯®â¥âëå ¯®«¨ «£¥¡à. �®-

£¤ 

 ) ¯à ¢ ï ç áâì (2) ®¯à¥¤¥«¥  ¢ A ¤«ï «î¡ëå '; z 2 A,
¡) à¥è¥¨e z 2 A ãà ¢¥¨ï (2) áãé¥áâ¢ã¥â ¢ ¢¨¤¥ (3).

�¥¬¬  3. �ãáâì A | ¡  å®¢  ¯®«¨ «£¥¡à , â. ¥.

kLm(y1; : : : ; ym)k � cmky1k : : : kymk; cm � 0; (4)

¤«ï ¢á¥å yi 2 A ¯à¨ kyik � R > 0, ¯à¨ç¥¬ àï¤

1X
m=2

cmy
m (5)

|   «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ y = 0. �®£¤  àï¤ (3) áå®¤¨âáï ¯® ®à¬¥ ¤«ï

¢á¥å k'k < r ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «®¬ r > 0 ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¤«ï â ª¨å ' à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (2).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã ¯®«¨«¨¥©®áâ¨ ¯p¨ ' = '1 = � � � = 'n ¨¬¥¥¬ ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 �n

kL�('1; : : : ; 'n)k � k'kn
Y
i2V�

cmi
;

£¤¥ i ¯p®¡¥£ ¥â V� | ¢á¥mi-p §¢¨«ª¨ ¤¥p¥¢  �; ®ç¥¢¨¤®,
P
i
(mi � 1) = n�1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨

¢ á¨«ã   «¨â¨ç®áâ¨ cm �M=Rm�1
� = 1=Rm�1

� (m � 1), R� > 0, (¢¢¨¤ã c1 = 1 ¢ ¥p ¢¥áâ¢¥ �®-

è¨ ¯®« £ ¥¬ M = 1), â®
P

�2�n

kL�('1; : : : ; 'n)k � k'kndn=Rn�1
� . �â ª, pï¤

1P
n=2

P
�2�n

L�('; : : : ; ') �
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R�
1P
n=2

dnk'kn=Rn
� ®æ¥¨¢ ¥âáï ¯® ®p¬¥ áå®¤ïé¨¬áï ¯p¨ k'k < r = R�(3 � 2

p
2) > 0 àï¤®¬, £¤¥

R� ¢¢¥¤¥® ¢ëè¥, â ª çâ® 1=R� = min(cm)1=(m�1), R� < R. �à¨ íâ®¬ ¯¥à¥áâ ®¢ª  àï¤®¢ ¢ ¤®ª -
§ â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë 1 § ª®  ¢¢¨¤ã  ¡á®«îâ®© áå®¤¨¬®áâ¨, ¨ z ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï
(2) (c¬. â ª¦¥ [35], [36]).

�å¥¬  ¢¢¥¤¥¨ï ¢à¥¬¥¨-¯®¤®¡®© ¯¥à¥¬¥®© t ¤«ï à¥è¥¨ï í¢®«îæ¨®ëå ãà ¢¥¨© ¯ã-
â¥¬ á¢¥¤¥¨ï ª § ¤ ç¥ ® ¥¯®¤¢¨¦®© â®çª¥ áâ ¤ àâ  ( ¯à., [37]). �®áâ ¢¨¬ § ¤ çã �®è¨
(6), (7) ¤«ï ®â®¡à ¦¥¨ï u : [0; T ]! A, £¤¥ T > 0,

du

dt
= L1[u] + L2[u; u] + L3[u; u; u] + � � � (6)

ujt=0 = ' 2 A: (7)

�á«¨ ®¯¥à â®àë Ln ®£à ¨ç¥ë (4), â® ¨¬¥¥¬   «®£ ®¡ëª®¢¥®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢-
¥¨ï; ¥á«¨ ®¨ á¨£ã«ïàë (ª¢ §¨¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë) [6], [7], â® ®ª §ë¢ ¥¬áï ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®-
à¥¬ë �¢áï¨ª®¢ {�à¥¢  ¤«ï   «®£®¢ ãà ¢¥¨© ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå â¨¯  ãà ¢¥¨© �®-
¢ «¥¢áª®©. �à¨¬¥ïï à §¢¨âë© ¢ëè¥ ¯®¤å®¤ ª í¢®«îæ¨®ë¬ ãà ¢¥¨ï¬ ¥ â¨¯  ãà ¢¥¨©
�®¢ «¥¢áª®©, ¢ ç áâ®áâ¨ ª á¨áâ¥¬ ¬ ãà ¢¥¨© (6), ¢ ª®â®àëå ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ | ¬®£®ç«¥ë
®â ¥¨§¢¥áâëå äãªæ¨© ¨ ¨å ¯à®¨§¢®¤ëå, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¢ëè¥ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ¯à¨å®¤¨¬ ª
ãà ¢¥¨î (1) ¢ ¯®«¨ «£¥¡à¥ B = A[0; T ] = A[0;T ], £¤¥ ' : [0; T ] ! A, 'jt=0 = ujt=0, ®¯¥à â®àë
y = Lm(y1; : : : ; ym) ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï

y(t) = Lm(y1; : : : ; ym) =
Z t

0
Lm[y1(�); : : : ; ym(�)]d�: (8)

�¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï á «¨¥©ë¬ ç«¥®¬ L1 ¬®¦® á¢¥áâ¨ ª ãà ¢¥¨î (2) ¯ãâ¥¬ ®¡à é¥¨ï
®¯¥à â®à  E � L1 (£¤¥ E | ¥¤¨¨çë© ®¯¥à â®à, E(z) � z). �®íâ®¬ã ®ç¥¢¨¤ 

�¥¬¬  4. �ãáâì ¢ ¯®«¨ «£¥¡à¥ A «¨¥©ë© ®¯¥à â®à E�L1 ®¡à â¨¬. �®£¤  ãà ¢¥¨¥ (1)
¢ A à ¢®á¨«ì® ¯à¨ b' = (E � L1)�1(') ãà ¢¥¨î (2) ¢ ¯®«¨ «£¥¡à¥ bA á ®¯¥à â®à ¬¨ bL1 = 0,

bLm(z1; : : : ; zm) = (E � L1)
�1(Lm(z1; : : : ; zm)): (9)

� ª ®¡ëç®, ¢¢®¤ï A1 = A,   ¯®¤¯à®áâà áâ¢  AN ¯à¨ N > 1 | ª ª ¬®¦¥áâ¢  ª®¥çëå
«¨¥©ëå ª®¬¡¨ æ¨© í«¥¬¥â®¢ ¢¨¤  L�(a1; : : : ; an), £¤¥ n � N , � 2 �n, a1; : : : ; an 2 A, áâ -
¤ àâë¬¨ à ááã¦¤¥¨ï¬¨ ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ® AN (N 2 N) ®¡à §ãîâ ¥¢®§à áâ îéãî æ¥¯®çªã
¨¤¥ «®¢. �á«¨ A ¨«ì¯®â¥â , â® íâ  æ¥¯®çª  áâ ¡¨«¨§¨àã¥âáï   ã«¥¢®¬ ¨¤¥ «¥ f0g. �á®
â ª¦¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® k á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥¨¥

Lk(A
n1 ; : : : ; Ank) � An1+���+nk : (10)

� ª ¯®ª §ë¢ îâ ¯à®áâë¥ ª®âà¯à¨¬¥àë, ¥áâ¥áâ¢¥® âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ¢ á«ãç ¥ ¯à®¨«ì¯®â¥â-
®áâ¨ A ¨¤¥ «ë JN ¯à®¥ªâ¨¢®£® á¯¥ªâà  ã¤®¢«¥â¢®àï«¨   «®£¨ç®¬ã (10) á¢®©áâ¢ã \ª®¬¯®-
§¨æ¨®®£® àï¤ ", á¯à ¢¥¤«¨¢®¬ã ¯à¨ £à ¤ã¨à®¢ª¥ JN = AN . � ®¨ç¥áª¨¥ ¯à®¥ªæ¨¨ � ¯à®¥ª-
â¨¢®£® ¯à¥¤¥« 

A = lim
 

A=JN (N 2 N) (11)

¯¥à¥áâ ®¢®çë á ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥¬ ¯® t, ¯®íâ®¬ã ®ç¥¢¨¤® á®åà ¥¨¥ ¨«ì¯®â¥â®áâ¨ ¯à¨
¯¥à¥å®¤¥ (8), (9) ®â ¯®«¨ «£¥¡àë A ª ¯®«¨ «£¥¡à ¬ B = A[0; T ] ¨ bA.

�¥¬¬  5. �ãáâì ¢ ¯à®¨«ì¯®â¥â®© ¯®«¨ «£¥¡à¥ (11) ¨¤¥ «ë JN (N 2 N, J1 = A) ã¤®-
¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î (10)

Lk(Jn1 ; : : : ; Jnk ) � Jn1+���+nk ; (12)
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¯à¨ç¥¬ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® A ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë ¯®¤¯à®áâà áâ¢ JN=JN+1,

¨¢ à¨ âëå ®â®á¨â¥«ì® L1, £¤¥ ®¯¥à â®à E�L1 ®¡à â¨¬. �®£¤  ¯®«¨ «£¥¡àë (A=JN )[0; T ],bA=JN ¨«ì¯®â¥âë á ®¯¥à æ¨ï¬¨ (8), (9).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 5. �ãáâì ¢ ¯à®¨«ì¯®â¥â®© ¯®«¨ «£¥¡à¥ A� = A (á¬. (11)) ¨¤¥ «ë JN (N 2
N, J1 = A�) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î £à ¤ã¨à®¢ª¨ (12); ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¯®«¨ «£¥¡àë A�

(á¬. (11)) à §« £ ¥âáï ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ JN=JN+1, â ª çâ®

A� =
M1

N=1
(JN=JN+1);

¢ ¯à®áâà áâ¢¥ A� ¢¢¥¤¥® ®¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥¬¥©áâ¢® ®à¬ k � k� (� > 0 | ¯ à ¬¥âà),
á¢ï§ ëå á ®à¬ ¬¨ k � kN ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ å JN=JN+1 (¯à¥¤¯®« £ ¥¬ëå ¡  å®¢ë¬¨) â ª¨¬
®¡à §®¬, çâ®

kuk� =
1X
n=1

kuNkN�N ; (13)

¯à¨ç¥¬ ®à¬ë ¨ ®¯¥à â®àë ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ ¢®§¬®¦®áâ¨ ¬ ¦®à¨à®¢ ¨ï: ¤«ï «î¡ëå
u1; : : : ; un 2 A� ¨¬¥¥¬

kLn(u1; : : : ; un)NkN �
NX

k=n

cn;N�k
X

l1+���+ln=N

ku1l1kl1 : : : kunlnkln ; (14)

£¤¥ ç¨á«  cnN > 0 â ª®¢ë, çâ® äãªæ¨¨

cn(�) =
1X

N=1

cnN�
N (15)

  «¨â¨çë ¯à¨ j�j < �, (� > 0). � ªãî ¯®«¨ «£¥¡àãA�, á«¥¤ãï â¥à¬¨®«®£¨¨ �.�.�¢áï¨ª®¢ 
[38],  §®¢¥¬   «¨â¨ç¥áª®© ¯®«¨ «£¥¡à®©.

�á®, çâ® ãá«®¢¨¥ ¢®§¬®¦®áâ¨ ¬ ¦®à¨à®¢ ¨ï (14) | ãá¨«¥¨¥ âà¥¡®¢ ¨© (4),  « £ ¥¬ëå
  ®¯¥à â®àë L�n(y1; : : : ; yn) ¢ ®à¬¨à®¢ ®© ¯®«¨ «£¥¡à¥ A

�: ¨§ (14), (15) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®

kLn(u1; : : : ; un)k� � cn(�)ku1k� � : : : � kunk� (j�j < �):

�à®áâà áâ¢  A�� í«¥¬¥â®¢ u c ª®¥ç®© ®à¬®© (13) ®¡à §ãîâ èª «ã ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢
[6], [7] á ¯ à ¬¥âà®¬ �.

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ãà ¢¥¨¥

ut =Mu+ L2[u; u] + L3[u; u; u] + � � � (16)

¢ ¯à®¨«ì¯®â¥â®© ¯®«¨ «£¥¡à¥ A.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì A� |   «¨â¨ç¥áª ï ¯®«¨ «£¥¡à  á ®â®¡à ¦¥¨ï¬¨ | ¯®«¨«¨¥©ë¬¨

®¯¥à â®à ¬¨ L�2; L
�
3; : : : ¨ £à ¤ã¨à®¢ª®© ¨¤¥ « ¬¨ JN=JN+1 (12). �ãáâì ª ¦¤®¥ ¯®¤¯à®áâà -

áâ¢® JN=JN+1 ¨¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì® «¨¥©®£® ®¯¥à â®à M ¨ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ Dn

(n > 1) â ª, çâ® ®¯à¥¤¥«¥ë ®â®¡à ¦¥¨ï

Ln(y1; : : : ; yn) = DnL
�
n(y1; : : : ; yn); (17)

kDnkN � DN (D > 0; n > 1; N > 0) (18)

¢ ¯à®¨«ì¯®â¥â®© ¯®«¨ «£¥¡à¥ A (11) á ®¯¥à â®à ¬¨ L2; L3; : : : (17); ªà®¬¥ â®£®,   ª ¦¤®¬

¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ JN=JN+1 ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ M ¥áâì ¯à®¨§¢®¤ïé¨© ®¯¥à â®à ¯®«ã£àã¯¯ë â¨¯ 

¥ ¢ëè¥ 
N > 0, ¯à¨ç¥¬ 
N � !N (! > 0), â. ¥.

k expMtkN � exp(!Nt) (t > 0): (19)
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�®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® �0 > 0, �0 < �, ¯à¨ «î¡®¬ 0 < � < �0  ©¤¥âáï â ª®¥ T > 0, çâ® ¯à¨ «î¡ëå

' 2 A�0 , k'k�0 � R, £¤¥ R | à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤  (5), áãé¥áâ¢ã¥â à¥è¥¨¥ u § ¤ ç¨ �®è¨

(16), (7) á ª®¥ç®© ®à¬®© ku(t)k� ¯à¨ 0 � t < T .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® «¥¬¬¥ 5 ¯®«¨ «£¥¡à  B = A[0; T ] á ®¯¥à â®à ¬¨ Ln(y1; : : : ; yn), ®¯à¥¤¥-
«¥ë¬¨ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¯® t, ¨«ì¯®â¥â  á® á¯¥ªâà®¬ ¨¤¥ «®¢ JN [0; T ],   ¢¢¨¤ã
¨¢ à¨ â®áâ¨ JN=JN+1[0; T ] ®â®á¨â¥«ì® (E �M) ¨ Dn ¯®«¨ «£¥¡àë bB, bB� ¨«ì¯®â¥âë á
â¥¬ ¦¥ á¯¥ªâà®¬ ¨¤¥ «®¢ ¨ á ®¯¥à â®à ¬¨ bLn(z1; : : : ; zn) = (E� cM)�1(Ln(z1; : : : ; zn)). �à¨¬¥¥¨¥
ä®à¬ã«ë (E� cM)z = w à ¢®á¨«ì® ¯à¨¬¥¥¨î ä®à¬ã«ë �®è¨ ¤«ï à¥è¥¨ï «¨¥©®£® ¥®¤-
®à®¤®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï _w =Mw+ _z. �®íâ®¬ã ¢¢¥¤¥¨¥ ®¢ëå ¯®«¨«¨¥©ëå
®â®¡à ¦¥¨© v = bLn(y1; : : : ; yn) à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® à¥§ã«ìâ â v ®¯¥à æ¨¨ bLn  å®¤¨âáï ¨§
à¥è¥¨ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï

_v =Mv + Ln[y1; : : : ; yn]: (20)

�«¥¤®¢ â¥«ì®, â. ª. KN = JN=JN+1[0; T ] | ã«ì-¯®«¨ «£¥¡àë, ª®¬¯®¥â  à¥è¥¨ï uN 2 KN

®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ª®¬¯®¥â ¬ u1; : : : ; uN�1 ª ª à¥è¥¨¥ «¨¥©®£® ¥®¤®à®¤®£® ¤¨ää¥à¥æ¨-
 «ì®£® ãà ¢¥¨ï (â®ç¥¥ | ª®¥ç®¬¥à®© á¨áâ¥¬ë, ¥á«¨ JN=JN+1 ª®¥ç®¬¥à®) ¯¥à¢®£®
¯®àï¤ª . �¥è¥¨¥ u áâà®¨âáï à¥ªãàà¥â® ¢ ¢¨¤¥ ä®à¬ «ì®£® àï¤ 

u =
1X

N=1

uN :

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬ «ì®¥ à¥è¥¨¥ ª ª ªà¨¢ ï u(t) ¢ ¯à®¥ªâ¨¢®¬ ¯à¥¤¥«¥ A = lim
 

AN ¯®áâà®-

¥®. � á«ãç ¥ áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤  ¯® ®à¬¥ íâ  ªà¨¢ ï ¡ã¤¥â, ®ç¥¢¨¤®, ¥¯à¥àë¢  ¢¢¨¤ã â®£®,
çâ®   ª®¬¯®¥â å AN ¥¥ ¯à®¥ªæ¨¨ ¥ ¯¥à¥áç¨âë¢ îâáï ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥¨¨ N .

�®ª ¦¥¬ áå®¤¨¬®áâì. �  ª ¦¤®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ JN=JN+1 ¤«ï ª®¬¯®¥âë uN ¢ á¨«ã ãà ¢¥-
¨ï (20) ¯®«ãç ¥¬ § ¤ çã �®è¨

_uN =MuN +
1X
n=2

(Ln[u; : : : ; u])N ; uN jt=0 = 'N : (21)

� ª ¡ë«® áª § ® ¢ëè¥, ¢ ¯à ¢ãî ç áâì (21) ¢å®¤ïâ â®«ìª® ª®¬¯®¥âë uN1
á N1 < N , ¯®-

íâ®¬ã (21) ¥áâì «¨¥©®¥ ¥®¤®à®¤®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ ®â®á¨â¥«ì® uN , ¥á«¨
¢á¥ ª®¬¯®¥âë uN1

á N1 < N ã¦¥ ¨§¢¥áâë ¢ á¨«ã à¥ªãàà¥â®© ¯à®æ¥¤ãàë à¥è¥¨ï. �â¥-
£à¨àãï (21), ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥ª¨, ¢¢¨¤ã ª®â®àëå, ¨á¯®«ì§ãï (3) (¢ë®áï ¬®¦¨â¥«ì e!Nt ¢¢¨¤ã
¯®«¨«¨¥©®áâ¨) ¨ ¢®§¬®¦®áâì ¬ ¦®à¨à®¢ ¨ï (14), ¯à¨å®¤¨¬ ª ®æ¥ª¥, ¨§ ª®â®à®© ¢ëâ¥ª ¥â
áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ UN(t) (N 2 N), çâ® max

0���t
ku(�)NkN � UN(t), ã¤®¢«¥-

â¢®àïîé¥© à¥ªãàà¥â®© æ¥¯®çª¥ ãà ¢¥¨©

UN(t) = exp(!Nt)
�
k'NkN +DN

Z t

0

1X
n=2

NX
k=n

cn;N�k
X

l1+���+ln=N

U1l1(�) : : : Unln(�)d�
�
: (22)

�à ¢¥¨¥ (22) à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® ¯à®¨§¢®¤ïé ï äãªæ¨ï U(�; t) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ UN(t)
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â § ¤ ç¥ â¨¯  § ¤ ç¨ �®è¨{�®¢ «¥¢áª®©

Ut =
1

1� exp(!t)

�
�(�) + !D�

@

@�

1X
n=2

cn(�)U(�; t)n
�

(23)

á  ç «ì®© äãªæ¨¥© U jt=0 = �(�) | ¯à®¨§¢®¤ïé¥© ¤«ï k'kN ¢ ®¡« áâ¨   «¨â¨ç®áâ¨ ¯à -
¢®© ç áâ¨ (23). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ k�(�0)k < R (5), ¯à¨ � < �0 ¨ ¬ «ëå T � 0 ¯® â¥®à¥¬¥
�®¢ «¥¢áª®© ¬ ¦®à â  U(�; t)   «¨â¨ç    t 2 [0; T ]. � ç¨â, áå®¤¨âáï àï¤ ¨ ¤«ï ®à¬ë
ku(t)k�.
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� ¬¥ç ¨¥. � §¢¨âë© ¢ëè¥ ä®à¬ «¨§¬ ¯®§¢®«ï¥â à áá¬ âà¨¢ âì â¥®à¥¬ã 1 ¯à¨ ãá«®¢¨¨

kMkN �MN (M > 0) (24)

ª ª   «®£ â¥®à¥¬ë �.�.�¢áï¨ª®¢ , ¯®áª®«ìªã â®£¤  ¨§ (24) ¢ëâ¥ª ¥â (19),   ¯à ¢ ï ç áâì
à¥è ¥¬®£® ãà ¢¥¨ï (16) ¥áâì áã¬¬  ¥«¨¥©ëå ª¢ §¨¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ®¯¥à â®à®¢. � áâ-
ë© á«ãç © (24) | á¦¨¬ îé¨¥ ¯®«ã£àã¯¯ë (! = 0 ¢ (19), M ¤¨áá¨¯ â¨¢¥) | ¨á¯®«ì§®¢ «
�.�.�®à§ã¨ [22].

�¥¬¬  6. �ãáâì ~y(t) 2 Cm (m 2 N) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â (¯à¨ t � 0) ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢-

¥¨î
d~y

dt
=M~y + ~z

á  ç «ìë¬¨ ¤ ë¬¨

~yjt=0 = ~w;

£¤¥ ¢ ¥ª®â®àëå á®£« á®¢ ëå ®à¬ å ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ®æ¥ª¨ k~wk � W , k~z(t)k � Z � � (¯à¨
t 2 [0; T ], T > 0), kMk � M�; M , W , Z, � | ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ¯®áâ®ïë¥, M { ¯®áâ®ï-

 ï ¬ âà¨æ  à §¬¥à®áâ¨ m�m á à §ë¬¨ á®¡áâ¢¥ë¬¨ § ç¥¨ï¬¨ �1; : : : ; �m, ¨¬¥îé¨¬¨
¥¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ ç áâ¨, ¡®«¥¥ â®£®, M \á¨«ì® ¤¨áá¨¯ â¨¢ ", â. ¥.

j�pj � a�;
1
j�pj �

b

�
;

1
j�p � �qj �



�
(a; b;  > 0; p; q 2 f1; : : : ;mg; p 6= q):

�®£¤  ¯à¨ t 2 [0; T ] ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥ § ¢¨áïé ï ®â � ®æ¥ª  k~y(t)k � (W + bZ)K, £¤¥ K = const
¥ § ¢¨á¨â ®â �,

K = m(a+M)m�1m�1 = const : (25)

�®ª § â¥«ìáâ¢®.

ky(t)k =
eMtw +

Z t

0

eM(t��)z(�)d�
 � kwk keMtk+ Z�


Z t

0

eM(t��)d�

 �
¯® ¨â¥à¯®«ïæ¨®®© ä®à¬ã«¥ � £à ¦  ([39], c. 104)

�W


mX
p=1

e�p(t)
Y
q 6=p

M� �pE

�q � �p

+ Z�


mX
p=1

Z t

0
e�p(t��)d�

Y
q 6=p

M� �pE

�q � �p

 �
�

mX
p=1

�
W je�ptj+ Z�

����
Z t

0
e�p(t��)d�

����
�Y

q 6=p

kMk+ k�pEk
j�q � �pj �

�
mX
p=1

�
W + Z�

j1� eRe�ptj
j�pj

�Y
q 6=p

(M + a)�
�

�

� (W + bZ)
mX
p=1

(a+M)m�1m�1 = (W + bZ)K: �

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¤ ® ãà ¢¥¨¥ (16) ¢ ¯à®¨«ì¯®â¥â®© ¯®«¨ «£¥¡à¥ A á ®¯¥à â®à ¬¨

L2; L3; : : : ¨ á¢ï§  ï á ¥î ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ 1 ä®à¬ã« ¬¨ (17)   «¨â¨ç¥áª ï ¯®«¨ «£¥¡à  A�,
® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ å JN=JN+1 ª®â®à®© ¤®¯®«¨â¥«ì® ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ª ¦¤®¥ â ª®¥ ¯à®-

áâà áâ¢® ¥áâì ¯àï¬ ï áã¬¬  ª®¥ç®£® (¯à¨¬¥¬ ¤«ï ¯à®áâ®âë) ç¨á«  IN ¯®¤¯à®áâà áâ¢

VjN ª®¥ç®© à §¬¥à®áâ¨ m = mjN

JN=JN+1 =
MIN

j=1
VjN ; dimVjN = mjN ;
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¨ ª ¦¤®¥ VjN ¨¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì® «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢M ¨ Dn (á¬. (17)), £¤¥ ãá«®¢¨ï
(18) ¨ (19) (¨«¨ (24)) § ¬¥ïîâáï   ãá«®¢¨ï

kDnkjN � �jND (D > 0);

kMkjN �M�jN (M > 0; 1 � �jN � NP )

(P � 0) ¨ âà¥¡ã¥âáï, çâ®¡ë ®à¬ë k�kN ¨ k�kjN ¢ ¯à®áâà áâ¢ å JN=JN+1 ¨ VjN ¡ë«¨ á¢ï§ ë

â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®

kukN =
INX
j=1

kukjN ;

ãá«®¢¨ï ¬ ¦®à¨à®¢ ¨ï ãâ®çïîâáï:

kLn(u1; : : : ; un)jNkjN �
NX

k=n

cn;j;N�k
X

l1+���+ln=N

Il1X
j1=1

: : :

IlnX
jn=1

ku1j1l1kj1l1 : : : kunjnlnkjnln ;

£¤¥, ¥áâ¥áâ¢¥®,
InP
j=1

cn;j;N�k = cn;N�k. � ª®¥æ, ¯®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë ®¯¥à â®à M ¢ ª ¦¤®¬

¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ VjN ¨¬¥« m = mjN à §«¨çëå (¯à¨¬¥¬ ¤«ï ¯à®áâ®âë) á®¡áâ¢¥ëå § ç¥¨©
�1iN ; : : : ; �miN á ¥¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ ¢¥é¥áâ¢¥ë¬¨ ç áâï¬¨, ¤«ï ª®â®àëå ¯à¨ �jN � NP

á¯à ¢¥¤«¨¢ë ®æ¥ª¨ «¥¬¬ë 6

j�pjN j � a�jN ;
1

j�pjN j �
b

� jN
;

1
j�pjN � �qjN j �



� jN
: (26)

�®£¤   ©¤¥âáï â ª®¥ R > 0, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ ' ¢ è à¥ k'k�0 � R áãé¥áâ¢ã¥â   ¯®«ã®á¨ t � 0
à¥è¥¨¥ u(t) § ¤ ç¨ �®è¨ (16), (7) á   «¨â¨ç¥áª®© (¯® �) ¯à¨ � < �0 ¨ ª®¥ç®© ¯à¨ � = �0
®à¬®© ku(t)k�.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®à¬ «ì®¥ à¥è¥¨¥ ã¦¥ ¯®áâà®¥® à ¥¥. �®ª ¦¥¬ áå®¤¨¬®áâì àï¤ 
¤«ï ®à¬ë à¥è¥¨ï. �  ª ¦¤®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ VjN ¤«ï ª®¬¯®¥âë ujN ¢ á¨«ã ãà ¢¥¨ï (20)
¯®«ãç ¥¬ § ¤ çã �®è¨

_ujN =MujN +
1X
n=2

(Ln[u; : : : ; u])jN ; ujN jt=0 = 'jN : (27)

� ª ¡ë«® áª § ® ¢ëè¥, ¢ ¯à ¢ãî ç áâì (27) ¢å®¤ïâ â®«ìª® ª®¬¯®¥âë uj1N1
á N1 < N , ¯®íâ®-

¬ã (27) ¥áâì «¨¥©®¥ ¥®¤®à®¤®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ ®â®á¨â¥«ì® ujN , ¥á«¨ ¢á¥
ª®¬¯®¥âë uj1N1

á N1 < N ã¦¥ ¨§¢¥áâë ¢ á¨«ã à¥ªãàà¥â®© ¯à®æ¥¤ãàë à¥è¥¨ï. �â¥£à¨àãï
(27), á®£« á® «¥¬¬¥ 6 ¯à¨ � = �jN ¨ K ¨§ (25) ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥ª¨

kujNkjN � K

�
k'jNkjN +Db max

0�t�T


1X
n=2

(L�n[u; : : : ; u])jN


jN

�
: (28)

�§ (14), (28) ®æ¥¨¢ ¥¬ eujN (T ) = max
0�t�T

kujN (t)kjN , T > 0:

eujN (T ) � K

�
k'jNkjN +Db

1X
n=2

NX
k=n

cn;j;N�k
X

l1+���+ln=N

Il1X
j1=1

: : :

IlnX
jn=1

euj1l1(T ) : : : eujnln(T )
�
:

�¢¨¤ã ¢®§¬®¦®áâ¨ ¬ ¦®à¨à®¢ ¨ï áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì UjN (T ) â ª ï, çâ® eujN (T ) �
UjN (T ) ¨

UjN (T ) = K

�
k'jNkjN +Db

1X
n=2

NX
k=n

cn;j;N�k
X

l1+���+ln=N

Il1X
j1=1

: : :

IlnX
jn=1

Uj1;l1(T ) : : : Ujn;ln(T )
�
:
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�ã¬¬¨àãï ¯® j, ¯®«ãç ¥¬

UN(T ) = K

�
k'NkN +Db

1X
n=2

NX
k=n

cn;N�k
X

l1+���+ln=N

Ul1(T ) : : : Uln(T )
�
:

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à®¨§¢®¤ïé ï äãªæ¨ï U(�; T ) =
1P

N=1
UN(T )�N ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ UN(T ) ã¤®-

¢«¥â¢®àï¥â  «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ã ãà ¢¥¨î

U(�; T ) = K

�
�(�) +

1X
n=2

NX
k=n

cn(�)U(�; T )n
�

á  ç «ì®© äãªæ¨¥© U jt=0 = �(�) | ¯à®¨§¢®¤ïé¥© ¤«ï k'kN ¢ ®¡« áâ¨   «¨â¨ç®áâ¨ ¯à ¢®©
ç áâ¨ (23). �á«¨ àï¤ U(�; T ) áå®¤¨âáï (U(�; T ) < 1), â® ª®¥ç  ¨ ®à¬  ku(T )k�. �¤ ª® íâ 
®à¬  ª®¥ç  ¯à¨ � = �0 ¢¢¨¤ã «¥¬¬ë 3, ¥á«¨ K�(�0) < R, £¤¥ R > 0 ¤®áâ â®ç® ¬ «®;
á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ «î¡ëå T � 0 ¬ ¦®à â  U(�; T )   «¨â¨ç  ¢ ®¡« áâ¨ j�j < �0, ¨ ª®¥ç 
¯à¨ � = �0. � ç¨â, áå®¤¨âáï àï¤ ¨ ¤«ï ®à¬ë ku(t)k�, â. ¥. u 2 A� ¯à¨ j�j � �0.

�á«¨ ¥  ª« ¤ë¢ âì ¤®¯®«¨â¥«ìëå ãá«®¢¨©   à¥è ¥¬®¥ ãà ¢¥¨¥, â® ¬®¦® ¨§¡¥¦ âì
¢®§¬®¦®áâ¨ � = 0, à áá¬ âà¨¢ ï ¯®¤¯®«¨ «£¥¡àã,   ª®â®à®© � 6= 0,   «¨â¨ç¥áª¨ ¤«ï í¢®«î-
æ¨®ëå ãà ¢¥¨© íâ® à ¢®á¨«ì® ¢¢¥¤¥¨î ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå á¢ï§¥© [40]. �«ï ¤®¯ãé¥¨ï
¢®§¬®¦®áâ¨ ®¡à é¥¨ï ¢ ã«ì á®¡áâ¢¥ëå ç¨á¥« (â. ¥. ab = 0 ¢ (26)) ¯®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë ¢¥-
é¥áâ¢¥ë¥ ç áâ¨ á®¡áâ¢¥ëå ç¨á¥« ®¯¥à â®à®¢ M   ¯®¤¯à®áâà áâ¢ å VjN ¯à¨ N = 1 ¥
¯à¥¢®áå®¤¨«¨ �� (� > 0); â®£¤ , ®æ¥¨¢ ï à¥ªãàà¥â® ®¯¥à â®àë (9) ¨§ à¥è¥¨ï «¨¥©®©
á¨áâ¥¬ë (27) ª ª ¢ «¥¬¬ å 5, 6, ¢ë®áï e��t ¢ á¨«ã ¯®«¨«¨¥©®áâ¨, ¯®«ãç ¥¬

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë 2 ¤®¯ãáª ¥âáï �jN = 0 ¯à¨ N > 1, ®¤ ª® ¢¥-
é¥áâ¢¥ë¥ ç áâ¨ á®¡áâ¢¥ëå ç¨á¥« ®¯¥à â®à®¢ M   ¯®¤¯à®áâà áâ¢ å VjN ¯à¨ N = 1 ¥
¯à¥¢®áå®¤ïâ �� (� > 0). �®£¤  ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë 2 ®áâ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬. �®«¥¥ â®£®, ¢
íâ®¬ á«ãç ¥ ®à¬  à¥è¥¨ï áâà¥¬¨âáï ª ã«î ¯à¨ t! +1.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì ¢ ãá«®¢¨ïå á«¥¤áâ¢¨ï 1 â¥®à¥¬ë 2 ¯®«¨ «£¥¡à  A £à ¤ã¨à®¢   ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢ ¬¨ KN = JN=JN+1 â ª, çâ® ¯à¨ ¢á¥å k � 2 á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥¨¥

Lk(Kn1 ; : : : ;Knk) � Kn1+���+nk :

�®£¤  ®à¬  à¥è¥¨ï áâà¥¬¨âáï ª ã«î ¯à¨ t! +1 ¥ ¬¥¤«¥¥¥ e��t.

�á®¢ë¬ ¯à¨¬¥à®¬   «¨â¨ç¥áª®© ¯®«¨ «£¥¡àë A[0; T ] ï¢«ï¥âáï ¬®¦¥áâ¢® áâ¥¯¥ëå àï-
¤®¢ ®â ¥áª®«ìª¨å ¯¥à¥¬¥ëå x; y; : : : ; z (¨«¨ ®â ¨å íªá¯®¥â [22]). \�®íää¨æ¨¥âë" àï¤®¢
| ¢¥ªâ®àë, § ¢¨áïé¨¥ ®â t, ¨¤¥ «ë JN á®áâ®ïâ ¨§ ä®à¬ «ìëå àï¤®¢, ¢á¥ ®¤®ç«¥ë ª®â®-
àëå ¨¬¥îâ (®¡éãî) áâ¥¯¥ì � N , á ¥áâ¥áâ¢¥ë¬¨ ¯®«¨«¨¥©ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¯®«ãç¥ë¬¨
á ¯®¬®éìî «¨¥©®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ( ¯à., ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï) ¨§ ®¡ëç®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï
 à£ã¬¥â®¢ (â. ¥. ¯®«¨«¨¥©ëå ä®à¬) ([5], c. 100). �«ï à¥ªãàà¥â®£® à¥è¥¨ï í¢®«îæ¨®ëå
ãà ¢¥¨© ¢ íâ¨å ¯®«¨ «£¥¡à å (¢ ¢¨¤¥ á¯¥æ¨ «ìëå àï¤®¢) á«¥¤ã¥â âà¥¡®¢ âì, ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â
à §¢¨âë© ¢ëè¥ ä®à¬ «¨§¬, ¨å £à ¤ã¨à®¢ ®áâì (å à ªâ¥à¨áâ¨ç®áâì ®¯¥à â®à®¢ ¯à ¢®© ç -
áâ¨),   ¤«ï áå®¤¨¬®áâ¨ | «¨¡® â¨¯ ãà ¢¥¨© �®¢ «¥¢áª®©, «¨¡® \á¨«ìãî ¤¨áá¨¯ â¨¢®áâì",
çâ® à áè¨àï¥â ®¡« áâì ¯à¨«®¦¥¨© íªá¯®¥æ¨ «ìëå àï¤®¢ [22].
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