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КРИТЕРИЙ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ
С ОСЕВОЙ СИММЕТРИЕЙ ДЛЯ ТРЕХМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ

СМЕШАННОГО ТИПА С ОПЕРАТОРОМ БЕССЕЛЯ

Аннотация. Для трехмерного уравнения смешанного типа с оператором Бесселя методом
спектральных разложений установлен критерий единственности решения задачи Дирихле.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, оператор Бесселя, задача Дирихле, спектраль-
ный метод, единственность.

УДК: 517.95

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение смешанного типа второго рода

TBu ≡ Bx1u +
∂2u

∂x2
2

+ (sgn x3)|x3|m
∂2u

∂x2
3

− a2u = 0 (1)

в полуцилиндре D = {(x1, x2, x3)|x2
1 + x2

2 < 1, x1 > 0, −α < x3 < β}, где a > 0, 0 < m < 2,
α > 0, β > 0 — заданные действительные числа, Bx1 = ∂2

∂x2
1

+ k
x1

∂
∂x1
, k > 0, — оператор

Бесселя.
Исследование вопросов о корректности краевых задач для уравнения (1) в полуцилин-

дре D проще всего проводить в цилиндрических координатах (ρ, ϕ, z), связанных с декар-
товыми координатами по формулам x1 = ρ cos ϕ, x2 = ρ sin ϕ, x3 = z, (0 ≤ ϕ ≤ π).
Уравнение (1) в цилиндрических координатах с осевой симметрией (при ∂u

∂ϕ = 0) прини-
мает вид

TBu ≡ ∂2u

∂ρ2
+

k + 1
ρ

∂u

∂ρ
+ (sgn z)|z|m ∂2u

∂z2
− a2u = 0. (2)

Задача Дирихле с осевой симметрией. Найти в области D функцию u(ρ, z), удовле-
творяющую условиям

u(ρ, z) ∈ C2(D+ ∪ D−) ∩ C(D), (3)

TBu(ρ, z) ≡ 0, (ρ, z) ∈ D+ ∪ D−, (4)
∂u

∂ρ

∣∣∣
ρ=0

= 0, u|ρ=1 = 0, −α ≤ z ≤ β, (5)

u|z=−α = ψ(ρ), u|z=β = ϕ(ρ), 0 ≤ ρ ≤ 1, (6)

lim
z→0+0

uz(ρ, z) = lim
z→0−0

uz(ρ, z), 0 < ρ < 1, 0 < m < 1, (7)
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lim
z→0+0

zm−1uz = − lim
z→0−0

(−z)m−1uz, 0 < ρ < 1, 1 < m < 2, (8)

lim
z→0+0

uz(ρ, z)
ln z

= − lim
z→0−0

uz(ρ, z)
ln(−z)

, 0 < ρ < 1, m = 1, (9)

где ψ и ϕ — заданные достаточно гладкие функции.
В работах [1]–[3] для уравнений смешанного типа

uxx + (sgn y)|y|muyy − b2u = 0, 0 < m < 2, b = const ≥ 0,

uxx + yuyy + auy − b2u = 0, 0 < a < 1, b = const ≥ 0,

(sgn t)|t|nuxx + xmutt − b2xm(sgn t)|t|nu = 0, n > 0, m > 0,

в прямоугольной области в зависимости от значения параметров m и a изучена первая
граничная задача.
В данной работе, следуя [1]–[3], на основании свойства полноты системы собственных

функций одномерной спектральной задачи установим критерий единственности решения
задачи (3)–(9) в зависимости от значения параметра m при всех k > 0.
Система частных решений уравнения (2) при 0 < m < 2 на множестве D+ ∪ D− опреде-

ляется по формулам [3], [4]

un(ρ, z) = Rn(ρ)Zn(z), n = 1, 2, 3, . . . . (10)

Здесь
Rn(ρ) = ρ−k/2Jk/2(λnρ), n = 1, 2, 3, . . . , (11)

являются собственными функциями спектральной задачи

R′′ +
k + 1

ρ
R′ + λ2R = 0, 0 < ρ < 1, (12)

R′(0) = 0, R(1) = 0, (13)

λ = λn — собственные значения этой задачи, которые определяются как корни уравнения
Jk/2(λ) = 0 ([5], с. 354);

Zn(z) =

{
Z+

n (z) = an
√

zI1/(2q)(pnzq) + bn
√

zK1/(2q)(pnzq), z > 0;
Z−

n (z) = cn
√
−zJ1/(2q)(pn(−z)q) + dn

√
−zY1/(2q)(pn(−z)q), z < 0,

(14)

где I1/(2q)(ξ) и K1/(2q)(ξ) — модифицированные функции Бесселя соответственно первого и
третьего родов, J1/(2q)(ξ) и Y1/(2q)(ξ) — функции Бесселя соответственно первого и второго
родов; an, bn, cn и dn — произвольные постоянные, qpn =

√
a2 + λ2

n = µn, q = (2 − m)/2.

2. Случай 0 < m < 1. С учетом класса решений (3) и (7) в формуле (14) подберем
постоянные an, bn, cn и dn так, чтобы выполнялись следующие условия сопряжения:

Zn(0 + 0) = Zn(0 − 0), Z ′
n(0 + 0) = Z ′

n(0 − 0). (15)

На основании работ [3], [4] первое из равенств (15) имеет место, если dn = −πbn/2 и
an, bn любые, а второе равенство выполнено при dn = −πbn/2 и cn = πbn ctg

(
π
4q

)
/2 − an.

Tогда функции (14) примут вид

Zn(z) =

{
Z+

n (z) = an
√

zI1/(2q)(pnzq) + bn
√

zK1/(2q)(pnzq), z > 0;
Z−

n (z) = −an
√
−zJ1/(2q)(pn(−z)q) + bn

√
−zY 1/(2q)(pn(−z)q), z < 0,

(16)
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где

Y 1
2q

(pn(−z)q) =
π

2
1

sin
(

π
2q

)(
J1/(2q)(pn(−z)q) + J−1/(2q)(pn(−z)q)

)
.

Пусть u(ρ, z) — решение задачи (3)–(7). На основании

un(z) =
∫ 1

0
u(ρ, z)ρk+1Rn(ρ)dρ, n = 1, 2, 3, . . . , (17)

введем вспомогательные функции

un,ε(z) =
∫ 1−ε

ε
u(ρ, z)ρk+1Rn(ρ)dρ, (18)

где ε > 0 — достаточно малое число. Дифференцируя равенство (18) по z дважды при
z ∈ (−α, 0) ∪ (0, β) и учитывая уравнение (2), имеем

u′′
n,ε =

∫ 1−ε

ε
uzz(ρ, z)ρk+1Rn(ρ)dρ = (sgn z)|z|−m

∫ 1−ε

ε

(
a2u−uρρ−

k + 1
ρ

uρ

)
ρk+1Rn(ρ)dρ =

= (sgn z)|z|−m

[
a2un,ε(z) −

∫ 1−ε

ε

∂

∂ρ
(ρk+1uρ)Rn(ρ)dρ

]
=

= (sgn z)|z|−m

[
a2un,ε(z) −

(
ρk+1uρRn(ρ)

∣∣∣1−ε

ε
−

∫ 1−ε

ε
ρk+1uρR

′
n(ρ)dρ

)]
. (19)

Из равенства (18) в силу уравнения (12) получим

un,ε = − 1
λ2

n

∫ 1−ε

ε
u(ρ, z)ρk+1

(
R′′

n +
k + 1

ρ
R′

n

)
dρ = − 1

λ2
n

∫ 1−ε

ε
u(ρ, z)

d

dρ
(ρk+1R′

n)dρ =

= − 1
λ2

n

[
ρk+1R′

nu
∣∣∣1−ε

ε
−

∫ 1−ε

ε
uρρ

k+1R′
ndρ

]
. (20)

Из равенства (20) найдем∫ 1−ε

ε
uρρ

k+1R′
n(ρ)dρ = λ2

nun,ε(z) − ρk+1R′
nu

∣∣∣1−ε

ε
. (21)

Подставляя (21) в (19), получим

u′′
n,ε = (sgn z)|z|−m[a2un,ε(z) − ρk+1uρRn(ρ)|1−ε

ε − λ2
nun,ε(z) − ρk+1R′

nu|1−ε
ε ].

Переходя здесь к пределу при ε → 0, с учетом граничных условий (6) и (13) получим,
что un(z) удовлетворяет дифференциальному уравнению

u′′
n(z) − (sgn z)|z|−m(a2 + λ2

n)un(z) = 0, z ∈ (−α, 0) ∪ (0, β). (22)

Решения уравнения (22), удовлетворяющие условиям сопряжения (15), определяются по
формуле (16), т. е. un(z) ≡ Zn(z). Для нахождения постоянных an и bn воспользуемся гра-
ничными условиями (6) и формулой (17):

un(β) =
∫ 1

0
u(ρ, β)ρk+1Rn(ρ)dρ =

∫ 1

0
ϕ(ρ)ρk+1Rn(ρ)dρ = ϕn, (23)

un(−α) =
∫ 1

0
u(ρ,−α)ρk+1Rn(ρ)dρ =

∫ 1

0
ψ(ρ)ρk+1Rn(ρ)dρ = ψn. (24)
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Tеперь, удовлетворяя функции (16) граничным условиям (23) и (24), получим систему
для неизвестных коэффициентов an и bn:

anI1/(2q)(pnβq) + bnK1/(2q)(pnβq) = ϕnβ−1/2,

−anJ1/(2q)(pnαq) + bnY 1/(2q)(pnαq) = ψnα−1/2.
(25)

Если определитель системы (25) при всех n ∈ N

	n(α, β) = J1/(2q)(pnαq) · K1/(2q)(pnβq) + I1/(2q)(pnβq) · Y 1/(2q)(pnαq) 
= 0, (26)

то данная система имеет единственное решение

an =
ϕn

√
α Y 1/(2q)(pnαq) − ψn

√
β K1/(2q)(pnβq)

	n(α, β)
√

αβ
,

bn =
ϕn

√
α J1/(2q)(pnαq) + ψn

√
β I1/(2q)(pnβq)

	n(α, β)
√

αβ
.

Tогда функции un(z) примут вид

un(z) =

⎧⎨
⎩

ϕn
√

αz�n(α,z)+ψn
√

βzMn(z,β)

�n(α,β)
√

αβ
, z > 0;

ϕn
√
−αzNn(α,−z)+ψn

√
−βz�n(−z,β)

�n(α,β)
√

αβ
, z < 0,

(27)

где
Mn(z, β) = I1/(2q)(pnβq) · K1/(2q)(pnzq) − I1/(2q)(pnzq) · K1/(2q)(pnβq),

Nn(α,−z) = Y 1/(2q)(pn(−z)q) · J1/(2q)(pnαq) − Y 1/(2q)(pnαq)J1/(2q)(pn(−z)q),

	n(α, z) = Y 1/(2q)(pnαq) · I1/(2q)(pnzq) + J1/(2q)(pnαq)K1/(2q)(pnzq),

	n(−z, β) = I1/(2q)(pnβq) · Y 1/(2q)(pn(−z)q) + J1/(2q)(pn(−z)q)K1/(2q)(pnβq).

Пусть теперь ϕ(ρ) ≡ 0 и ψ(ρ) ≡ 0 и выполнены условия (26). Из равенств (23), (24) и (27)
следует un(z) ≡ 0 при всех n ∈ N. Tогда из (17) получим∫ 1

0
u(ρ, z)ρk+1Rn(ρ)dρ = 0, n = 1, 2, . . . .

Отсюда в силу полноты системы (11) в пространстве L2[0, 1] с весом ρk+1 следует u(ρ, z) = 0
почти для всех ρ ∈ [0, 1] и при любом z ∈ [−α, β]. Поскольку u(ρ, z) ∈ C(D), то u(ρ, z) ≡ 0
в D.
Пусть при некоторых α, β и n = s ∈ N нарушено условие (26), т. е. 	s(α, β) = 0. Tогда

однородная задача (3)–(7) (где ϕ(ρ) ≡ ψ(ρ) ≡ 0) имеет нетривиальное решение

us(ρ, z) =

⎧⎨
⎩

�s(α,z)
√

z
J1/(2q)(psαq)Rs(ρ), z > 0;
�s(−z,β)

√
−z

I1/(2q)(psβq) Rs(ρ), z < 0.

Существование нулей ∆n(α, β) относительно αq = αq/q следует из того, что функции
J1/(2q)(µnt) и Y 1/(2q)(µnt), t = αq, являются линейно независимыми решениями уравнения
Бесселя

y′′(t) +
1
t
y′(t) +

[
µ2

n −
(

1
2qt

)2
]

y(t) = 0. (28)
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Отсюда функции J1/(2q)(µnt) и ∆n((tq)1/q , β) также являются линейно независимыми ре-
шениями уравнения (28). Из общей теории линейных дифференциальных уравнений из-
вестно, что нули двух линейно независимых решений уравнения Бесселя строго чередуют-
ся, т. е. на интервале между любыми последовательными нулями любого из этих решений
содержится ровно один нуль другого решения. Функция J1/(2q)(µnt) имеет счетное множе-
ство положительных нулей. Tогда функция ∆n((tq)1/q, β) также имеет счетное множество
положительных нулей.
Tаким образом, установлен следующий критерий единственности.

Tеорема 1. Если существует решение задачи (3)–(7), то оно единственно тогда и только
тогда, когда выполнены условия (26) при всех n ∈ N.

3. Случай 1 < m < 2. Имеем задачу (3)–(6), (8). С учетом класса решений (3) и (8) в
формуле (14) подберем постоянные an, bn, cn и dn так, чтобы выполнялись условия сопря-
жения

Zn(0 + 0) = Zn(0 − 0), lim
z→0+0

zm−1Z ′
n(z) = − lim

z→0−0
(−z)m−1Z ′

n(z). (29)

Первое из равенств (29) имеет место, если bn = − 2
πdn с любыми an и cn, а второе равенство

выполнено при bn = 2
πdn и любых an и cn. Следовательно, bn = dn = 0, an и cn — любые

постоянные. Tогда из формулы (14) получим

Zn(z) =

{
Z+

n (z) = an
√

zI1/(2q)(pnzq), z > 0;
Z−

n (z) = cn
√
−zJ1/(2q)(pn(−z)q), z < 0.

(30)

Tеперь, удовлетворяя функции (30) граничным условиям (23) и (24), найдем неизвестные
коэффициенты

an = ϕn/[
√

βI1/(2q)(pnβq)], cn = ψn/[ζn(α)
√

α] (31)
при условии

ζn(α) = J1/(2q)(pnαq) 
= 0, n ∈ N. (32)
Тогда с учетом (31)

un(z) =

⎧⎨
⎩

√
z ϕnI1/(2q)(pnzq)√
β I1/(2q)(pnβq)

, z > 0;
√
−z ψnJ1/(2q)(pn(−z)q)√

α ζn(α)
, z < 0.

(33)

На основании (33) аналогично п. 2 доказывается

Tеорема 2. Если существует решение задачи (3)–(6), (8), то оно единственно тогда и
только тогда, когда выполнены условия (32) при всех n ∈ N.

4. Случай m = 1. Постоянные an, bn, cn и dn в (14) подбираются так, чтобы выполнялись
условия сопряжения

Zn(0 + 0) = Zn(0 − 0), lim
z→0+0

Z ′+
n (z)
ln z

= − lim
z→0−0

Z ′+
n (z)

ln(−z)
. (34)

Аналогично, удовлетворяя функции (14) условиям (34), построим функции un(z), кото-
рые определяются по формулам (33) при условии (32). Только в формулах (33) и (32) нужно
положить m = 1 или 2q = 1.

Tеорема 3. Если существует решение задачи (3)–(6), (9), то оно единственно тогда и
только тогда, когда выполнены условия (32) при m = 1 и всех n ∈ N.
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