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1. �¢¥¤¥¨¥

� ¤ ç  ¤®¯®«¨â¥«ì®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ®¤®© ¨§ ®á®¢ëå ¢ ¥«¨¥©®¬   «¨§¥. �¥ â¥®à¨¨,
¬¥â®¤ ¬ ¯®¨áª  à¥è¥¨© ¨ ¯à¨«®¦¥¨ï¬ ¯®á¢ïé¥® ¡®«ìè®¥ ç¨á«® à ¡®â (á¬.,  ¯à., [1]{[3]
¨ ¯à¨¢¥¤¥ë¥ â ¬ ááë«ª¨). � ¯®¬¨¬, çâ® § ¤ ç  ¤®¯®«¨â¥«ì®áâ¨ á®áâ®¨â ¢  å®¦¤¥¨¨
â®çª¨ x� 2 Rn â ª®©, çâ®

x� � 0; f(x�) � 0; hx�; f(x�)i = 0; (1)

£¤¥ f : Rn ! Rn | ¥ª®â®à®¥ ®¤®§ ç®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ (§¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ¥à ¢¥áâ¢  ¤«ï ¢¥ªâ®-
à®¢ ¯®¨¬ îâáï ¯®ª®®à¤¨ â®). �®£¨¥ ¯à¨ª« ¤ë¥ ¬®¤¥«¨ à ¢®¢¥á®£® â¨¯ , ï¢«ïîé¨¥áï
£« ¢ë¬ ¨áâ®ç¨ª®¬ § ¤ ç ¤®¯®«¨â¥«ì®áâ¨, âà¥¡ãîâ ãç¥â  ¤¢ãáâ®à®¨å ®£à ¨ç¥¨©   ¯¥-
à¥¬¥ë¥ ¨ á®¤¥à¦ â ¬®£®§ çë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ®¡®¡é¥¨¥¬ § ¤ ç¨ (1)
ï¢«ï¥âáï ¬®£®§ ç ï á¬¥è  ï § ¤ ç  ¤®¯®«¨â¥«ì®áâ¨, á®áâ®ïé ï ¢  å®¦¤¥¨¨ â®çª¨
x� 2 D, ¤«ï ª®â®à®© áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â f� 2 F (x�) â ª®©, çâ®

f�i

8>><>>:
� 0 ¯à¨ x�i = ai;

= 0 ¯à¨ x�i 2 (ai; bi);

� 0 ¯à¨ x�i = bi;

i = 1; : : : ; n; (2)

£¤¥

D = fx 2 Rn j �1 < ai � xi � bi � +1; i = 1; : : : ; ng (3)

| n-¬¥àë© ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤,   F : Rn ! �(Rn) | ¥ª®â®à®¥ ¬®£®§ ç®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ (§¤¥áì
¨ ¤ «¥¥ �(S) ®¡®§ ç ¥â á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬®¦¥áâ¢  S). � á«ãç ¥, ª®£¤  ¬®¦¥-
áâ¢® D ï¢«ï¥âáï ¥®âà¨æ â¥«ìë¬ ®àâ â®¬ Rn

+ = fx 2 Rn j xi � 0, i = 1; : : : ; ng,   ®â®¡à ¦¥¨¥
F ®¤®§ ç®, § ¤ ç  (2), (3) á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡ëç®© § ¤ ç¥© ¤®¯®«¨â¥«ì®áâ¨ (1). � ¤àã£®©
áâ®à®ë, § ¤ ç  (2), (3) íª¢¨¢ «¥â® § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¢ à¨ æ¨®®£® ¥à ¢¥áâ¢ :  ©â¨
â®çªã x� 2 D â ªãî, çâ®

9f� 2 F (x�); hf�; x� x�i � 0 8x 2 D; (4)

ª ª ãâ¢¥à¦¤ ¥â

�¥¬¬  1.1. � ¤ ç¨ (2), (3) ¨ (4), (3) ¨¬¥îâ á®¢¯ ¤ îé¨¥ ¬®¦¥áâ¢  à¥è¥¨©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x� | à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ (2), (3) ¨ f� | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© í«¥¬¥â ¨§
F (x�). �®£¤  ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x 2 D á®£« á® (2) ¨¬¥¥¬

hf�; x� x�i =
nX
i=1

f�i (xi � x�i ) � 0;
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â. ¥. x� | à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ (4). �¡à â®, ¯ãáâì x� | à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ (4) ¨ f� | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©
í«¥¬¥â ¨§ F (x�), â®£¤ 

f�i (xi � x�i ) � 0 8xi 2 [ai; bi]; i = 1; : : : ; n:

�âáî¤  á«¥¤ãîâ á®®â®è¥¨ï (2).

�¡ëç® ¤«ï ¯®«ãç¥¨ï â¥®à¥¬ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨©,   â ª¦¥ ¤«ï
¯®áâà®¥¨ï ¬¥â®¤®¢ à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ (1) ¨á¯®«ì§ãîâáï á¢®©áâ¢  ¬®®â®®áâ¨ ¨, ¢ ç áâ®áâ¨,
¢¥¤¨ £® «ì®©  â¨â®®áâ¨ ®â®¡à ¦¥¨ï f , ª®â®àë¥ ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢®§¨ª îâ ¢®
¬®£¨å ¯à¨ª« ¤ëå § ¤ ç å ( ¯à., [4]{[7], [2], [3], [8]) ¨ ¯®§¢®«ïîâ ¯®áâà®¨âì ¢¥áì¬  íää¥ª-
â¨¢ë¥ ¬¥â®¤ë ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¨ ¯®¨áª  à¥è¥¨© ( ¯à., [2], [3], [9], [10]). �á®¢®© æ¥«ìî ¤ ®©
à ¡®âë ï¢«ï¥âáï ¨§ãç¥¨¥ á¢®©áâ¢ ¢¥¤¨ £® «ì®©  â¨â®®áâ¨ ¤«ï ¬®£®§ çëå ®â®¡à ¦¥-
¨©,   â ª¦¥ ¯à¨¬¥¥¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®  ¯¯ à â  ¤«ï ¬®£®§ ç®© § ¤ ç¨ (2), (3) («¨¡®
(4)), çâ® ¯®§¢®«¨â ¯®«ãç¨âì ®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨© ¨ ®-
¢ë¥ ¨â¥à â¨¢ë¥ ¬¥â®¤ë, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢ë¬¨, ç¥¬ ã¦¥ áãé¥áâ¢ãîé¨¥ ¤«ï
¬®£®§ çëå § ¤ ç ( ¯à., [11]), ¨ ®âªà®îâ ®¢ë¥ ¢®§¬®¦®áâ¨ ¤«ï à¥è¥¨ï ¡®«¥¥ á«®¦ëå
¯à¨ª« ¤ëå § ¤ ç.

2. �¥¤¨ £® «ì ï  â¨â®®áâì ¬®£®§ çëå ®â®¡à ¦¥¨©

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ãáâ  ¢«¨¢ îâáï ¢§ ¨¬®á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã á¢®©áâ¢ ¬¨ ¢¥¤¨ £® «ì®©  â¨â®-
®áâ¨ ¨ ¤àã£¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ¯®àï¤ª®¢®© ¬®®â®®áâ¨ ¤«ï á«ãç ï ¬®£®§ çëå ®â®¡à ¦¥¨©.
�â¨ á¢®©áâ¢  ®¡®¡é îâ ¨§¢¥áâë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤«ï ®¤®§ ç®£® á«ãç ï ( ¯à., [6], [7], [3]).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.1. �â®¡à ¦¥¨¥ F : Rn ! �(Rn)  §ë¢ ¥âáï

 ) ¨§®â®ë¬   ¬®¦¥áâ¢¥ D, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå â®ç¥ª x0; x00 2 D â ª¨å, çâ® x0 � x00, x0 6= x00,
¨ «î¡ëå f 0 2 F (x0), f 00 2 F (x00) ¢ë¯®«ï¥âáï f 0 � f 00;

b)  â¨â®ë¬   ¬®¦¥áâ¢¥ D, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ �F ¨§®â®®   D;
á) ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®ë¬   ¬®¦¥áâ¢¥ D, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå â®ç¥ª x0; x00 2 D â ª¨å,

çâ® x0 � x00, x0 6= x00, ¨ «î¡ëå f 0 2 F (x0), f 00 2 F (x00) ¢ë¯®«ï¥âáï f 0k � f 00k ¤«ï «î¡®£®
¨¤¥ªá  k â ª®£®, çâ® x0k = x00k;

d) Z-®â®¡à ¦¥¨¥¬   ¬®¦¥áâ¢¥ D, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x 2 D ¨ ¯à®¨§¢®«ìëå ç¨á¥«
� 0; � 00 2 [0;+1), � 00 < � 0, x+� 0e

(n)
j 2 D, £¤¥ e(n)j | j-© ª®®à¤¨ âë© ¢¥ªâ®à ¢ Rn, ¨ «î¡ëå

f 0 2 F (x+ � 0e
(n)
j ), f 00 2 F (x+ � 00e

(n)
j ) ¢ë¯®«ï¥âáï f 00i � f 0i ¯à¨ i 6= j.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢á¥ á¢®©áâ¢   ){d)  ¤¤¨â¨¢ë, ¡®«¥¥ â®£®, «î¡ ï ¢§¢¥è¥ ï áã¬¬  ¢¥¤¨ -
£® «ì®  â¨â®ëå ®â®¡à ¦¥¨© á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ï¢«ï¥âáï ¢¥¤¨ £®-
 «ì®  â¨â®ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬, â. ¥. íâ® ¬®¦¥áâ¢® ®¡à §ã¥â ¢ë¯ãª«ë© ª®ãá. �â¬¥â¨¬, çâ®
¨áª«îç¥¨¥ ãá«®¢¨ï x0 6= x00 ¢  ) ¨ á) ¯à¨¢®¤¨â ª ®¤®§ ç®áâ¨ ®â®¡à ¦¥¨ï F .

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.1. �á«¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ Q : Rn ! �(Rn) ï¢«ï¥âáï ¨§®â®ë¬   ¬®¦¥-

áâ¢¥ D, â® ®â®¡à ¦¥¨¥ F : Rn ! �(Rn), ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯® ä®à¬ã«¥ F (x) = x�Q(x), ï¢«ï¥âáï
¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®ë¬   D.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì® â®çª¨ x0; x00 2 D, x0 � x00, x0 6= x00. �®£¤  ¤«ï «î¡ëå
f 0 2 F (x0), f 00 2 F (x00) ¨¬¥¥¬ f 0 = x0 � q0, f 00 = x00 � q00, £¤¥ q0 2 Q(x0), q00 2 Q(x00) ¨ q0 � q00. �á«¨
x0k = x00k ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¨¤¥ªá  k, â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â f 0k � f 00k , â. ¥. ®â®¡à ¦¥¨¥ F ï¢«ï¥âáï
¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®ë¬.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.2. �â®¡à ¦¥¨¥ F : Rn ! �(Rn)  §ë¢ ¥âáï

a) ª¢ §¨¤¨ £® «ìë¬, ¥á«¨ F (x) =
nQ
i=1

Fi(x), £¤¥ Fi : Rn ! �(R) ¤«ï i = 1; : : : ; n;

b) ¤¨ £® «ìë¬, ¥á«¨ F (x) =
nQ
i=1

Fi(xi), £¤¥ Fi : R! �(R) ¤«ï i = 1; : : : ; n.
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� ¬¥â¨¬, çâ® «î¡®¥ ®¤®§ ç®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ª¢ §¨¤¨ £® «ì®. �¥¯¥àì ãáâ ®¢¨¬ á¢®©áâ¢®
¢¥¤¨ £® «ì®©  â¨â®®áâ¨ ¤«ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥¨©.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.2. �ãáâì ®â®¡à ¦¥¨¥ F : Rn ! �(Rn) ¨¬¥¥â ¢¨¤ F = Q � H, £¤¥ H :
Rn ! Rn | ®¤®§ ç®¥, ¤¨ £® «ì®¥ ¨ ¨§®â®®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥   D,   Q : Rn ! �(Rn) |
¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥   ¥ª®â®à®¬ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤¥, á®¤¥à¦ é¥¬ H(D).
�®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ F ï¢«ï¥âáï ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®ë¬   D.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì® â®çª¨ x0; x00 2 D â ª¨¥, çâ® x0 � x00, x0 6= x00, ¨
«î¡ë¥ í«¥¬¥âë f 0 2 F (x0), f 00 2 F (x00), â®£¤  f 0 2 Q(h0), f 00 2 Q(h00), £¤¥ h0 = H(x0), h00 = H(x00),
¯à¨ç¥¬ h0 � h00 ¢ á¨«ã ¨§®â®®áâ¨ H. �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ x0k = x00k, â® h

0
k = h00k ¨ ¯®íâ®¬ã f 0k � f 00k .

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ®â®¡à ¦¥¨¥ F ï¢«ï¥âáï ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®ë¬.

� ®¤®§ ç®¬ á«ãç ¥ ¯®ïâ¨ï Z-®â®¡à ¦¥¨ï ¨ ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®£® ®â®¡à ¦¥¨ï
íª¢¨¢ «¥âë. �®ª ¦¥¬ ¢ë¯®«¥¨¥ íâ®£® á¢®©áâ¢  ¢ ¬®£®§ ç®¬ á«ãç ¥.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.3. �®ïâ¨ï Z-®â®¡à ¦¥¨ï ¨ ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®£® ®â®¡à ¦¥-

¨ï   D íª¢¨¢ «¥âë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ F ï¢«ï¥âáï Z-®â®¡à ¦¥¨¥¬, â® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå â®ç¥ª x0, x00 â -
ª¨å, çâ® x0 � x00, x0 6= x00, ¨¬¥¥¬ x0 = x00+

P
j 6=i

�je
(n)
j , �j � 0 ¯à¨ j 6= i ¤«ï «î¡®£® ¨¤¥ªá  i â ª®£®,

çâ® x0i = x00i . �®íâ®¬ã f
0
i � f 00i ¤«ï «î¡ëå f 0 2 F (x0), f 00 2 F (x00). � ®¡®à®â, ¥á«¨ F ¢¥¤¨ £® «ì-

®  â¨â®®, x0 = x+ � 0e
(n)
j , x00 = x+ � 00e

(n)
j , £¤¥ 0 � � 00 < � 0 < +1, x; x0 2 D, â® x0 � x00, x0 6= x00

¨ x0i = x00i ¯à¨ i 6= j. �®íâ®¬ã f 0i � f 00i ¯à¨ i 6= j ¨ ¤«ï «î¡ëå f 0 2 F (x0), f 00 2 F (x00), â. ¥. F |
Z-®â®¡à ¦¥¨¥.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.3. �â®¡à ¦¥¨¥ F : Rn ! �(Rn)  §ë¢ ¥âáï

 ) AZ-®â®¡à ¦¥¨¥¬   ¬®¦¥áâ¢¥ D, ¥á«¨ ®® ¨¬¥¥â ¢¨¤

F = B + C; (5)

£¤¥ B : Rn ! �(Rn) | ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥   D,   � : Rn ! �(Rn)
| ¤¨ £® «ì®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥;

b) GS-®â®¡à ¦¥¨¥¬   D, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå â®ç¥ª x0; x00 2 D â ª¨å, çâ® x0 � x00, x0 6= x00, ¨
«î¡ëå f 0 2 F (x0), f 00 2 F (x00) ¢ë¯®«ï¥âáï

min
k2I

(f 00k � f 0k) � 0;

£¤¥ I = fi j x0i = x00i g;
á) GC-®â®¡à ¦¥¨¥¬   ¬®¦¥áâ¢¥ D, ¥á«¨ �F ï¢«ï¥âáï GS-®â®¡à ¦¥¨¥¬   D.

�¢®©áâ¢  ¢ «®¢®© § ¬¥¨¬®áâ¨ (GS | gross substitutability) ¨ ¢ «®¢®© ¤®¯®«¨â¥«ì®áâ¨
(GC | gross complementarity) è¨à®ª® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ ¬®¤¥«¥© íª®®¬¨ç¥áª®£®
à ¢®¢¥á¨ï ( ¯à., [12], [6]).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.4 ( ¯à., [13], [11], [14]). �â®¡à ¦¥¨¥ F : Rn ! �(Rn)  §ë¢ ¥âáï

 ) ¯®«ã¥¯à¥àë¢ë¬ á¢¥àåã   ¬®¦¥áâ¢¥ D, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x 2 D ¨ «î¡®© ®ªà¥áâ-
®áâ¨ U ¬®¦¥áâ¢  F (x)  ©¤¥âáï ®ªà¥áâ®áâì V â®çª¨ x â ª ï, çâ® F (y) � U , ª ª
â®«ìª® y 2 V

T
D;

b) ¯®«ã¥¯à¥àë¢ë¬ á¨§ã   ¬®¦¥áâ¢¥ D, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x 2 D ¨ «î¡®£® ®âªàë-
â®£® ¬®¦¥áâ¢  U â ª®£®, çâ® U

T
F (x) 6= ;,  ©¤¥âáï ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® V â ª®¥, çâ®

F (y)
T
U 6= ; ¤«ï «î¡®£® y 2 V ;

c) ¥¯à¥àë¢ë¬ (¯® � ªãâ ¨)   ¬®¦¥áâ¢¥ D, ¥á«¨ ®® ï¢«ï¥âáï ¯®«ã¥¯à¥àë¢ë¬ á¢¥à-
åã ¨ á¨§ã   D.
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.4. �î¡®¥ ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥   ¬®¦¥áâ¢¥ D ¨§

(3) ï¢«ï¥âáï GC-®â®¡à ¦¥¨¥¬   D, ®¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®, ¥á«¨ íâ® ®â®¡à -

¦¥¨¥ ¯®«ã¥¯à¥àë¢® á¨§ã.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ç¥¢¨¤®, çâ® «î¡®¥ ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¡ã¤¥â GC-
®â®¡à ¦¥¨¥¬. �ãáâì F |¯®«ã¥¯à¥àë¢®¥ á¨§ãGC-®â®¡à ¦¥¨¥  D. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®
â®çª¨ x0; x00 2 D, x0 � x00, x0 6= x00, ¨ «î¡®© ¨¤¥ªá k 2 I = fi j x0i = x00i g. �¯à¥¤¥«¨¬ â®çª¨ y0 ¨ y00

¯® ä®à¬ã« ¬

y0i =

(
x0i + " ¯à¨ i 2 I; i 6= k; x0i < bi;

x0i ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥;
y00i =

(
x00i � " ¯à¨ i 2 I; i 6= k; x00i > ai;

x00i ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥:

�®£¤  y0 � y00 ¨ y0; y00 2 D ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «®¬ " > 0, ¡®«¥¥ â®£®, y0i > y00i , ¥á«¨ i 6= k. �®áª®«ìªã
F ¥áâì GC-®â®¡à ¦¥¨¥, â® ef 0k � ef 00k ¤«ï «î¡ëå ef 0 2 F (y0), ef 00 2 F (y00). �á«¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ®
 ©¤ãâáï í«¥¬¥âë f 0 2 F (x0), f 00 2 F (x00) â ª¨¥, çâ® f 0k > f 00k , â® ¯®áª®«ìªã y0 ! x0 ¨ y00 ! x00

¯à¨ " ! 0, â® áãé¥áâ¢ãîâ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ f ef 0kg ! f 0k ¨ f ef 00k g ! f 00k ¯à¨ " ! 0, â. ¥. ef 0k > ef 00k
¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «®¬ ". �®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® F ï¢«ï¥âáï ¢¥¤¨ £® «ì®
 â¨â®ë¬.

3. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬¨¨¬ «ì®£® í«¥¬¥â  ¨ à¥è¥¨ï

�¯à¥¤¥«¨¬ ¤«ï § ¤ ç¨ (2), (3) (¨«¨ (4)) ¢á¯®¬®£ â¥«ì®¥ ¬®¦¥áâ¢®

Q = fx 2 D j 9f 2 F (x); xi < bi ) fi � 0 8i = 1; : : : ; ng; (6)

ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¨ ®¡®á®¢ ¨¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï à¥è¥¨© ¨ ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨ ¬¥â®¤ 
¨å  å®¦¤¥¨ï.

�¥¬¬  3.1. �á«¨ F : Rn ! �(Rn) ï¢«ï¥âáï AZ-®â®¡à ¦¥¨¥¬   D, â® ¬®¦¥áâ¢® Q

§ ¬ªãâ® ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à æ¨¨ ¯®ª®®à¤¨ â®£® ¬¨¨¬ã¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ â®çª¨ x; y 2 Q ¨ ®¡®§ ç¨¬ z = minfx; yg, â. ¥.
z = (z1; : : : ; zn)T , £¤¥ zi = minfxi; yig. �á®, çâ® z 2 D. �¡®§ ç¨¬ I1 = fi j xi < yig ¨ I2 = fi j
xi � yig. �á«¨ I1 ¯ãáâ®, â® z = y ¨ z 2 Q,   ¥á«¨ I2 ¯ãáâ®, â® z = x ¨ z 2 Q.

�á«¨ ®¡  ¬®¦¥áâ¢  I1, I2 ¥¯ãáâë, â® z � x ¨ z � y, ¯à¨ç¥¬ zi = xi ¯à¨ i 2 I1 ¨ zi = yi ¯à¨
i 2 I2. �®íâ®¬ã ¤«ï «î¡ëå tz 2 B(z), tx 2 B(x), ty 2 B(y) ¨¬¥¥¬ tzi � txi ¯à¨ i 2 I1 ¨ tzi � tyi ¯à¨
i 2 I2, ªà®¬¥ â®£®, ¤«ï ¥ª®â®àëå etx 2 B(x), ecx 2 C(x), ety 2 B(y), ecy 2 C(y) ¨¬¥¥¬ etxi + ecxi � 0
¯à¨ xi < bi ¨ etyi + ecyi � 0 ¯à¨ yi < bi. �®£¤  ®¯à¥¤¥«¨¬

czi =

(ecxi ¯à¨ i 2 I1;ecyi ¯à¨ i 2 I2

¨ ¯®«ãç¨¬ tz + cz = f z 2 F (z), ® ¯à¨ íâ®¬ f zi � 0, ¥á«¨ zi < bi. �®íâ®¬ã z 2 Q.

�¡®§ ç¨¬ �(x) =
nP
i=1

xi ¨ ¢¢¥¤¥¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ìãî § ¤ çã ®¯â¨¬¨§ æ¨¨

min
x2Q

! �(x): (7)

�¥¬¬  3.2. Eá«¨ ¬®¦¥áâ¢® Q ¥¯ãáâ®,   ®â®¡à ¦¥¨¥ F : Rn ! �(Rn) ï¢«ï¥âáï ¯®-

«ã¥¯à¥àë¢ë¬ á¢¥àåã ¨ ¨¬¥¥â ¥¯ãáâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ª®¬¯ ªâë¥ ®¡à §ë   D, â® § ¤ ç  (7)
¨¬¥¥â à¥è¥¨¥.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ «î¡®© í«¥¬¥â ex 2 Q, ¯à®¨§¢®«ì®¥ ç¨á«®  � �(ex) ¨ ®¡®§ ç¨¬
Q = Q

\
fx 2 Rn j �(x) � g:

�®¦¥áâ¢® Q ¥¯ãáâ®,   ¯®áª®«ìªã ai > �1 ¤«ï i = 1; : : : ; n, â® ®® ®£à ¨ç¥®. �®ª ¦¥¬, çâ®
¬®¦¥áâ¢® Q § ¬ªãâ®. �«ï íâ®£® ¢ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì â®ç¥ª fxkg ¨§ Q,
ª®â®à ï áå®¤¨âáï ª â®çª¥ x0 2 Rn, â®£¤  x0 2 D, ¯®áª®«ìªã D § ¬ªãâ®. �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ ¤«ï
¥ª®â®à®£® ¨¤¥ªá  i ¢ë¯®«ï¥âáï x0i < bi, â® xki < bi ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨å k ¨ ¯®íâ®¬ã fki � 0
¤«ï ¥ª®â®à®£® fk 2 F (xk). � á¨«ã á¢®©áâ¢ ®â®¡à ¦¥¨ï F áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
ffksg, ª®â®à ï áå®¤¨âáï ª í«¥¬¥âã f 0 2 F (x0), â®£¤  f 0i � 0. �®íâ®¬ã ¬®¦¥áâ¢® Q,   § ç¨â ¨
Q, § ¬ªãâ®. �® â¥®à¥¬¥ �¥©¥àèâà áá  ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¬¨¨¬ã¬ ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ �(x)  
¥¯ãáâ®¬ ª®¬¯ ªâ¥ Q ¤®áâ¨£ ¥âáï.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ minQ = fz 2 Q j zi � xi 8i = 1; : : : ; n, 8x 2 Qg ¬¨¨¬ «ìë© í«¥¬¥â
¬®¦¥áâ¢  Q. �£® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¯®«ãç ¥¬   ®á®¢¥ «¥¬¬ 3.1 ¨ 3.2.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3.1. �á«¨ F : Rn ! �(Rn) ï¢«ï¥âáï ¯®«ã¥¯à¥àë¢ë¬ á¢¥àåã AZ-®â®¡à -

¦¥¨¥¬ ¨ ¨¬¥¥â ¥¯ãáâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ª®¬¯ ªâë¥ ®¡à §ë   D, â® minQ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ á®-

¢¯ ¤ ¥â á à¥è¥¨¥¬ § ¤ ç¨ (7).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ç¥¢¨¤®, çâ® í«¥¬¥â minQ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬. �®
«¥¬¬¥ 3.2 áãé¥áâ¢ã¥â à¥è¥¨¥ x� § ¤ ç¨ (7). �á«¨ x� 6= minQ, â®  ©¤¥âáï í«¥¬¥â y 2 Q â ª®©,
çâ® yi < x�i ¤«ï ¥ª®â®à®£® i. �®«®¦¨¬ z = minfx�; yg, â®£¤  z 2 Q ¯® «¥¬¬¥ 3.1, ¯®íâ®¬ã
�(z) < �(x�), çâ® ¥¢®§¬®¦® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î x�. �â ª, x� = minQ.

�¥¯¥àì ãáâ ®¢¨¬ á¢®©áâ¢® áãé¥áâ¢®¢ ¨ï à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ (2), (3)   ®á®¢¥ ¯à¥¤«®¦¥-
¨ï 3.1.

�¥®à¥¬  3.1. �ãáâì ®â®¡à ¦¥¨¥ F : D ! �(Rn) ¨¬¥¥â ¢¨¤ (5), £¤¥ B : Rn ! �(Rn) |
¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®¥ ¨ ¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ á ¥¯ãáâë¬¨, ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¨ ª®¬¯ ªâ-

ë¬¨ ®¡à § ¬¨   D,   C : Rn ! �(Rn)| ¤¨ £® «ì®¥ ¨ ¯®«ã¥¯à¥àë¢®¥ á¢¥àåã ®â®¡à ¦¥¨¥

á ¥¯ãáâë¬¨, ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¨ ª®¬¯ ªâë¬¨ ®¡à § ¬¨   D. �á«¨ ¬®¦¥áâ¢® Q ¨§ (6) ¥¯ãáâ®,
â® § ¤ ç  (2), (3) ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ x� 2 Q, á®¢¯ ¤ îé¥¥ á í«¥¬¥â®¬ minQ.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 3.1 ¯à¨ á¤¥« ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå í«¥¬¥â z =
minQ áãé¥áâ¢ã¥â. �®£¤  z 2 D ¨ fi � 0 ¯à¨ zi < bi ¤«ï ¥ª®â®à®£® f = t+ c 2 F (z), £¤¥ t 2 B(z),
c 2 C(z). �ãáâì  ©¤¥âáï ¨¤¥ªá k â ª®©, çâ® zk > ak ¨ fk = tk+ck > 0 ¤«ï ¥ª®â®à®£® t 2 B(z) ¨
«î¡®£® ck 2 Ck(zk). � á¨«ã á¢®©áâ¢ ®â®¡à ¦¥¨© B ¨ C ¤«ï ¥ª®â®à®£® et 2 B(z� "e

(n)
k ) ¨ «î¡®£®eck 2 Ck(zk � ") ¨¬¥¥¬ etk + eck > 0 ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «®¬ " > 0. � ª ª ª z � z � "e
(n)
k , â® ¢ á¨«ã

¢¥¤¨ £® «ì®©  â¨â®®áâ¨ B ¨¬¥¥¬

eti � ti ¯à¨ i 6= k;

ªà®¬¥ â®£®, ¢ë¡¨à ¥¬ eci = ci 2 Ci(zi) ¯à¨ i 6= k. �®£¤ 

eti + eci � 0 8i = 1; : : : ; n; zi < bi;

â. ¥. z � "e
(n)
k 2 Q, ¯®íâ®¬ã z 6= minQ, çâ® ¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î. �«¥¤®¢ â¥«ì®,  ©¤¥âáï

í«¥¬¥â f 2 F (z) â ª®©, çâ® fk = 0 ¯à¨ zk > ak ¨ fk � 0 ¯à¨ zk = bk. �®«ãç ¥¬, çâ® â®çª 
z = minQ ¥áâì à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ (2), (3).
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4. �®áâàãªâ¨¢ ï â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï à¥è¥¨ï

� ¤ ®¬ à §¤¥«¥ ¯®«ãç¥  â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ (2), (3), ®¯¨à îé ïáï
  ¨â¥à â¨¢ë©  «£®à¨â¬, ¨ ãáâ ®¢«¥ë ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ á¢®©áâ¢  à¥è¥¨©.

�¥®à¥¬  4.1. �ãáâì ®â®¡à ¦¥¨¥ F : D ! �(Rn) ¨¬¥¥â ¢¨¤ (5), £¤¥ B : Rn ! �(Rn)
| ª¢ §¨¤¨ £® «ì®¥, ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®¥ ¨ ¯®«ã¥¯à¥àë¢®¥ á¢¥àåã ®â®¡à ¦¥¨¥ á

¥¯ãáâë¬¨, ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¨ ª®¬¯ ªâë¬¨ ®¡à § ¬¨   D,   � : Rn ! �(Rn) | ¤¨ £® «ì®¥ ¨

¯®«ã¥¯à¥àë¢®¥ á¢¥àåã ®â®¡à ¦¥¨¥ á ¥¯ãáâë¬¨, ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¨ ª®¬¯ ªâë¬¨ ®¡à § ¬¨  

D. �á«¨ ¬®¦¥áâ¢® Q ¨§ (6) ¥¯ãáâ®, â® § ¤ ç  (2), (3) ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ x� 2 Q â ª®¥, çâ®

a � x� � ex � b, £¤¥ ex | ¥ª®â®à ï â®çª  ¨§ Q.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ â®çªã ex 2 Q ¨ ¯®áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fxkg. �®«®¦¨¬
¢ ç «¥ x0 = ex. �ãáâì ã¦¥ ¨§¢¥áâ  â®çª  xk 2 Q, xk � ex. �®£¤  ®¯à¥¤¥«¨¬ á«¥¤ãîéãî â®çªã
xk+1 â ª, çâ®¡ë ¢ë¯®«ï«¨áì ãá«®¢¨ï

a � xk+1 � xk; xk+1 2 Q (8)

¨

9fi 2 Fi(x
kkxk+1i ); fi

8>><>>:
� 0 ¯à¨ xk+1i = ai;

= 0 ¯à¨ xk+1i 2 (ai; bi);

� 0 ¯à¨ xk+1i = bi

(9)

¤«ï i = 1; : : : ; n; §¤¥áì (xkkxk+1i ) = (xk1 ; : : : ; x
k
i�1; x

k+1
i ; xki+1; : : : ; x

k
n). �®çª  x

k+1
i ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥-

¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨  ©¤¥âáï í«¥¬¥â fi 2 Fi(xkkai), fi � 0, â® ¯®« £ ¥¬ xk+1i = ai. � ç¥
¢ë¯®«ï¥âáï fi < 0 ¤«ï ¢á¥å fi 2 Fi(xkkai). �á«¨ xki = bi ¨ fi � 0, fi 2 Fi(xk), â® ¯®« £ ¥¬
xk+1i = xki . � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥¬ «¨¡® xki < bi ¨ efi � 0, efi 2 Fi(xk), «¨¡® xki = bi ¨ fi > 0
¤«ï ¢á¥å fi 2 Fi(xk). �®£¤  ¬¥â®¤®¬ ¤¨å®â®¬¨¨   ®âà¥§ª¥ [ai; xki ] áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
®âà¥§ª®¢ [y0i; y

00
i ], áâï£¨¢ îé¨åáï ª ¥ª®â®à®© â®çª¥ yi < bi, ¯à¨ç¥¬ f 0i < 0 ¤«ï ¢á¥å f 0i 2 Fi(xkky0i)

¨ f 00i � 0 ¤«ï ¥ª®â®à®£® f 00i 2 Fi(xkky00i ). � á¨«ã á¢®©áâ¢ ®â®¡à ¦¥¨ï F ¨¬¥¥¬ f 0i � 0 ¤«ï ¥-
ª®â®à®£® f 0i 2 Fi(xkkyi) ¨ f 00i � 0 ¤«ï ¥ª®â®à®£® f 00i 2 Fi(xkkyi), â. ¥.  ©¤¥âáï í«¥¬¥â fi = 0,
fi 2 Fi(xkkyi). �®£¤  ¯®« £ ¥¬ xk+1i = yi. �® ¯®áâà®¥¨î ¯¥à¢®¥ á®®â®è¥¨¥ ¢ (8) ¨ á®®â®è¥-
¨ï ¢ (9) ¢ë¯®«ïîâáï. �à®¬¥ â®£®, (xkkxk+1i ) � xk+1 ¤«ï «î¡®£® ¨¤¥ªá  i. �®£¤  ¤«ï «î¡ëå
t0i 2 Bi(xkkx

k+1
i ), t00i 2 Bi(xk+1) ¨¬¥¥¬ t0i � t00i , ¡®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ xk+1i < bi, â® t0i + ci � 0 ¤«ï

¥ª®â®àëå t0i 2 Bi(xkkx
k+1
i ), ci 2 Ci(x

k+1
i ) ¨ ¯®íâ®¬ã f 00i = t00i + ci � 0. �âáî¤  á«¥¤ã¥â xk+1 2 Q.

�â ª, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fxkg ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«¥  ¨ ®£à ¨ç¥  ¯® ¯®áâà®¥¨î. �®íâ®-
¬ã ®  ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ìë¥ â®çª¨,   ¯®áª®«ìªã ¢ë¯®«ï¥âáï (8), â® fxkg áå®¤¨âáï ª ¥ª®â®à®©
â®çª¥ x�. � á¨«ã § ¬ªãâ®áâ¨ Q ¨¬¥¥¬ x� 2 Q,   ¨§ (9) ¨ á¢®©áâ¢ ®â®¡à ¦¥¨ï F á«¥¤ã¥â, çâ®
¢ë¯®«ïîâáï á®®â®è¥¨ï (2), â. ¥. x� | à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ (2), (3).

�â ª, â¥®à¥¬  4.1 ä ªâ¨ç¥áª¨ ãáâ  ¢«¨¢ ¥â à¥ «¨§ã¥¬®áâì ¨ áå®¤¨¬®áâì á«¥¤ãîé¥£®  «£®-
à¨â¬  â¨¯  �ª®¡¨.

�«£®à¨â¬. �ë¡¨à ¥¬ â®çªã x0 2 Q. �«ï ª ¦¤®£® k = 0; 1; : : : ¯® â®çª¥ xk 2 Q áâà®¨¬ â®çªã
xk+1 ¯® â ª¨¬ ¯à ¢¨« ¬. �«ï ª ¦¤®£® ¨¤¥ªá  i = 1; : : : ;m ®¯à¥¤¥«ï¥¬ xk+1i :

a) ¥á«¨ 9f 0i 2 Fi(xkkai), f 0i � 0, â® ¯®« £ ¥¬ xk+1i = ai,
¨ ç¥

b) ¥á«¨ 9f 0i 2 Fi(xk), f 0i � 0 ¨ xki = bi, â® ¯®« £ ¥¬ xk+1i = xki ,
¨ ç¥

c)   ®âà¥§ª¥ [ai; xki ]  å®¤¨¬ ç¨á«® xk+1i â ª®¥, çâ® 9f 0i 2 Fi(xkkx
k+1
i ), f 0i = 0.

�«¥¤áâ¢¨¥ 4.1. �á«¨ ¬®¦¥áâ¢® Q ¥¯ãáâ®,   ®â®¡à ¦¥¨¥ F : D ! �(Rn) ¨¬¥¥â ¢¨¤ (5),
£¤¥ B : Rn ! �(Rn) | ª¢ §¨¤¨ £® «ì®¥, ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®¥ ¨ ¯®«ã¥¯à¥àë¢®¥ á¢¥à-
åã ®â®¡à ¦¥¨¥ á ¥¯ãáâë¬¨, ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¨ ª®¬¯ ªâë¬¨ ®¡à § ¬¨   D,   C : Rn ! �(Rn) {
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¤¨ £® «ì®¥ ¨ ¯®«ã¥¯à¥àë¢®¥ á¢¥àåã ®â®¡à ¦¥¨¥ á ¥¯ãáâë¬¨, ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¨ ª®¬¯ ªâë-
¬¨ ®¡à § ¬¨   D, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fxkg, ¯®áâà®¥ ï  «£®à¨â¬®¬, áå®¤¨âáï ª à¥è¥¨î
§ ¤ ç¨ (2), (3).

�®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 3.1 ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë 4.1 í«¥¬¥â minQ áãé¥áâ¢ã¥â, ¯®íâ®¬ã ¬®¦®
¯®«®¦¨âì ex = minQ, ® â®£¤  xk = ex ¤«ï «î¡®£® k ¯® ¯®áâà®¥¨î, â. ¥. í«¥¬¥â minQ â ª¦¥
ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ § ¤ ç¨ (2), (3).

�«¥¤áâ¢¨¥ 4.2. �á«¨ ¬®¦¥áâ¢® Q ¥¯ãáâ®,   ®â®¡à ¦¥¨¥ F : D ! �(Rn) ¨¬¥¥â ¢¨¤ (5),
£¤¥ B : Rn ! �(Rn) { ª¢ §¨¤¨ £® «ì®¥, ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®¥ ¨ ¯®«ã¥¯à¥àë¢®¥ á¢¥àåã
®â®¡à ¦¥¨¥ á ¥¯ãáâë¬¨, ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¨ ª®¬¯ ªâë¬¨ ®¡à § ¬¨   D,   C : Rn ! �(Rn) |
¤¨ £® «ì®¥ ¨ ¯®«ã¥¯à¥àë¢®¥ á¢¥àåã ®â®¡à ¦¥¨¥ á ¥¯ãáâë¬¨, ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¨ ª®¬¯ ªâë¬¨
®¡à § ¬¨   D, â® minQ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ § ¤ ç¨ (2), (3).

�®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 3.1 í«¥¬¥â minQ ¬®¦¥â ¡ëâì  ©¤¥ ª ª à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ (7). �â®â
¯®¤å®¤ ¬®¦® ¨á¯®«ì§®¢ âì ª ª  «ìâ¥à â¨¢ã  «£®à¨â¬ã �ª®¡¨, ¥á«¨ ¬®¦¥áâ¢® Q ¤®áâ â®ç®
¯à®áâ® § ¤ ®.

�â¬¥â¨¬, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ 3.1 ¨ 4.1 ®áâ îâáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ B
¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®, ®¤®§ ç® ¨ ¥¯à¥àë¢®. �¤ ª®, ¯® â¥®à¥¬¥ �.� ©ª«  ([15], â¥-
®à¥¬  1) «î¡®¥ ¯®«ã¥¯à¥àë¢®¥ á¨§ã ®â®¡à ¦¥¨¥ á ¥¯ãáâë¬¨, ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¨ § ¬ªãâë¬¨
®¡à § ¬¨ ¨¬¥¥â ¥¯à¥àë¢ë© á¥«¥ªâ®à. �®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ 3.1 ¨ 4.1 ¯®âà¥¡®¢ âì
â®«ìª®, çâ®¡ë ®â®¡à ¦¥¨¥ B ¡ë«® ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®, ¯®«ã¥¯à¥àë¢® á¨§ã ¨ ¨¬¥-
«® ¥¯ãáâë¥, ¢ë¯ãª«ë¥ ¨ § ¬ªãâë¥ ®¡à §ë   D, â® ¥£® ¬®¦® § ¬¥¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬
¥¯à¥àë¢ë¬ á¥«¥ªâ®à®¬ eB : Rn ! Rn, â®£¤  ¢á¯®¬®£ â¥«ì®¥ ¬®¦¥áâ¢® Q á«¥¤ã¥â § ¬¥¨âì
  eQ = fx 2 D j 9f 2 eB(x) + C(x); xi < bi ) fi � 0 8i = 1; : : : ; ng;

¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ â ª¦¥ ¡ã¤ãâ á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨.

5. �à¨¬¥àë ¯à¨«®¦¥¨©

� áá¬®âà¨¬ ¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢ ¨§ à §«¨çëå ®¡« áâ¥©, ¯à¨¢®¤ïé¨åáï ª ¢¨¤ã á¬¥è ®©
§ ¤ ç¨ ¤®¯®«¨â¥«ì®áâ¨ (2), (3), £¤¥ ®á®¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ ¢¥¤¨ £® «ì-
®©  â¨â®®áâ¨.

(a) � ¤ ç¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨.
�®£¨¥ § ¤ ç¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨ ¯®á«¥ ¤¨áªà¥â¨§ æ¨¨ ä®à¬ã«¨àãîâáï ¢ ¢¨¤¥ ¢ à¨ -

æ¨®®£® ¥à ¢¥áâ¢  (4), £¤¥

F (x) = Bx+ q + C(x);

B | ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n á ¥¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ ¢¥¤¨ £® «ìë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨, C : Rn ! �(Rn)
| ¨§®â®®¥, ¤¨ £® «ì®¥ ¨ ¬®£®§ ç®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥,   ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ¬®¦¥áâ¢® D «¨¡® á®-
¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥¬ ¯à®áâà áâ¢®¬, «¨¡® ï¢«ï¥âáï ¥£® ¥®âà¨æ â¥«ìë¬ ®àâ â®¬ (á¬. [16] ¨ ¯à¨¢¥-
¤¥ãî ¡¨¡«¨®£à ä¨î). � íâ¨å ãá«®¢¨ïå ®¯¨á ë© ¢ëè¥ ¯®¤å®¤ ¬®¦® ¨á¯®«ì§®¢ âì ª ª ¤«ï
¯®«ãç¥¨ï à¥§ã«ìâ â®¢ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï à¥è¥¨©, â ª ¨ ¤«ï ¨å ®¯à¥¤¥«¥¨ï á ¯®¬®éìî  «£®à¨â¬ 
¨§ à §¤¥«  4.

(b) �®¤¥«¨ ¬¥¦®âà á«¥¢®£® ¡ « á .
�ãáâì ¨¬¥¥âáï n ®âà á«¥© íª®®¬¨ª¨, ª®â®àë¥ ¯à®¨§¢®¤ïâ n ¢¨¤®¢ ¯à®¤ãªæ¨¨, â. ¥. ª ¦¤ ï

®âà á«ì ¢ë¯ãáª ¥â â®«ìª® ®¤¨ ¢¨¤ ¯à®¤ãªæ¨¨ ¨ ª ¦¤ë© ¯à®¤ãªâ ¯à®¨§¢®¤¨âáï â®«ìª® ¢ ®¤-
®© ®âà á«¨. �« áá¨ç¥áª ï «¨¥© ï ¬®¤¥«ì ¬¥¦®âà á«¥¢®£® ¡ « á  ä®à¬ã«¨àã¥âáï ¢ ¢¨¤¥
á¨áâ¥¬ë

x�Ax� b = 0; x � 0; (10)
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£¤¥ x | ¢¥ªâ®à ®¡ê¥¬®¢ ¢ë¯ãáª  â®¢ à®¢, A | ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n, § ¤ îé ï ª®íää¨æ¨¥âë
¯àï¬ëå § âà â, b | ¢¥ªâ®à ª®¥ç®£® á¯à®á . �® ®¯à¥¤¥«¥¨î í«¥¬¥âë ¬ âà¨æë A ¥®âà¨-
æ â¥«ìë, ¯®íâ®¬ã ®¤®§ ç®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ f(x) = x � Ax � b ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®®. �
á«ãç ¥ ¥á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬ã (10) ¬®¦® § ¬¥¨âì § ¤ ç¥© ¤®¯®«¨â¥«ì®áâ¨ (1). � «ì¥©-
è¨¥ ®¡®¡é¥¨ï á®áâ®ïâ ¢ ¢®§¬®¦®áâ¨ ¥«¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ëå § âà â ®â
®¡ê¥¬®¢ ¢ë¯ãáª®¢, â.¥. ¢¥ªâ®àã ¢ë¯ãáª®¢ x á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¬®¦¥áâ¢® § âà â P (x). �®£®§ ç-
®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï P ®§ ç ¥â ¢®§¬®¦®áâì ¯à¨¬¥¥¨ï ¥áª®«ìª¨å â¥å®«®£¨© ¯à¨ ¢ë¯ãáª¥
â®¢ à®¢. �¯à¥¤¥«¥®¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ®â®¡à ¦¥¨e P : Rn ! �(Rn) ®¡ëç® ï¢«ï¥âáï ¨§®â®-
ë¬ ( ¯à., [7], [8]),   § ç¨â, á®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 2.1 ®á®¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥
¯® ä®à¬ã«¥ F (x) = x � P (x) � b, ï¢«ï¥âáï ¢¥¤¨ £® «ì®  â¨â®ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬. �áâ¥-
áâ¢¥ë¬¨ ï¢«ïîâáï ¤¢ãáâ®à®¨¥ ®£à ¨ç¥¨ï   ¢ë¯ãáª¨ â®¢ à®¢ x 2 D, £¤¥ ¬®¦¥áâ¢® D

®¯à¥¤¥«¥® ¢ (3). �®íâ®¬ã ¯à¨å®¤¨¬ ª § ¤ ç¥ (2), (3), ¤«ï ª®â®à®© ¬®¦® ¨á¯®«ì§®¢ âì â¥®à¥¬ë
3.1 ¨ 4.1 ¨  «£®à¨â¬ ¨§ à §¤¥«  4.

(c) �®¤¥«¨ íª®®¬¨ç¥áª®£® à ¢®¢¥á¨ï.
� ®¤®© ¨§  ¨¡®«¥¥ ®¡é¨å ¯®áâ ®¢®ª, á«¥¤ãîé¥© �.� «ìà áã, § ¤ çã  å®¦¤¥¨ï æ¥®-

¢®£® à ¢®¢¥á¨ï ¢ íª®®¬¨ª¥ ¬®¦® ®¯¨á âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � íª®®¬¨ª¥ äãªæ¨®¨àãîâ
¯®âà¥¡¨â¥«¨ ¨ ¯à®¨§¢®¤¨â¥«¨ (íª®®¬¨ç¥áª¨¥  £¥âë), ¨á¯®«ì§ãîé¨¥ n â®¢ à®¢, ¯à¨ç¥¬ á¯à®á
¨ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ â®¢ à®¢ ¤«ï «î¡®£® íª®®¬¨ç¥áª®£®  £¥â  § ¢¨áïâ ®â ¢¥ªâ®à  æ¥ p 2 Rn, £¤¥ pj
| æ¥  ¥¤¨¨æë j-£® â®¢ à , pj � 0 ¤«ï j = 1; : : : ; n. � ¨¬¥®, ¯à¨ § ¤ ëå æ¥ å p ¢®§¬®¦-
ë¥ ¢ à¨ âë á¯à®á  ¯®âà¥¡¨â¥«¥© ®¯¨áë¢ îâáï ¬®¦¥áâ¢®¬ Q(p) � Rn

+, ¢®§¬®¦ë¥ ¢ à¨ âë
¯à¥¤«®¦¥¨ï â®¢ à®¢ ¯à®¨§¢®¤¨â¥«ï¬¨ | ¬®¦¥áâ¢®¬ S(p) � Rn

+, â. ¥. á¯à®á ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ¥
®¡ï§ â¥«ì® ï¢«ïîâáï ®¤®§ çë¬¨ ®â®¡à ¦¥¨ï¬¨   ¬®¦¥áâ¢¥ æ¥. �¥ªâ®à p� � 0  §ë¢ -
¥âáï ¢¥ªâ®à®¬ à ¢®¢¥áëå æ¥, ¥á«¨ ® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬

9e� 2 E(p�); e� � 0; he�; p�i = 0;

£¤¥ E(p) = Q(p) � S(p) | § ç¥¨¥ ¨§¡ëâ®ç®£® á¯à®á    â®¢ àë ¯à¨ æ¥ å p. � ç¥ £®¢®àï,
®¡ëç® § ¤ ç   å®¦¤¥¨ï à ¢®¢¥áëå æ¥ ï¢«ï¥âáï áâ ¤ àâ®© § ¤ ç¥© ¤®¯®«¨â¥«ì®áâ¨
á ®â®¡à ¦¥¨¥¬ F = �E. �à®¬¥ â®£®, ¥áâ¥áâ¢¥ë¬¨ ï¢«ïîâáï ¤¢ãáâ®à®¨¥ ®£à ¨ç¥¨ï  
æ¥ë p 2 D, £¤¥

D = fx 2 Rn j 0 � ai � xi � bi � +1; i = 1; : : : ; ng:

�®íâ®¬ã § ¤ çã  å®¦¤¥¨ï à ¢®¢¥áëå æ¥ ã¤®¡® ä®à¬ã«¨à®¢ âì ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ ª ª á¬¥è -
ãî § ¤ çã ¤®¯®«¨â¥«ì®áâ¨ (2), (3). �à ¤¨æ¨®ë¬ ¤«ï ¬®¤¥«¥© íª®®¬¨ç¥áª®£® à ¢®¢¥á¨ï
ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ¢ «®¢®© § ¬¥¨¬®áâ¨ ®â®¡à ¦¥¨ï ¨§¡ëâ®ç®£® á¯à®á  ( ¯à., [13],
[12], [6]). � ¬¥â¨¬, çâ® íâ® á¢®©áâ¢® ¢ë¯®«ï¥âáï, ¥á«¨ â®«ìª® ®â®¡à ¦¥¨¥ á¯à®á  Q ï¢«ï¥âáï
GS-®â®¡à ¦¥¨¥¬,   ®â®¡à ¦¥¨¥ S ¯®áâ®ï®, â.¥. ¢ ¬®¤¥«¨ ®¡¬¥ . �é¥ ®¤¨ ª« áá ¯®¤®¡ëå
¬®¤¥«¥© ¡ë« à áá¬®âà¥ ¢ [17], £¤¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ á¯à®á  Q ¯à¥¤¯®« £ «®áì ®¤®§ çë¬ ¨ ¥-
¯à¥àë¢ë¬ GS-®â®¡à ¦¥¨¥¬,   ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï S | ¨§®â®ë¬, ¤¨ £® «ìë¬ ¨
¬®£®§ çë¬. �®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ F ¡ã¤¥â AZ-®â®¡à ¦¥¨¥¬. � [17] ¤«ï ¯®¨áª  à ¢®¢¥áëå
æ¥ ¯à¥¤« £ îâáï ¬¥â®¤ë á¯ãáª  ¯® D-¨â¥à¢ «ì®© äãªæ¨¨. �®«ãç¥ë¥ ¢ ¤ ®© áâ âì¥
à¥§ã«ìâ âë ¯®§¢®«ïîâ ¯à¥¤«®¦¨âì  «ìâ¥à â¨¢ë© ¯®¤å®¤ ¤«ï íâ®© § ¤ ç¨.
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