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1 Ââåäåíèå

Ìàòåìàòèêà � ýòî íàóêà, èìåþùàÿ áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Å¼ èñòîðèÿ íà÷èíà-

åòñÿ ñ íåçàïàìÿòíûõ âðåì¼í. Ñ òåõ ïîð ìíîãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè áûëè ðàçðàáîòàíû è

óãëóáëåíû äî íûíåøíåãî ñîñòîÿíèÿ.

Ìíå âñåãäà íðàâèëàñü ìàòåìàòèêà, ñòðîãàÿ è ëàêîíè÷íàÿ íàóêà. Ñïîñîáíîñòü ÷åòêî ìûñ-

ëèòü, ïîëíîöåííî ëîãè÷åñêè ðàññóæäàòü è ÿñíî èçëàãàòü ñâîè ìûñëè â íàñòîÿùåå âðåìÿ

íåîáõîäèìû êàæäîìó. Ìàòåìàòèêà èìååò îãðîìíûå âîçìîæíîñòè äëÿ âîñïèòàíèÿ ëè÷íîñòè,

ðàçâèòèÿ ìûøëåíèÿ è ÷åòêîé, ëîãè÷åñêè ñîâåðøåííîé ðå÷è. Ïîýòîìó ÿ ïðèøëà îáó÷àòüñÿ â

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Ëîáà÷åâñêîãî Êàçàíñêîãî Ôåäåðàëüíîãî Óíèâåðñèòåòà,

êîòîðûé ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ìîèì ïîæåëàíèÿì.

Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ Ôàðèò Ãàáèäèíîâè÷ ïîêàçàë ìíå ôîðìóëó:

∞∑
n=−∞

e−n
2πx =

1√
x

∞∑
n=−∞

e−n
2 π
x

è ïîïðîñèë å¼ äîêàçàòü. Îíà îêàçàëàñü äëÿ ìåíÿ ñîâåðøåííî íåçíàêîìîé è ïîíà÷àëó äàæå

êðàéíå íåïîíÿòíîé, òåì ñàìûì âûçâàâ èíòåðåñ. ß ðåøèëà âûâåñòè ýòó ôîðìóëó ñàìîñòîÿ-

òåëüíî. Ïðîáîâàëà ìåòîäû âû÷åòîâ, èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó,

.... Ê ñîæàëåíèþ, ó ìåíÿ íè÷åãî íå âûøëî. Ñòàëà èñêàòü å¼ â ëèòåðàòóðå, è ìîè óñèëèÿ

óâåí÷àëèñü óñïåõîì, êîãäà ÿ ÷èòàëà êíèãè Å. Ê. Òèò÷ìàðøà è À. Çèãìóíäà. Îêàçàëîñü, ÷òî

ýòî ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ñèìåîíà Äåí Ïóàññîíà, âûäàþùåãîñÿ ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòè-

êà, ìåõàíèêà è ôèçèêà. Ñ åãî èìåíåì ñâÿçàíî ìíîæåñòâî äîñòèæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, è ýòà

ôîðìóëà, èãðàþùàÿ âàæíóþ ðîëü â ìåõàíèêå, èíôîðìàòèêå, ðàäèîôèçèêå è äðóãèõ íàóêàõ

(ñì., íàïðèìåð,[5], [8], [9], [10]), ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â òåîðèè óïðóãîñòè,

òåïëîïðîâîäíîñòè, ýëåêòðîäèíàìèêè è èíûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Èìåííî ýòîé ôîðìóëå, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà, è ïîñâÿ-

ùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ôîðìóëû Ïóàññîíà ïðè èññëåäîâàíèè äçåòà-

ôóíêöèè Ðèìàíà. Âî âòîðîé ÷àñòè èçëîæåíû îáùèå ñâåäåíèÿ î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå, åãî

èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå ïî Òèò÷ìàðøó è ôîðìóëå ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà ïî Çèãìóíäó. Â

òðåòüåé-ÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïîëó÷èëà ðÿä íîâûõ òîæäåñòâ äëÿ êîíêðåòíûõ ôóíêöèé ñ ïðè-

ìåíåíèåì ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà äëÿ êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. À èìåííî

ðàññìîòðåëà 6 ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæíî îïðåäåëèòü

â ÿâíîì âèäå, è ïîëó÷èëà 6 íîâûõ òîæäåñòâ íà îñíîâàíèè ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà.

Íà ýòîì ÿ õîòåëà çàêîí÷èòü ñâîè èññëåäîâàíèÿ, ïîêà Å. Ê. Ëèïà÷åâ íå ïðîâåë êðàéíå

èíòåðåñíóþ ëåêöèþ î âåéâëåòàõ. Êîíå÷íî æå, ó ìåíÿ ñðàçó âîçíèêëà ìûñëü: íå ñâÿçàíû

ëè âåéâëåòû ñ àíàëèçîì Ôóðüå è ôîðìóëîé ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà. Êîãäà îêàçàëîñü, ÷òî

ñâÿçü, äåéñòâèòåëüíî, åñòü, ÿ ðåøèëà ïîñâÿòèòü ÷àñòü äèïëîìíîé ðàáîòû è âåéâëåò-àíàëèçó,

â ÷åì ìåíÿ ïîääåðæàë Ôàðèò Ãàáèäèíîâè÷.
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2 Ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà.

2.1 Àëüòåðíàòèâû ñ ôîðìóëîé Ïóàññîíà.

Ïî Å. Ê. Òèò÷ìàðøó (ñì., [1], [2], [11],) â îñíîâå íåêîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâ ëåæèò ôîðìóëà

ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà

∞∑
n=−∞

f(n) =
∞∑

n=−∞

∫ ∞
−∞

f(u) cos 2π nu du. (1)

Íåêîòîðûå ñëåäóþùèå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Ïóàññîíà. Ôîð-

ìóëû (4) è (6) åñòü ñëåäñòâèÿ ôîðìóëû Ïóàññîíà.
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2.2 Äðóãîé âîçìîæíûé ñïîñîá

Ðèìàí â ñâîåì äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàë èìåííî ýòîò ñïîñá. Ïðè σ>0 èìååì∫ ∞
0

x
s
2
−1 e−n

2πx dx =
Γ( s

2
)

ns π
s
2

.

Îòêóäà ïðè σ>1 ñëåäóåò, ÷òî

Γ( s
2
) τ(s)

π
s
2

=
∞∑
n=1

∫ ∞
0

x
s
2
−1 e−n

2πx dx =

∫ ∞
0

x
s
2
−1

∞∑
n=1

e−n
2πx dx.

(Èçìåíåíèå ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ äîïóñòèìî, òàê êàê ñõîäèìîñòü àáñî-

ëþòíàÿ.)

Ïðåäïîëîæèì

ψ(x) =
∞∑
n=1

e−n
2πx, (2)

ïîëó÷àåì

τ(s) =
π
s
2

Γ( s
2
)

∫ ∞
0

x
s
2
−1 ψ(x) dx (σ > 1). (3)

Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ x>0
∞∑

n=−∞

e−n
2πx =

1√
x

∞∑
n=−∞

e−n
2 π
x ,

ïîýòîìó,

2ψ(x) + 1 =
1√
x

[2ψ (
1

x
) + 1]. (4)

Èç (3) ïîëó÷àåì

π−
s
2 Γ(

s

2
) τ(s) =

∫ 1

0

x
s
2
−1 ψ(x) dx+

∫ ∞
1

x
s
2
−1 ψ(x) dx =

=

∫ 1

0

x
s
2
−1
[

1√
x
ψ

(
1

x

)
+

1

2
√
x
− 1

2

]
dx+

∫ ∞
1

x
s
2
−1ψ(x)dx+

1

s− 1
−1

s
+

∫ 1

0

x
s
2
− 3

2ψ

(
1

x

)
dx+

∫ ∞
1

x
s
2
−1ψ(x)dx =

=
1

s(s− 1)
+

∫ ∞
1

(
x−

s
2
− 1

2 + x
s
2
−1
)
ψ(x) dx.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ s, ñëåäîâàòåëüíî, âûâåäåííàÿ ôîðìóëà, ïî ïðèí-

öèïó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, èìååòå ìåñòî áûòü äëÿ âñåõ s. Íî ïðàâàÿ ÷àñòü íå èçìå-

íÿåòñÿ îò çàìåíû s íà 1-s. Ïîýòîìó,

π−
s
2 Γ
(s

2

)
τ(s) = π−

1
2
+ s

2 Γ

(
1− s

2

)
τ (1− s),

Ýòî îäíà èç ôîðì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà.
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2.3 Ñëåäóþùèé âàðèàíò

Ïðåäñòàâëåíèå Òèò÷ìàðøà

Γ(s) τ(s) =

∫ 1

0

(
1

ex − 1
− 1

x
+

1

2

)
xs−1 dx − 1

2s
+

∫ ∞
1

(
1

ex − 1
− 1

x

)
xs−1 dx,

ñïðàâåäëèâîå ïî ïðèíöèïó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ σ>-1. Íî∫ ∞
1

1

2
xs−1 dx = − 1

2s
(−1 < σ < 0).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Γ(s) τ(s) =

∫ ∞
0

(
1

ex − 1
− 1

x
+

1

2

)
xs−1 dx (−1 < σ < 0). (5)

Äàëåå,
1

ex − 1
=

1

x
− 1

2
+ 2x

∞∑
n=1

1

4n2 π2 + x2
, (6)

îòñþäà èìååì

Γ(s) τ(s) =

∫ ∞
0

2x
∞∑
n=1

1

4n2 π2 + x2
xs−1 dx =

= 2
∞∑
n=1

∫ ∞
0

xs dx

4n2 π2 + x2
= 2

∞∑
n=1

(2πn)s−1
π

2cos πs
2

=
2s−1 πs

cos πs
2

τ (1− s),

ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå âûâåäåíî. Èçìåíåíèå ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ

äîïóñòèìî ââèäó àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ïðè -1<σ<0.
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3 Îáùèå ñâåäåíèÿ î ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ôóðüå è ôîðìóëà

ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà.

3.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà ïî

Çèãìóíäó.

Ñëåäóÿ À. Çèãìóíäó (ñì., [3], [4]), êðàòêî îïèøåì âûâîä ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàñ-

ñîíà. Ïîíÿòèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

γ(u) =
1

2π

∫ +∞

−∞
g(x) e−iux dx

ôóíêöèè g(x), îïðåäåë¼ííîé íà (−∞,+∞), èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå.

Äëÿ íà÷àëà ñäåëàåì ïðåïîëîæåíèå: g(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà (−∞,+∞). Òîãäà

ðÿä
+∞∑

k=−∞

g (x+ 2kπ) (7)

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ x íà [0,2π], ÷òî ïîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî

+∞∑
k=−∞

∫ 2π

0

|g (x+ 2kπ)| dx =

∫ +∞

−∞
|g(x)| dx <∞

Ïóñòü Gn(x)�n-àÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (7) è G(x) = limGn(x). Ôóíêöèÿ

G(x) ïåðèîäè÷íà, è îíà ñóùåñòâóåò äëÿ ïî÷òè âñåõ x. Ïî ñêîëüêó Gn(x) ìàæîðèðóþòñÿ èí-

òåãðèðóåìîé ôóíêöèåé, òî êîýôôèöåíòû Ôóðüå cν îò G åñòü

lim
n→+∞

1

2π

∫ 2π

0

Gn(x) e−iνx dx = limn→∞
1

2π

∫ 2(n+1)π

−2nπ
g(x) e−iνx dx = γ(ν).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðåäïîëàãàåìûõ äîïóùåíèÿõ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå cν ñóììû G(x) ðàâ-

íû ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå γ(ν) ôóíêöèè g(x).

Åñëè, ïîìèìî ïðåäûäóùåãî,
∑
cνe

iνx = S[G] ñõîäèòñÿ â òî÷êå x=0, è åãî ñóììà ðàâíà

ñóììå ðÿäà (7) â òî÷êå x=0, òî ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

+∞∑
k=−∞

g (2kπ) =
+∞∑

ν=−∞

1

2π

∫ +∞

−∞
g(x) e−iνx dx (8)

Ýòî ÷àñòî èñïîëüçóåìîå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà. Ñóììà,

ñòîÿùàÿ ñïðàâà, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë ñèììåòðè÷åñêèõ ÷àñòíûõ ñóìì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(x) íå òîëüêî àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà (−∞,+∞), íî è èìååò îãðà-

íè÷åííîå èçìåíåíèå, ïðè÷¼ì 2g(x) = g(x+0)+g(x−0) äëÿ âñåõ x. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

è áóäåì äîêàçûâàòü ôîðìóëó (8).

Ïóñòü Vk � ïîëíîå èçìåíåíèå g íà îòðåçêå Ik = [2kπ, 2(k+1)π], k=0, +(-)1,... Òàê êàê ðÿä (8)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â íåêîòîðîé òî÷êå x0 èç I0, òî èç íåðàâåíñòâ |g(x+2kπ)−g(x0+2kπ)| ≤ Vk,

ïðè x ∈ I0 è
∑
Vk < ∞, ÿñíî, ÷òî ðÿä (7) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà I0 ê ñóììå
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G(x) ñ îãðàíè÷åíûì èçìåíåíèåì è òàêîé, ÷òî 2G(x) = G (x+ 0) +G (x− 0). Òîãäà ôîðìóëà

(8) åñòü ñëåäñòâèå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) èìååò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå íà [0,2π]. Òîãäà

(I) â êàæäîé òî÷êå x0 ðÿä S[f ] ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ 1
2
[f(x0+0)+f(x0−0)]; â ÷àñòíîñòè,

S[f ] ñõîäèòñÿ ê f(x) â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè f;

(II) åñëè, êðîìå òîãî, f íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà I, òî S[f ] ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà I.

Â äàííîé òåîðåìå

S[f ] =
∑+∞
−∞ cνe

iνx

èëè

S[f ] =
∑+∞
−∞ cνe

iνx èëè S[f ] = 1
2
a0 + (a1 cosx+ b1 sinx) + ...+ an cosnx+ bn sinnx) + ... ,

ãäå

aν = 1
π

∫ π
−π f(t) cos νt dt;

bν = 1
π

∫ π
−π f(t) sin νt dt ;

cν = 1
2

(aν − ibν).
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3.2 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ôóðüå.

Ðÿä âèäà

f(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cos
nx

λ
+ bn sin

nx

λ
)

ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ ñ ïåðèîäîì 2πλ,

ãäå

an =
1

πλ

∫ kλ

−kλ
f(t) cos

nt

λ
dt, bn =

1

πλ

∫ πλ

−πλ
f(t) sin

nt

λ
dt

Åãî ìîæíî çàïècàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x) =
1

2πλ

∫ πλ

−πλ
f(t) dt+

∞∑
n=1

1

πλ

∫ πλ

−πλ
f(t) cos

n (x− t)
λ

dt

Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî λ→∞. Ñòîÿùèé ñïðàâà ðÿä èìååò ìíîãî îáùåãî ñ ñóììàìè, ïðè

ïîìîùè êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë Ðèìàíà. Äåéñòâèòåëüíî, îí ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

∞∑
n=1

(un+1 − un) ϕ(un),

ãäå un = n
λ
è

ϕ(u) =
1

π

∫ πλ

−πλ
f(t) cos u(x− t) dt

Åñëè èãíîðèðîâàòü òî, ÷òî ϕ(u) çàâèñèò îò λ è ÷òî àïïðîêñèìèðóþùèå ñóììû ÿâëÿþòñÿ

áåñêîíå÷íûìè ðÿäàìè, òî ìû ïîëó÷èì ïðè λ→∞:

f(x) =
1

π

∫ ∞
0

du

∫ ∞
−∞

cos u(x− t) f(t) dt

Ìû ïîëó÷èëè èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Ôóðüå. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ, îïðåäåë¼ííóþ

â èíòåðâàëå (−∞,∞) òàêèì æå îáðàçîì, ÷òî è ðÿä Ôóðüå ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ ñ êîíå÷íûì

ïåðèîäîì.

Ìû âñòðåòèëèñü áû ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè, åñëè áû ïîïûòàëèñü ïðîâåñòè íà

ýòîì ïóòè ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî. Íî ïðÿìîå èçó÷åíèå ôîðìóëû ñðàâíèòåëüíî íåòðóäíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó â èíòåðâàëå(−∞,∞). Òîãäà èí-

òåðâàë ∫ ∞
−∞

cos u(x− t) f(t) dt

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî u â ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå. Çíà÷èò, ìû ìîæåì ïðî-

èíòåãðèðîâàòü åãî ïî u â èíòåðâàëå (0,U) è îáðàòèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî äàñò:∫ U

0

du

∫ ∞
−∞

cos u(x− t) f(t) dt =

∫ ∞
−∞

sin U(x− t)
x− t

f(t) dt

.

Äëÿ çàäàííîãî ε ñóùåñòâóåò ñòîëü áîëüøîå T, òàêîå ÷òî∫ −T
−∞
|f(t)| dt < ε,

∫ ∞
T

|f(t)| dt < ε
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Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T > |x| + 1, ãäå x � ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå. Äëÿ âñåõ

çíà÷åíèÿõ U: ∣∣∣∣∫ −T
−∞

sin U(x− t)
x− t

f(t) dt

∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∫ ∞
T

sin U(x− t)
x− t

f(t) dt

∣∣∣∣ < ε

Ïðè ôèêñèðîâàííîì T èíòåãðàëû∫ x−δ

−T

sin U(x− t)
x− t

f(t) dt,

∫ T

x+δ

sin U(x− t)
x− t

f(t) dt

ñòðåìÿòñÿ ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ëåáåãà ê íóëþ, êîãäà U →∞. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

1

π

∫ U

0

du

∫ ∞
−∞

cos u(x− t) f(t) dt =
1

π

∫ x+δ

x−δ

sin U(x− t)
x− t

f(t) dt+ o(1) =

=
1

π

∫ δ

0

sin Ut

t
[f(x+ t) + f(x− t)] dt+ o(1).

Â ñëåäñòâèå ýòîãî, çíà÷åíèå ïðåäåëà (ïðè U→ ∞) çàâèñèò òîëüêî îò ïîâåäåíèÿ ôóíê-

öèè f(t) â îêðåñòíîñòè òî÷êè t=x, è ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ èíòåãðàëà, ïîäîáíîãî

èíòåãðàëó Äèðèõëå. Ê ýòîé ïðîáëåìå ïðèìåíèìû âñå êðèòåðèè ñõîäèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè,

lim
U→∞

1

π

∫ U

0

du

∫ ∞
−∞

cos u(x− t) f(t) dt =
1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)],

åñëè ôóíêöèÿ f(t) èíòåãðèðóåìà â èíòåðâàëå (-∞,∞) è èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ â

íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó t=x.
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3.3 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ñëåäóÿ Å. Ê. Òèò÷ìàðøó (ñì., [1], [2], [11]), ðàññêàæåì î ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Åñëè f(x)

åñòü ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî èíòåãðàë Ôóðüå ïðèíèìàåò âèä:

f(x) =
2

π

∫ ∞
0

cos xu du

∫ ∞
0

cos ut f(t) dt; (9)

÷ëåí, ñîäåðæàùèé sin ut, òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ýòî êîñèíóñ-ôîðìóëà Ôóðüå. Ïîäîáíûì

îáðàçîì ïîëó÷èì ñèíóñ-ôîðìóëó Ôóðüå äëÿ íå÷¼òíîé ôóíêöèè:

f(x) =
2

π

∫ ∞
0

sin xu du

∫ ∞
0

sin ut f(t) dt. (10)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

g(x) =

√
2

π

∫ ∞
0

cos xt f(t) dt, (11)

òî ôîðìóëà (9) ïðèìåò âèä:

f(x) =

√
2

π

∫ ∞
0

cos xt g(t) dt. (12)

Îòíîøåíèÿ ìåæäó ôóíêöèÿìè f(x) è g(x) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè. Î äâóõ ôóíê-

öèÿõ, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé â êàêîì-ëèáî ñìûñëå ôîðìóëàìè (11), (12), ãîâîðÿò, ÷òî îíè

ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Åñëè, íàïðèìåð, f(x) ïðèíàäëå-

æèò ê L(0,∞) è èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ âî âñÿêîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå, òî èíåòåãðàë

(11) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, è ôîðìóëà (12) âåðíà â òîì ñìûñëå, ÷òî å¼ ïðàâàÿ ÷àñòü ñõîäèòñÿ

(íå îáÿçàòåëüíî) àáñîëþòíî ê
1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)].

Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì èç ñîîòíîøåíèÿ (10) ìû ïîëó÷àåì âçàèìíî îáðàòíûå ôîðìóëû:

h(x) =

√
2

π

∫ ∞
0

sin xt f(t) dt, f(x) =

√
2

π

∫ ∞
0

sin xt h(t) dt; (13)

ôóíêöèè f(x) è h(x) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå
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3.4 Èíòåãðèðîâàíèå èíòåãðàëîâ Ôóðüå.

Å. Ê. Òèò÷ìàðø ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó (ñì., [1], [2], [11]).

Ôîðìóëà ∫ ξ

0

f(x) dx =
2

π

∫ ∞
0

sin ξu

u
du

∫ ∞
0

cos ut f(t) dt,

ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (9), ñïðàâåäëèâà äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(t),

èíòåãðèðóåìîé â èíòåðâàëå (0,∞).

Ìû èìååì, â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè:∫ U

0

sin ξu

u
du

∫ ∞
0

cos ut f(t) dt =

∫ ∞
0

f(t) dt

∫ u

0

sin ξu cos ut

u
du.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë ñïðàâà îãðàíè÷åí äëÿ âñåõ çíà÷åíèé U è t; äåéñòâèòåëüíî, îí ðàâåí

1

2

∫ U

0

sin (ξ + t) u

u
du +

1

2

∫ U

0

sin (ξ − t) u
u

du =
1

2

∫ U(ξ+t)

0

sin v

v
dv ± 1

2

∫ U |ξ−t|

0

sin v

v
dv

(çíàê åñòü çíàê ðàçíîñòè ξ-t), à èíòåãðàë∫ V

0

sin v

v
dv

åñòü îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ îò V. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëåáåãà îá îãðàíè÷åííîé ñõî-

äèìîñòè ìû ìîæåì ïåðåéòè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ê ïðåäåëó ïðè U→∞. Òàê êàê

∫ ∞
0

sin ξ cos ut

u
du

= 1
2
π (t < ξ)

= 0 (t > ξ)

òî îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ íóæíûé ðåçóëüòàò.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñèíóñ-ôîðìóëû Ôóðüå.
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3.5 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â êëàññå L2.

Îïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â êëàññå L2, òàêæå ñëåäóÿ Òèò÷ìàðøó (ñì., [1], [2], [11]),.

Èññëåäîâàíèå, ïðîâåä¼ííîå â ïóíêòå "Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äà¼ò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâû âçàèìíî îáðàòíûå ôîðìóëû Ôóðüå. Ó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íåäîñòàòîê â

òîì, ÷òî, â òî âðåìÿ êàê ôîðìóëû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé f(x) è g(x), óñëîâèÿ,

êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ýòè ôóíêöèè, ñîâåðøåííî ðàçëè÷íû. Äðóãèå óñëîâèÿ, óæå âïîëíå

ñèììåòðè÷íûå, ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèè êëàññà L2 è ïîëüçóÿñü òåîðèåé ñõî-

äèìîñòè â ñðåäíåì.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ê êëàññó L2 (0,∞). Òîãäà ôîðìóëû (11), (12) ñïðàâåä-

ëèâû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè a→∞ èíòåãðàë

ga(x) =

√
2

π

∫ a

0

cos xt f(t) dt (14)

ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ê íåêîòîðîé ôóíêöèè g(x) êëàññà L2 (0,∞),à èíòåãðàë

fa(x) =

√
2

π

∫ a

0

cos x tg (t) dt (15)

ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ê f(x).

Ìû äîêàæåì ýòî ìåòîäîì, ïîäñêàçàííûì ôîðìàëüíûìè ðàññìîòðåíèÿìè ïóíêòà "Èíòå-

ãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ôóðüå". Ïîëîæèì:

an =

∫ n+1
λ

n
λ

f(x) dx (n = 1,2,...)

Êîãäà λ→∞, ñóììà

Φm,n =
n∑

ν=m+1

aν cos
νx

λ

ñòðåìèòüñÿ ê èíòåãðàëó ∫ b

a

cos ux f(u) du,

åñëè 0≤ a<b è m=[λa], n = [λb]−1. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíîñòü ìåæäó ýòèì èíòåãðàëîì è Φm,n

ðàâíà

n∑
ν=m+1

∫ ν+1
λ

ν
λ

(cos ux− cos νx
λ

) f(u) du +

∫ m+1
λ

a

cos ux f(u) du +

∫ b

n+1
λ

cos ux f(u) du.

Òàê êàê

|cos ux − cos
νx

λ
| ≤ |x|

λ
,

òî ñóììà åñòü O( 1
λ
), ïîñëåäíèå æå äâà èíòåãðàëà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Òàêæå ÿñíî, ÷òî ñõîäè-

ìîñòü ðàâíîìåðíà îòíîñèòåëüíî x ïðè 0≤x≤X.
Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ê Φm,n ðàññóæäåíèå, ïîäîáíîå òîìó, êîòîðûì ìû ïîëüçîâà-

ëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ðèññà-Ôèøåðà. Ìû èìååì:

a2n ≤
∫ n+1

λ

n
λ

[f(x)]2 dx

∫ n+1
λ

n
λ

dx =
1

λ

∫ n+1
λ

n
λ

[f(x)]2 dx;

12



ñëåäîâàòåëüíî,∫ πλ

0

Φ2
m,n dx =

1

2
πλ

n∑
ν=m+1

a2ν ≤
1

2
π

∫ n+1
λ

m+1
λ

[f(x)]2 dx ≤ 1

2
π

∫ b

a

[f(x)]2 dx,

è åñëè πλ > X, òî è ïîäàâíî ∫ X

0

Φ2
m,n dx ≤

1

2
π

∫ b

a

[f(x)]2 dx.

Ôèêñèðóÿ X è çàñòàâëÿÿ λ ñòðåìèòñÿ ê ∞, ìû ïîëó÷àåì:∫ X

0

[gb(x)− ga(x)]2 dx ≤
∫ b

a

[f(x)]2 dx;

çàñòàâëÿÿ òåïåðü X ñòðåìèòüñÿ ê ∞, ïîëó÷àåì:∫ ∞
0

[gb(x)− ga(x)]2 dx ≤
∫ b

a

[f(x)]2 dx. (16)

Ïðàâàÿ ÷àñòü, à ñ íåé è ëåâàÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, êîãäà a→∞,b→∞. Òàêèì îáðàçîì, ga(x)

ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ê íåêîòîðîé ôóíêöèè g(x) êëàññà L2(0,∞).

Ýòî æå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî è èíòåãðàë (15) ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ê íåêîòîðîé

ôóíêöèè êëàññà L2, íàçîâåì å¼, íàïðèìåð, ϕ(x). Ìû ïîêàæåì, ÷òî ϕ(x)=f(x) ïî÷òè âñþäó;

äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ξ∫ ξ

0

ϕ(x) dx =

∫ ξ

0

f(x) dx. (17)

Ìû èìååì: ∫ ξ

0

ϕ(x) dx = lim
a→∞

∫ ξ

0

fa(x) dx = lim
a→∞

√
2

π

∫ ξ

0

dx

∫ a

0

cos xt g(t) dt =

= lim
a→∞

√
2

π

∫ a

0

sin ξt

t
g(t) dt =

√
2

π

∫ ∞
0

sin ξt

t
g(t) dt

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè 0<ξ < a∫ ξ

0

f(x) dx =
2

π

∫ ∞
0

sinξu

u
du

∫ a

0

cos ut f(t) dt =

√
2

π

∫ ∞
0

sinξu

u
ga(u) du;

Íà ýòîì ðàâåíñòâî (17) äîêàçàíî, è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äîâåäåíî ëî êîíöà.

Êîíå÷íî, òàêàÿ æå òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ôîðìóëû (13).

Ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ôîðìóëó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìå Ïàðñåâàëÿ. Ïîëàãàÿ â íåðà-

âåíñòâå (16) a=0, ìû íàõîäèì:∫ ∞
0

[gb(x)]2 dx ≤
∫ b

0

[f(x)]2 dx ≤
∫ ∞
0

[f(x)]2 dx,

è, çàñòàâëÿÿ b è ñòðåìèòüñÿ ê ∞, ïîëó÷àåì:∫ ∞
0

[g(x)]2 dx ≤
∫ ∞
0

[f(x)]2 dx.

13



Íî òàê êàê îòíîøåíèå ìåæäó f(x) è g(x) ÿâëÿåòñÿ âçàèìíûì, òî âåðíî è ïðîòèâîïîëîæíîå

íåðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, â äåéñòâèòåëüíîñòè∫ ∞
0

[g(x)]2 dx =

∫ ∞
0

[f(x)]2 dx. (18)

Íàêîíåö, åñëè ϕòàêæå ïðèíàäëåæèò ê L2 è ψ(x) ïîëó÷àåòñÿ èç ϕ(x)ïðåîáðàçîâàíèåì Ôó-

ðüå, òî g(x)+ψ(x) ïîëó÷àåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå èç f(x)+ϕ(x). Ñëåäîâàòåëüíî,∫ ∞
0

[g(x) + ψ(x)]2 dx =

∫ ∞
0

[f(x) + ϕ(x)]2 dx,

è âû÷èòàÿ îòñþäà (18) è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ ϕ è ψ, ìû ïîëó÷àåì:∫ ∞
0

g(x) ψ(x) dx =

∫ ∞
0

f(x) ϕ(x) dx. (19)
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4 Ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà äëÿ êîíêðåòíûõ ôóíê-

öèé

Ââåäåì ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà ïî Òèò÷ìàðøó. Ïóñòü f(x) � ïðèíàäëåæàùàÿ ê

L (0, ∞) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ è ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè x→ ∞
(èëè ðàçíîñòü äâóõ ôóíêöèé òàêîãî òèïà). Ïóñòü α>0, αβ = 2π, è ïóñòü g(x) � ôóíêöèÿ,

ïîëó÷àþùàÿñÿ èç f(x) êîñèíóñ � ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Òîãäà

√
α

[
1

2
f(0) +

∞∑
n=1

f(nα)

]
=
√
β

[
1

2
g(0) +

∞∑
n=1

g(nβ)

]
.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà. Óáåäèìñÿ:

√
β

[
1

2
g(0) +

n∑
m=1

g(mβ)

]
=

=

√
α

2π

∫ π

0

f

(
t

β

)
sin (n+ 1

2
) t

sin 1
2
t

dt+

√
α

2π

∞∑
m=1

∫ (2m+1)π

(2m−1)π
f

(
t

β

)
sin (n+ 1

2
) t

sin 1
2
t

dt.

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû Ïóàññîíà íà

√
α

2π

∫ π

0

[
f (

t

β
)− f(0)

]
sin (n+ 1

2
) t

sin 1
2
t

dt+

+

√
α

2π

∞∑
m=1

∫ (2m+1)π

(2m−1)π

[
f

(
t

β

)
− f

(
2mπ

β

)]
sin (n+ 1

2
) t

sin 1
2
t

dt.

Óñëîâèÿ, êîòîðûå ìû íàëîæèëè ðàííåå, îáåñïå÷èâàþò ðàâíîìåðíóþ îòíîñèòåëüíî n ñõîäè-

ìîñòü ýòîãî ðÿäà. Äåéñòâèòåëüíî, èç âòîðîé òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè ëåãêî âûâåñòè, ÷òî

îáùèé ÷ëåí ðÿäà åñòü O(f [ (2m−1) π
β

]) è ÷òî îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî n. Äàëåå

êàæäûé ÷ëåí ðÿäà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè n→∞. Ôîðìóëà äîêàçàíà.

Âûïèøåì ôóíêöèè è èõ îáðàçû , âçÿòûå èç [6], [7], â âèäå òàáëèöû.

f(t) g(x) =
√

2
π

∫∞
0
f(t) cos xt dt

e−
t2

2 e−
x2

2

1
1+(2−t)2 + 1

1+(2+t)2

√
2π cos (2x)

ex

1+t
4+(1+t)2

+ 1−t
4+(1−t)2

√
2π sin x

e2x

1
et

√
2
π

1
1+x2

e−tsin 2t 2+x√
2π[1+(2+x)2]

+ 2−x√
2π[1+(2−x)2]

1
t2+1

π
2ex

È ïîêàæåì, êàê ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà ïðèìåðå îäíîé èç íèõ.

Ïóñòü f(t) = e−
t2

2 è g(x) = e−
x2

2 ïðè g(x) =
√

2
π

∫∞
0
f(t) cos xt dt, òîãäà g(x) íàçûâàåòñÿ

êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå äëÿ f(x).

15



g(x) =
√

2
π

∫∞
0
e−

t2

2 cos xt dt

dv = −te− t
2

2 ; dt = de−
t2

2

g′(x) =
√

2
π

∫∞
0

te−
t2

2 sin xt dt =
√

2
π

∫∞
0
sin xt de−

t2

2 =

= (
√

2
π
e−

t2

2 sin xt)t=∞t=0 −
√

2
π
x
∫∞
0
e−

t2

2 cos xt dt

limt→0

√
2
π
e−

t2

2 sin xt = 0, ò. ê. limt→0 sin xt = 0

limt→∞

√
2
π
e−

t2

2 sin xt = 0 ïî òåîðåìå:

Ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôóíêöèþ åñòü ôóíêöèÿ áåñ-

êîíå÷íî ìàëàÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, limt→∞ e
− t

2

2 = 0 è |sin xt| ≤ 1.

Ïîëó÷èëè: g'(x)= - x g(x). Ñëåäîâàòåëüíî, g
′(x)
g(x)

= −x.
ln g(x) = −x2

2
+ C

g(x) = eC e−
x2

2 = e−
x2

2

g(0) = C =
√

2
π

∫∞
0
e−

t2

2 dt = I

I ∗ I = I2 =
∫∞
0
e−

x2

2 dx
∫∞
0
e−

y2

2 dy =
∫ ∫∞

0
e−(

x2

2
+ y2

2 ) dx dy =

=
∫ π

2

0
dθ
∫∞
0
e−

r2

2 r dr = π
2

∫∞
0
e−t dt = −π

2
e−t|∞0 = π

2

I =
√

π
2

C =
√

2
π
I =

√
2
π

√
π
2

= 1

g(x) = Ce−
x2

2 = e−
x2

2

Êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè e−
x2

2 ñîâïàäàåò ñ íåþ æå ñàìîé.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê îñíîâíîé ÷àñòè ðàáîòû. Áóäåì ïîäñòàûâëÿòü ôóíêöèè è èõ îáðàçû èç

òàáëèöû â ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà, êîòîðóþ ïðèâåëè âûøå:

√
α

[
1

2
f(0) +

∞∑
n=1

f (nα)

]
=
√
β

[
1

2
g(0) +

∞∑
n=1

g(nβ)

]

Ïðèìåð 1. Âîçüì¼ì ôóíêöèþ f(t)=e−
t2

2 , è å¼ îáðàç g(x)=e−
x2

2 .

Äàëåå çàìåíèì t íà nα, à x � íà nβ:

f(nα) = e−
(nα)2

2 , g(nβ) = e−
(nβ)2

2

f(0)=g(0)=1

è ýòî âñ¼ ïîäñòàâèì â ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà:

√
α [1

2
+
∑∞

n=1 e
− (nα)2

2 ] =
√
β [1

2
+
∑∞

n=1 e
− (nβ)2

2 ]

Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè, êîòîðûå áûëè íàëîæåíû íà ôîðìóëó Ïóàññîíà âûøå:

α>0, αβ = 2π

Âûáåðåì α = 4x. Òîãäà β = 2π
α

= 2π
4x

= π
2x
.

È ïîäñòàâèì α è β â èñõîäíóþ ôîðìóëó:

√
4x [1

2
+
∑∞

n=1 e
− (4nx)2

2 ] =
√

π
2x

[1
2

+
∑∞

n=1 e
−n

2π2

8x2 ]
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Êîíå÷íûé ðåçóëüòàò:

1
2

+
∑∞

n=1 e
−8x2n2

=
√
π

2
√
2x

[
1
2

+
∑∞

n=1 e
−π

2n2

8x2

]

Ïðèìåð 2. Òåïåðü ïóñòü f(t)= 1
1+(2−t)2 + 1

1+(2+t)2
, g(x)=

√
2π cos (2x)

ex
.

Çàìåíèì àðãóìåíòû:

f(nα) = 1
1+(2−nα)2 + 1

1+(2+nα)2
, g(nβ) =

√
2π cos (2nβ)

enβ

Ñíîâà ïîäñòàâèì â ôîðìóëó:

√
α
[
1
5

+
∑∞

n=1

(
1

1+(2−nα)2 + 1
1+(2+nα)2

)]
=
√
β
[√

π
2

+
∑∞

n=1

√
2π cos (2nβ)

enβ

]
Âûáåðåì α è β, êîòîðûå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü óñëîâèÿì: αβ = 2π, α > 0:

α = π3x
2
, β = 4

π2x

È ïîäñòàâëÿåì:√
π3x
2

[
1
5

+
∑∞

n=1

(
1

1+(2−π3nx
2

)2
+ 1

1+(2+π3nx
2

)2

)]
=
√

4
π2x

[√
π
2

+
∑∞

n=1

√
2π

cos ( 8n
π2x

)

enβ

]
π2x
√

π
2

[
1
5

+
∑∞

n=1

(
1

1+(2−π3nx
2

)2
+ 1

1+(2+π3nx
2

)2

)]
= 2

[√
π
2

+
∑∞

n=1

√
2π

cos ( 8n
π2x

)

enβ

]

Ïðèìåð 3.Òîæå ñàìîå ïðîäåëàåì ñ òðåòüåé ôóíêöèåé è å¼ îáðàçîì.

f(t)= 1+t
4+(1+t)2

+ 1−t
4+(1−t)2 , g(x)=

√
2π sin x

e2x

Çàìåíèì ïåðåìåííûå:

f(nα) = 1+nα
4+(1+nα)2

+ 1−nα
4+(1−nα)2 , g(nβ) =

√
2π sin nβ

e2nβ

Ïîäñòàâèì:

√
α
[
1
5

+
∑∞

n=1

(
1+nα

4+(1+nα)2
+ 1−nα

4+(1−nα)2

)]
=
√
β
∑∞

n=1

(√
2π sin nβ

e2nβ

)
Âûáåðåì ïîäõîäÿùèå α è β:

α = 5x, β = 2π
5x

È ïîëó÷èì:

√
5x
[
1
5

+
∑∞

n=1

(
1+5nx

4+(1+5nx)2
+ 1−5nx

4+(1−5nx)2

)]
=
√

2π
5x

∑∞
n=1

(√
2π

sin 2nπ
5x

e
4nπ
5x

)
5x
[
1
5

+
∑∞

n=1

(
1+5nx

4+(1+5nx)2
+ 1−5nx

4+(1−5nx)2

)]
=
√

2π
∑∞

n=1

(√
2π

sin 2nπ
5x

e
4nπ
5x

)
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Ïðèìåð 4.Ïóñòü f(t)= 1
et
, g(x)=

√
2
π

1
1+x2

Çàìåíèì t íà nα, à x íà � nβ:

f(nα) = 1
enα

, g(nβ) =
√

2
π

1
1+n2β2 .

f(0)=1, g(0)=
√

2
π
.

Çàïèøåì ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî:

√
α
[
1
2

+
∑∞

n=1
1
enα

]
=
√
β
[

1√
2π

+
√

2
π

∑∞
n=1

1
1+n2β2

]
Ñíîâà âûáåðåì ïåðåìåííûå: α = 2x, β = π

x

√
2x
[
1
2

+
∑∞

n=1
1

e2nx

]
=
√

π
x

[
1√
2π

+
√

2
π

∑∞
n=1

1

1+n2π2

x2

]
È ïîëó÷èì åù¼ îäíó íîâóþ ôîðìóëó:

√
2x
[
1
2

+
∑∞

n=1
1

e2nx

]
= 1√

2
+
√

2
∑∞

n=1
1

1+n2π2

x2

Ïðèìåð 5. Ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ f(t) = sin 2t
et

è å¼ îáðàç g(x) = 2+x√
2π[1+(2+x)2]

+ 2−x√
2π[1+(2−x)2] .

Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

f(nα) = sin 2nα
enα

, g(nβ) = 2+nβ√
2π[1+(2+nβ)2]

+ 2−nβ√
2π[1+(2−nβ)2] .

f(0) = 0, g(0) =
√
8π
5
.

Ïîäñòàâëÿåì:

√
α
∑∞

n=1
sin 2nα
enα

=
√
β
[√

2π
5

+
∑∞

n=1
2+nβ√

2π[1+(2+nβ)2]
+ 2−nβ√

2π[1+(2−nβ)2]

]
Ïóñòü α = 2x è β = π

x
.

√
2x
∑∞

n=1
sin 4nx
e2nx

=
√

π
x

[√
2π
5

+
∑∞

n=1

2+nπ
x√

2π[1+(2+nπ
x
)2]

+
2−nπ

x√
2π[1+(2−nπ

x
)2]

]
Íîâàÿ ôîðìóëà:

√
2x
∑∞

n=1
sin 4nx
e2nx

=
√
π
[√

2π
5

+
∑∞

n=1

2+nπ
x√

2π[1+(2+nπ
x
)2]

+
2−nπ

x√
2π[1+(2−nπ

x
)2]

]

Ïðèìåð 7. Âîçüì¼ì f(t) = 1
1−t2 , g(x) =

√
π sin x√

2
.

Çàïèøåì ÷åðåç äðóãèå ïåðåìåííûå:

f(t) = 1
1−n2α2 , g(x) =

√
π sin nβ√

2
.

Ïîñ÷èòàåì f(0) è g(0):

f(0) = 1, g(0) = 0
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è ïîäñòàâèì â ôîðìóëó Ïóàññîíà:

√
α
[
1
2

+
∑∞

n=1
1

1−n2α2

]
=
√
β
∑∞

n=1

√
π sin nβ√

2
.

Ïóñòü α = 2x, β = π
x
.

√
2x
[
1
2

+
∑∞

n=1
1

1−4n2x2

]
=
√

π
x

∑∞
n=1

√
π sin nπ

x√
2

.

√
2x
[
1
2

+
∑∞

n=1
1

1−4n2x2

]
=
√
π
∑∞

n=1

√
π sin nπ

x√
2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîìîùè ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ìû âûâåëè ñåìü íîâûõ ôîðìóë.
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5 Îò àíàëèçà Ôóðüå ê âåéâëåò-àíàëèçó

Äëÿ ÷åãî âîîáùå íóæåí ýòîò ïåðåõîä è ñàì âåéâëåò-àíàëèç? Ïîòîìó ÷òî ìåòîäû Ôóðüå

èìåþò çíà÷èòåëüíûå íåäîñòàòêè. À èìåííî,òåîðèÿ âåéâëåòîâ ñîäåðæèò àðñåíàë ÷ðåçâû÷àé-

íî ïîëåçíûõ ñðåäñòâ, ïîçâîëÿþùèõ îñóùåñòâèòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèé ýôôåêòèâíûì è îäíî-

âðåìåííî òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûì ñïîñîáîì, òî åñòü ñ ïîìîùüþ âåéâëåò-àíàëèçà íàìíîãî

óäîáíåå è ïðîùå ïðåäñòàâëÿòü ôóíêöèè íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ äà-

åò íåêóþ îãðàíè÷åííóþ èíôîðìàöèþ î ïîëîæåíèè ôóíêöèè è î å¼ ÷àñòîòå. Åñëè ãîâîðèòü â

îáùåì, òî âåéâëåò-ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ñîñòîèò èç îáùåãî ãðóáîãî ïðèáëèæåíèÿ è óòî÷íÿ-

þùèõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðàáîòàòü ñ ôóíêöèåé ïðè ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ. Òàêèì

îáðàçîì ñëåäñòâèåì ðàçâèòèÿ àíàëèçà Ôóðüå ñòàë âåéâëåò-àíàëèç.

Îïèøåì ïåðåõîä îò àíàëèçà Ôóðüå ê âåéâëåò-àíàëèçó ñîãëàñíî [12], [13].Îáîçíà÷èì ÷åðåç

L2(0,2π) ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé f, îïðåäåëåííûõ íà èíòåðâàëå (2;2π) è òàêèõ,

÷òî ∫ 2π

0

|f(x)|2 dx < ∞

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè

èç L2(0; 2π) ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæàåìû íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü

R := (−∞,∞),

à èìåííî: f(x) = F (x − 2π) äëÿ âñåõ x. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî L2(0,2π) ÷àñòî íàçûâàþò ïðî-

ñòðàíñòâîì 2π−ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì. Â ýòîì ìîæíî ëåãêî

óáåäèòüñÿ, ïðîâåðèâ, ÷òî L2(0,2π)-âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ëþáóþ f èç L2(0,2π) ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü ðÿäîì Ôóðüå

f(x) =
∞∑

n=−∞

cne
inx, (20)

ãäå êîíñòàíòû cn, èìåíóåìûå êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inx dx (21)

Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ (20) â ïðîñòðàíñòâå L2(0; 2π) çíà÷èò, ÷òî

lim
M,N→∞

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣f(x) −
N∑

n=−M

cne
inx

∣∣∣∣∣
2

dx = 0.

Ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿäû Ôóðüå (20) åñòü äâå ÿâíûå îñîáåííîñòè:

1) f ðàçëàãàåòñÿ â áåñêîíå÷íóþ ñóììó âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ êîìïîíåíò gn; = cne
inx, ãäå

îðòîãîíàëüíîñòü:

< gm, gn >
∗= 0 m 6= n, (22)

ãäå

< gm, gn >
∗: − 1

2π

∫ 2π

0

gm(x)gn(x) dx, (23)
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÷åðòà íàä ôóíêöèåé îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Óñëîâèå (22) - ñëåäñòâèå ôàêòà,

÷òî

ωn(x) := einx, n = ...,− 1,0,1,..., (24)

îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(0,2π);

2) îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ωn} ïîðîæäàåòñÿ ðàñòÿæåíèåì åäèíñòâåííîé ôóíêöèè

ω(x) := eix, (25)

òàê, ÷òî ωn(x) = ω(nx) äëÿ âñåõ öåëûõ n. Ýòî è åñòü öåëî÷èñëåííîå ðàñòÿæåíèå.

Èòîã.Êàæäàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ, èíòåãðèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèÿ ïîðîæäàåòñÿ "ñó-

ïåðïîçèöèåé"öåëî÷èñëåííûõ ðàñòÿæåíèé áàçèñíîé ôóíêöèè ω(x) = eix.

Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå (20) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ, ÷òî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ

áàçèñà {ωn}
1

2π

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx =
∞∑

n=−∞

|cn|2. (26)

Äîïóñòèì, ÷òî l2 - ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì áåñêîíå÷íûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé; òî åñòü, {cn} âêëþ÷àåò â ñåáÿ l2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∞∑

n=−∞

|cn|2 < ∞

.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå, êîãäà êâàäðàòíûé êîðåíü âåëè÷èíû, ñòîÿùåé â ëåâîé ÷àñòè

(26), ÿâëÿåòñÿ "íîðìîé"äëÿ èçìåðåíèÿ ôóíêöèé èç L2(0,2π) è îäíîâðåìåííî êâàäðàòíûé êî-

ðåíü âåëè÷èíû â ïðàâîé ÷àñòè (26) èñïîëüçóåòñÿ êàê íîðìà â l2, òî ïðîñòðàíîñòâî ôóíêöèé

L2(0,2π) è ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l2 èçîìåòðè÷íû äðóã äðóãó. Íî, åñëè ó÷åñòü

(20), òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèÿ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé l2-ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþöåëî÷èñëåííûõ ðàñòÿæåíèé áàçèñíîé ôóíêöèè ω(x) =

eix. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ

ω(x) = eix = cos x + i sin x,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèíóñîèäàëüíîé âîëíîé,-ýòî òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ, òðåáóåìàÿ äëÿ ïîðîæäå-

íèÿ âñåõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî, áîëü-

øîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå n âîëíà ωn(x) = ω(nx) èìååò âûñîêóþ ÷àñòîòó, à äëÿ ìàëûõ

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå çíà÷åíèé n âîëíà ωn(x) èìååò íèçêóþ ÷àñòîòó. Òàêèì îáðàçîì, êàæ-

äàÿ ôóíêöèÿ èç L2(0,2π) ñîñòîèò èç âîëí ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2(R) èçìåðèìûõ ôóíêöèé f, îïðåäåëåííûõ íà âåùå-

ñòâåííîé îñè R, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó∫ ∞
−∞
|f(x)|2 dx < ∞.

âèäíî, ÷òî äâà ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé L2(0,2π) è L2(R) ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ. Êàæäàÿ ôóíê-

öèÿ, à òî÷íåå å¼ ëîêàëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå, èç L2(R) äîë"çàòóõàòü"äî íóëÿ ïðè x, ñòðåìÿ-

ùåìñÿ ê ±∞, íî ñèíóñîèäàëüíûå (âîëíû) ôóíêöèè ωn(x) íå ïðèíàäëåæàò L2(R). Åñëè ìû
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õîòèì èñïîëüçîâàòü "âîëíû ïîðîæäàþùèå L2(R), òî ýòè âîëíû äîëæíû áûëè áû çàòóõàòü

äî íóëÿ ïðè x → ±∞, è èç âñåõ ïðàêòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ýòî çàòóõàíèå äîëæíî áûëî áû

áûòü î÷åíü áûñòðûì. Òâê ìû ïîäîùëè ê ðàññìîòðåíèþ ìàëûõ âîëí, èëètextitâåéâëåòîâ, äëÿ

ïîðîæäåíèÿ L2(R). Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå L2(0,2π), ãäå îäíà ôóíêöèÿ ω(x) = eix ïîðîæäàåò

öåëîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäïî÷òèòåëüíåå èìåòü îäíó ôóíêöèþ äëÿ ïîðîæäåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

L2(R). Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç ψ. Íî åñëè âåéâëåò ψ èìååò î÷åíü áûñòðîå çàòóõàíèå, òî êàê îí

ìîæåò ïîêðûòü âñþ âåùåñòâåííóþ îñü? Áëàãîäàðÿ ñäâèãó ψ âäîëü R.

Ïóñòü Z îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë:

Z = ...,− 1,0,1,....

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá äëÿ ψ ïîêðûòü âñå ìíîæåñòâî Rñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè âñåõ öåëî÷èñ-

ëåííûõ ñäâèãîâ ψ, à èìåííî

ψ(x− k), k ∈ Z.

Äàëåå, òàê æå êàê è â ñèíóñîèäàëüíîì ñëó÷àå, íóæíî ðàññìàòðèâàòü âîëíû ðàçëè÷íûõ ÷à-

ñòîò. Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ÷àñòîòíîãî ðàçáèåíèÿ öåëûå ñòåïåíè 2 ðàäè âû÷åëèòåëüíîé

ýôôåêòèâíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ìû ðàññìàòðèâàåì ìàëûå âîëíû

ψ (2j x − k), j,k ∈ Z. (27)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ψ (2j x − k) ïîëó÷åíà èç îäíîé "âåéâëåò-ôóíêöèè"ψ â ðåçóëüòàòå

äâîè÷íîãî ðàñòÿæåíèÿ è äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñäâèãà (íà k/2j).

Èòàê ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìû â ïðîñòðàíñòâå L2(R):

< f,g > :=

∫ ∞
−∞

f(x)g(x) dx; (28)

||f ||2 :=< f,f >1/2, (29)

ãäå f,g ∈ (R). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ j,k ∈ Z ìû èìååì

||f(2jx− k)||2 =

{∫ infty

−∞
|f(2jx− k)|2 dx

}1/2

= 2−j/2 ||f ||2.

Åñëè ôóíêöèÿ ψ ∈ L2(R) èìååò åäèíè÷íóþ íîðìó, òî âñå ôóíêöèè ψj,k, îïðåäåëåííûå

ôîðìóëîé

ψj,k(x) := 2j/2 ψ(2jx− k), j,k ∈ Z. (30)

òàêæå èìåþò åäèíè÷íóþ íîðìó, à èìåííî

||ψj,k||2 := ||ψ||2 = 1, j.k ∈ Z. (31)

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë Êðîíåêåðà:

δj,k :=

1 j = k,

0 j 6= k,
(32)

22



îïðåäåëåííûé â ZxZ.

Ìû çíàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ψ ∈ L2(R) íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì âåéâëåòîì, åñëè ñåìåé-

ñòâî {ψj,k}, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (30), ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â L2(R); ÷òî

îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:

< ψj,k,ψl,m >= δj,l · δk,m, j,k,l,m ∈ Z, (33)

è ëþáàÿ f ∈ L2(R) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x) =
∞∑

j,k=−∞

cj,kψj,k(x), (34)

ãäå ðÿä (34) ñõîäèòñÿ â L2(R), à èìåííî

lim
M1,N1,M−2,N2→∞

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣f −

N2∑
j=−M2

N1∑
k=−M1

cj,kψj,k

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

= 0.

Ðÿäû, ïðåäñòàâëåííûå ôóíêöèåé (34), íàçûâàþòñÿ âåéâëåò-ðÿäàìè. Òàêæå, êàê è êîýô-

ôèöèåíòû Ôóðüå, âåéâëåò-êîýôôèöèåíòû îáîçíà÷àþòñÿ

cj,k =< f,ψj,k > . (35)

Åñëè æå ìû èíòåãðàëüíîîå ïðåîáðàçîâàíèå Wψ â L2(R) îïðåäåëèì êàê

(Wψf)(b,a) := |a|−
1
2

∫ ∞
−∞

f(x) ψ

(
x− b
a

)
dx, f ∈ L2(R), (36)

òî âåéâëåò=êîýôôèöèåíòû â (34) è (35) ïðèìóò âèä

cj,k = (Wψf)

(
k

2j
,

1

2j

)
. (37)

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Wψ åñòü èíòåãðàëüíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî "áà-

çèñíîãî âåéâëåòà"ψ. Ñëåäîâàòåëüíî, (j,k)-é âåéâëåò-êîýôôèöèåíò ôóíêöèè f îïðåäåëÿåò-

ñÿ èíòåãðàëüíûì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèåì f, âû÷ìñëåííûì â òî÷êå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî

ñäâèãà b = k/2j ñ äâîè÷íûì ðâñòÿæåíèåì a = 2−j, ãäå òîò æå îðòîãîíàëüíûé âåéâëåò ψ

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîðîæäåíèÿ âåéâëåò-ðÿäà (34) è äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîãî âåéâëåò-

ïðåîáðàçîâàíèÿ(36).

Ýòî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå çíà÷èòåëüíî îáîáùàåò èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå F, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

(F,f)(y) :=

∫ ∞
−∞

e−iyx f(x) dx, f ∈ L2(R). (38)

Îòìåòèì òîò ôàêò, ÷òî ðÿä Ôóðüå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿâíî íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì,

à âåéâëåò-ðÿä (34) è èíòåãðàëüíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå (36) òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì,

êàê ýòî îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (37).
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