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�������������� ������������ ������� ��� ������
� ������� Lp(cr; b�) ������{�����������

� à ¡®â¥ ¯®«ãç¥   «®£ ¨§¢¥áâ®© íà£®¤¨ç¥áª®© â¥®à¥¬ë ¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ìëå á¦ â¨© à¥è¥-
â®ª Lp( br; b�) �  å {� â®à®¢¨ç , ¯®áâà®¥ëå ¯® ¬¥à¥ b� á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ª®«ìæ¥ ¨§¬¥à¨¬ëå
äãªæ¨©.

�ãáâì (
;�; �) { ¯à®áâà áâ¢® á ª®¥ç®© ¬¥à®©, L0(
) | ª®«ìæ® ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©   

(à ¢ë¥ �-¯®çâ¨ ¢áî¤ã äãªæ¨¨ ®â®¦¤¥áâ¢«ïîâáï), r(
) | ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¢á¥å ¨¤¥¬¯®â¥â®¢
¢ L0(
), br| ¯à®¨§¢®«ì ï ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , á®¤¥à¦ é ï r(
) ª ª ¯à ¢¨«ìãî ¯®¤ «£¥-
¡àã, b� : br! L0(
) | áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì ï L0(
)-§ ç ï ¬¥à    br [1], ¯à¨ç¥¬ b�(gbe) = gb�(be)
¤«ï ¢á¥å be 2 br, g 2 r(
).

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X( br) íªáâà¥¬ «ìë© ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ, ®â¢¥ç îé¨© ¡ã«¥¢®©  «-
£¥¡à¥ br,   ç¥à¥§ L0( br) |  «£¥¡àã ¢á¥å ¥¯à¥àë¢ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå äãªæ¨©, § ¤ ëå  
X( br), ¯à¨¨¬ îé¨å § ç¥¨ï �1   ¨£¤¥ ¥¯«®âëå ¬®¦¥áâ¢ å ¨§ X( br) [2]. �á®, çâ®
L0(
) ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®© ¢ L0( br).

�«¥¤ãï ¨§¢¥áâ®© áå¥¬¥ ¯®áâà®¥¨ï Lp-¯à®áâà áâ¢, ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯à®áâà áâ¢® Lp( br; b�) ¢á¥å
äãªæ¨© ¨§ L0( br), ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á p-© áâ¥¯¥ìî ¯® L0(
)-§ ç®© ¬¥à¥ b� (á¬.,  ¯à., [3]).

�§¢¥áâ® [4], çâ® Lp( br; b�) ï¢«ï¥âáï à¥è¥âª®© �  å {� â®à®¢¨ç  ®â®á¨â¥«ì® á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥© L0(
)-§ ç®© ®à¬ë j � jp, ¯à¨ íâ®¬ Lp( br; b�) | ¬®¤ã«ì  ¤ L0(
).

�áâ¥áâ¢¥®, çâ® ¯à®áâà áâ¢  Lp( br; b�) ¤®«¦ë ®¡« ¤ âì ¬®£¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, ª®â®àë¥   -
«®£¨çë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ á¢®©áâ¢ ¬ ª« áá¨ç¥áª¨å äãªæ¨® «ìëå Lp-¯à®áâà áâ¢, ¯®áâà®¥-
ëå ¯® ç¨á«®¢ë¬ ¬¥à ¬. �®ª § â¥«ìáâ¢  â ª¨å á¢®©áâ¢ ¬®£ãâ ®áãé¥áâ¢«ïâìáï á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬
®¤®£® ¨§ á«¥¤ãîé¨å âà¥å ¬¥â®¤®¢.

1) �®á«¥¤®¢ â¥«ì®¥ ¯®¢â®à¥¨¥ ¢á¥å è £®¢ ¨§¢¥áâëå ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¤«ï ª« áá¨ç¥áª¨å Lp-
¯à®áâà áâ¢, ãç¨âë¢ îé¥¥ ®á®¡¥®áâ¨ L0(
)-§ çëå ¬¥à.

2) �à¨¬¥¥¨¥ ¡ã«¥¢®§ ç®£®   «¨§ , ¤ îé¥£® ¢®§¬®¦®áâì ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¬®¤¥«¨
â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢ á¢®¤¨âì L0(
)-¬®¤ã«¨ Lp( br; b�) ª ®¡ëçë¬ ¡  å®¢ë¬ Lp-¯à®áâà áâ¢ ¬.

3) �à¥¤áâ ¢«¥¨¥ Lp( br; b�) ¢ ¢¨¤¥ ¨§¬¥à¨¬®£® à áá«®¥¨ï ª« áá¨ç¥áª¨å Lp-¯à®áâà áâ¢, ®¯¨-
à îé¥¥áï   áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å «¨äâ¨£®¢.

�¥à¢ë© ¬¥â®¤, à §ã¬¥¥âáï, ¥íää¥ªâ¨¢¥, ¯®áª®«ìªã ® ¢ëã¦¤ ¥â ¯®¢â®àïâì ¨§¢¥áâë¥
íâ ¯ë ¤®ª § â¥«ìáâ¢, ¬®¤¨ä¨æ¨àãï ¨å ¤«ï L0(
)-§ çëå ¬¥à. �â®à®© ¬¥â®¤ á¢ï§  á ¯à¨¢«¥-
ç¥¨¥¬ ¤®áâ â®ç® âàã¤®¥¬ª®£®  ¯¯ à â  ¡ã«¥¢®§ ç®£®   «¨§ , ¨ ¥£® à¥ «¨§ æ¨ï ¯®âà¥¡ã¥â
®£à®¬®© ¯®¤£®â®¢¨â¥«ì®© à ¡®âë, á¢ï§ ®© á ãáâ ®¢«¥¨¥¬ ¢§ ¨¬®á¢ï§¥© ¤«ï ¨§ãç ¥¬ëå
®¡ê¥ªâ®¢ ¢ ®¡ëç®© ¨ ¡ã«¥¢®§ ç®© ¬®¤¥«ïå â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢.

� ¨¡®«¥¥ \íª®®¬ë¬" ¯ãâ¥¬ ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ¨ï á¢®©áâ¢ ¯à®áâà áâ¢ Lp( br; b�) á  è¥© â®çª¨
§à¥¨ï ï¢«ï¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ âà¥âì¥£® ¬¥â®¤ . �â® á¢ï§ ® á â¥¬, çâ® ã¦¥ ¨¬¥¥âáï ¤®áâ â®ç-
® å®à®è® à §à ¡®â  ï â¥®à¨ï ¨§¬¥à¨¬ëå à áá«®¥¨© ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ (á¬.,  ¯à.,
[5]). �®íâ®¬ã ¥¥ íää¥ªâ¨¢®¥ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ á ¯à¨¢«¥ç¥¨¥¬ ã¦¥ ¨§¢¥áâëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¨§
®¡é¥© â¥®à¨¨ ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ ¤ ¥â ¢®§¬®¦®áâì ¯®«ãç¥¨ï à §«¨çëå á¢®©áâ¢ ¨ ¤«ï
¯à®áâà áâ¢ �  å {� â®à®¢¨ç .
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� ¤ ®© à ¡®â¥ íâ®â ¬¥â®¤ ¨««îáâà¨àã¥âáï   ¯à¨¬¥à¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íà£®¤¨ç¥áª®© â¥®-
à¥¬ë ¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ìëå á¦ â¨© à¥è¥â®ª Lp( br; b�) �  å {� â®à®¢¨ç .

�ãáâì br, b� â¥ ¦¥, çâ® ¨ ¢ëè¥. � áá¬®âà¨¬ ¨§¬¥à¨¬®¥ à áá«®¥¨¥ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à r!

á® áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®© ç¨á«®¢®© ¬¥à®© �!, ! 2 
, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ( br; b�) [6], [7]. �ãáâì
L0( br) = L0( br; b�) | â®¯®«®£¨ç¥áª ï ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  äãªæ¨© á L0(
)-§ ç®© ¬¥âà¨ª®©

b�( bf; bg) = R
br

jbf�bgj
1+jbf�bgjdb� ¨ L0(r!; �!) | ¨§¬¥à¨¬®¥ à áá«®¥¨¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª

¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ L0( br; b�) á ¬¥âà¨ª®© �!(f(!); g(!)) =
R
r!

jf(!)�g(!)j

1+jf(!)�g(!)j
d�!

(á¬. [8]); §¤¥áì ¨ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ bf ®§ ç ¥â ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§ L0( br; b�), á®¤¥à¦ é¨© ¯à¥¤-
áâ ¢¨â¥«ì f(!) 2 L0(r!; �!), ! 2 
.

�¥®à¥¬  1. �«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ f bfng ¨§ L0( br; b�) â®ç ï ¢¥àåïï (á®®â¢¥âáâ¢¥®
¨¦ïï) £à ì sup

n�1

bfn (á®®â¢¥âáâ¢¥® inf
n�1

bfn) áãé¥áâ¢ã¥â ¢ L0( br; b�) ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬

á«ãç ¥, ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â sup
n�1

fn(!) (á®®â¢¥âáâ¢¥® inf
n�1

fn(!)) ¢ L0(r!; �!) ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å

(¯. ¢.) ! 2 
. � íâ®¬ á«ãç ¥ (sup
n�1

bfn)(!) = sup
n�1

fn(!)
�
(inf
n�1

bfn)(!) = inf
n�1

fn(!)
�
¤«ï ¯. ¢. ! 2 
.

�§ íâ®© â¥®à¥¬ë ¢ëâ¥ª ¥â

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì bfn í«¥¬¥â®¢ ¨§ à¥è¥âª¨ L0( br; b�) (o)-áå®¤¨âáï ª bf 2
L0( br; b�) (§ ¯¨áì: bfn (o)

�! bf), â® fn(!)
(o)
�! f(!) ¢ L0(r!; �!) ¤«ï ¯. ¢. ! 2 
. �¡à â®, ¥á«¨

fn(!)
(o)
�! g(!) ¤«ï ¥ª®â®à®£® g(!) 2 L0(r!; �!) ¤«ï ¯. ¢. ! 2 
, â® bg 2 L0( br; b�) ¨ bfn (o)

�! bg ¢
L0( br; b�).

�ãáâì T : Lp( br; b�) ! Lp( br; b�) | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥. � ª ®¡ëç®, T  §ë¢ îâ ¯®«®¦¨-
â¥«ìë¬, ¥á«¨ T bf � 0 ¤«ï ¢á¥å bf � 0. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® T�L0(
) | ®£à ¨ç¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥,
â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ k 2 L0(
), çâ® jT bf jp � kj bf jp ¯à¨ ¢á¥å bf 2 L0( br; b�). � íâ®¬ á«ãç ¥ ®¯à¥¤¥-
«¥ í«¥¬¥â jT j = sup

jbfjp�1
jT bf jp, ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â®¬ L0(
), £¤¥ 1 | ¥¤¨¨çë© í«¥¬¥â

L0(
). �á«¨ jT j � 1, â® ®â®¡à ¦¥¨¥  §ë¢ îâ á¦ â¨¥¬.

�à¨¬¥à. �ãáâì (
; br; �) | ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ª®¥ç®© ç¨á«®¢®© ¬¥à®© �. �®¤ br
¯®¤à §ã¬¥¢ ¥¬ ¯®«ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¢á¥å ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ à ¢ëå �-¯. ¢. ¨§¬¥à¨¬ëå
¬®¦¥áâ¢ ¨§ 
. �ãáâì br0 | ¯à ¢¨«ì ï ¡ã«¥¢  ¯®¤ «£¥¡à  ¢ br, �0 | áã¦¥¨¥ �   br0, E(� j br0)
| ãá«®¢®¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ¨§ L1(
; br; �)   L1(
; br0; �0). �á®, çâ® b�(be) = E(be j br0)
ï¢«ï¥âáï áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®© L0(
; br0; �0)-§ ç®© ¬¥à®©   br.

�ãáâì br1 | ¤àã£ ï ¯à®¨§¢®«ì ï ¯à ¢¨«ì ï ¡ã«¥¢  ¯®¤ «£¥¡à  ¢ br ¨ br1 � br0. �¡®§ ç¨¬
ç¥à¥§ b�1 áã¦¥¨¥ b�   br1. �®£« á® â¥®à¥¬¥ 4.2.9 ([4], á. 182) áãé¥áâ¢ã¥â ®¯¥à â®à ãá«®¢®£®
¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ®¦¨¤ ¨ï T : L1( br; b�) ! L1( br1; b�1), ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ ¨
®â®¡à ¦ ¥â Lp( br; b�) ¢ Lp( br; b�) ¤«ï ¢á¥å p � 1, ¯à¨ íâ®¬ jT bf jp � j bf jp ¤«ï «î¡®£® bf 2 Lp( br; b�) ¨
T1 = 1.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì T : Lp( br; b�) ! Lp( br; b�) | ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ «¨¥©®¥ á¦ â¨¥ ¨ T1�1.
�®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® ! 2 
 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ á¦ â¨¥ T! : Lp(r!; �!) !
Lp(r!; �!), çâ® T!f(!) = (T bf)(!) ¤«ï «î¡®£® bf 2 Lp( br; b�) ¨ �-¯. ¢. !.

�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ï¢«ï¥âáï   «®£®¬ ¨§¢¥áâ®© íà£®¤¨ç¥áª®© â¥®à¥¬ë ¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ì-
ëå á¦ â¨© à¥è¥â®ª Lp( br; b�) �  å {� â®à®¢¨ç , ¯®áâà®¥ëå ¯® L0(
)-§ çë¬ ¬¥à ¬.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì p > 1, q > 1, 1
p
+ 1

q
= 1, T : Lp( br; b�) ! Lp( br; b�) | ¯®«®¦¨â¥«ì®¥

«¨¥©®¥ á¦ â¨¥, ¤«ï ª®â®à®£® T1 � 1. �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® bf 2 Lp( br; b�)
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1) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì sn(j bf j) = 1
n

n�1P
i=0

T i(j bf j) ®£à ¨ç¥  ¢ Lp( br; b�) ¨ j sup
n�1

sn(j bf j)jp � qj bf jp;
2) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ef 2 Lp( br; b�), çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì sn( bf) (o)-áå®¤¨âáï ª ef ¢

Lp( br; b�), ¢ ç áâ®áâ¨, sn( bf) b�-¯. ¢. áå®¤¨âáï ª ef .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì bf 2 Lp( br; b�) ¨ sn( bf) = 1
n

n�1P
i=0

T i bf . �®£« á® â¥®à¥¬¥ 2 sn( bf)(!) =
1
n

n�1P
i=0

T i
!f(!) = sn(f(!)) ¤«ï ¯. ¢. !. �§ ¨§¢¥áâëå â¥®à¥¬ 5.25 ¨ 5.26 ([9], á. 189{190) á«¥¤ã¥â,

çâ® k sup
n�1

sn(f(!))kp � qkf(!)kp ¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ g(!) 2 Lp(r!; �!), çâ® sn(f(!))
(o)
�! g(!) ¢

Lp(r!; �!) ¤«ï ¯. ¢. ! 2 
.
� á¨«ã â¥®à¥¬ë 1 ¢ Lp( br; b�) áãé¥áâ¢ã¥â sup

n�1
sn(j bf j) ¨ j sup

n�1
sn(j bf j)jp � qj bf jp. �§ á«¥¤áâ¢¨ï ª

â¥®à¥¬¥ 1 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® sn( bf) = \sn(f(!)) (o)
�! ef = dg(!) ¢ L0( br; b�). �®áª®«ìªã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

sn( bf) ®£à ¨ç¥  ¢ Lp( br; b�), â® sn( bf) (o)
�! ef ¢ Lp( br; b�). � ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ [10], ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ®

¨§ (o)-áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ L0( br; b�) á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì b�-¯. ¢. �®íâ®¬ã sn( bf)! ef b�-¯. ¢.
�¨â¥à âãà 
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