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�¥«ìî ¤ ®© à ¡®âë ï¢«ï¥âáï ¯®«ãç¥¨¥ ®¢ëå ¯à¨§ ª®¢ áå®¤¨¬®áâ¨ ¤«ï àï¤®¢ á ¯®«®-
¦¨â¥«ìë¬¨ ç«¥ ¬¨, ª®â®àë¥ ¯®§¢®«ïîâ ã¯à®áâ¨âì ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ â ª¨å àï¤®¢.

�ãáâì   ¬®¦¥áâ¢¥  âãà «ìëå ç¨á¥« N § ¤ ë âà¨ äãªæ¨¨ '(n), g(n), f(n) â ª¨¥, çâ®

1) '(n), f(n) ï¢«ïîâáï ¢®§à áâ îé¨¬¨, ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨, ¥®£à ¨ç¥ë¬¨
äãªæ¨ï¬¨;

2) g(n) ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ ;
3) lim

n!1

'(n)g(n)

f(n) lnn
= q;

4) lim
n!1

g(n)
f(n)

= 0.

� áá¬®âà¨¬ ®â¤¥«ì® á«ãç ¨, ª®£¤  q 6= 0 | ª®¥ç®¥ ç¨á«®, q = 0 ¨ q = +1.
�ãáâì q 6= 0 | ª®¥ç®¥ ç¨á«®. �®£¤  ¯à¨ ¢ëè¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ãá«®¢¨ïå á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  1. �á«¨ ¤«ï í«¥¬¥â®¢ àï¤ 
1P
n=1

an,  ç¨ ï á ¥ª®â®à®£® ®¬¥à  N , 8n � N ¢ë-

¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

1) (1� a1='(n)n )f(n)=g(n) � p > 1=q, £¤¥ p | ¥ª®â®à®¥ ¯®áâ®ï®¥ ç¨á«®, â® àï¤ áå®¤¨âáï.

�á«¨ ¦¥ (8n � N) ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

2) (1�a1='(n)n )f(n)=g(n) � p < 1=q, £¤¥ p| ¥ª®â®à®¥ ¯®áâ®ï®¥ ç¨á«®, â® àï¤ à áå®¤¨âáï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì,  ç¨ ï á ¥ª®â®à®£® ®¬¥à  N , ¤«ï «î¡®£® n � N ¢ë¯®«ï¥âáï
¥à ¢¥áâ¢® 1) â¥®à¥¬ë. �®£¤ 

(1� pg(n)=f(n))'(n) � an: (1)

�®ª ¦¥¬, çâ® áå®¤¨âáï àï¤
1X
n=k

(1� pg(n)=f(n))'(n); (2)

£¤¥ k | ®¬¥à,  ç¨ ï á ª®â®à®£® ¨¬¥îâ á¬ëá« í«¥¬¥âë àï¤ . �à¨¬¥¨¬ ª íâ®¬ã àï¤ã «®£ -

à¨ä¬¨ç¥áª¨© ¯à¨§ ª [1]

ln(1� pg(n)=f(n))�'(n)

lnn
=

'(n)pg(n)
f(n) lnn

lnB(n); B(n) = (1� pg(n)=f(n))
f(n)
�pg(n) : (3)

� á¨«ã ãá«®¢¨ï 4) ¯®«ãç ¥¬ lim
n!1

lnB(n) = 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® " > 0  ©¤¥âáï N1

â ª®¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å n � N1 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

1� " < lnB(n) < 1 + ": (4)

�§ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï 3) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® "0 > 0 áãé¥áâ¢ã¥â N2 â ª®¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å n � N2

¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

q � "0 <
'(n)g(n)
f(n) lnn

< q + "0:
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�®£¤  ¯®«ãç ¥¬

p
'(n)g(n)
f(n) lnn

lnB(n) � p(q � "q � "0 + "0"):

� ª ª ª p � 1
q��

, £¤¥ 0 < � < q | ¥ª®â®à®¥ ç¨á«®,   ç¨á«  " ¨ "0 ¬®£ãâ ¡ëâì «î¡ë¬¨, â®
¢ë¡¨à ¥¬ ¨å â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ¢ë¯®«ï«®áì ¥à ¢¥áâ¢® q � "q � "0 + "0" � q � �, £¤¥
0 < � < � | «î¡®¥ ç¨á«®. �®£¤  ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¥à ¢¥áâ¢®

p(q � "q � "0 + "0") �
q � �

q � �
= � > 1;

ª®â®à®¥ ¢ë¯®«ï¥âáï ¤«ï ¢á¥å n � max(N;N1; N2). � á¨«ã «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®£® ¯à¨§ ª  [1] àï¤

(2) áå®¤¨âáï,   § ç¨â, ¯® ¯à¨§ ªã áà ¢¥¨ï [2] áå®¤¨âáï ¨ àï¤
1P
n=1

an.

�ãáâì â¥¯¥àì ¤«ï ¢á¥å n � N ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® 2) â¥®à¥¬ë. �®£¤ 

(1� pg(n)=f(n))'(n) � an:

�®ª ¦¥¬, çâ® à áå®¤¨âáï àï¤ (2). �à¨¬¥ïï ª íâ®¬ã àï¤ã «®£ à¨ä¬¨ç¥áª¨© ¯à¨§ ª ¨
à ááã¦¤ ï â ª ¦¥, ª ª ¨ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯¥à¢®© ç áâ¨, ¯®«ãç¨¬

ln(1� pg(n)=f(n))�'(n)

lnn
=

'(n)pg(n)
f(n) lnn

lnB(n) � p(q + "q + "0 + ""0):

� ª ª ª p � 1
q+

, £¤¥  > 0 | ¥ª®â®à®¥ ç¨á«®, â®, ¢ë¡à ¢ ç¨á«  " ¨ "0 â ª, çâ® q+"q+"0+"0" �
q+�, £¤¥ 0 < � <  | «î¡®¥ ç¨á«® (â ª®© ¢ë¡®à ¢®§¬®¦¥ ¢ á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì®áâ¨ ç¨á¥« " ¨ "0),
¯®«ãç¨¬ ¥à ¢¥áâ¢® p(q+"q+"0+"0") � q+�

q+
= � < 1, ª®â®à®¥ ¢ë¯®«ï¥âáï ¤«ï ¢á¥å n �M , £¤¥

M � N | ¥ª®â®àë© ®¬¥à. � á¨«ã «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®£® ¯à¨§ ª  àï¤ (2) à áå®¤¨âáï,   § ç¨â,

à áå®¤¨âáï ¨ àï¤
1P
n=1

an.

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì á«ãç ©, ª®£¤  q = +1. �«ï ¥£® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�¥®à¥¬  2. �á«¨ ¤«ï í«¥¬¥â®¢ àï¤ 
1P
n=1

an,  ç¨ ï á ¥ª®â®à®£® ®¬¥à  N , 8n � N ¢ë-

¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

1) (1� a1='(n)n )f(n)=g(n) � p > 0, £¤¥ p | ¥ª®â®à®¥ ¯®áâ®ï®¥ ç¨á«®, â® àï¤ áå®¤¨âáï.

�á«¨ ¦¥ (8n � N) ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

2) (1� a1='(n)n )f(n)=g(n) < 0; â® àï¤ à áå®¤¨âáï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì,  ç¨ ï á ¥ª®â®à®£® ®¬¥à  N , 8n � N ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®
1) â¥®à¥¬ë. �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (1). �®ª ¦¥¬, çâ® áå®¤¨âáï àï¤ (2). �à¨¬¥ïï ª íâ®¬ã àï¤ã
«®£ à¨ä¬¨ç¥áª¨© ¯à¨§ ª, ¯®«ãç¨¬ à ¢¥áâ¢® (3).

� á¨«ã ãá«®¢¨ï 4) ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® " > 0  ©¤¥âáï N1 â ª®¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å n � N1

¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® (4). �® ãá«®¢¨î 3) ¨¬¥¥¬ '(n)g(n)

f(n) lnn
! +1 ¯à¨ n ! 1, á«¥¤®¢ â¥«ì®,

¤«ï ª ¦¤®£® A > 0  ©¤¥âáï N2 â ª®¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å n � N2

'(n)g(n)
f(n) lnn

� A:

�âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ p'(n)g(n)

f(n) lnn
lnB(n) � pA(1� "). � ª ª ª ç¨á«  A ¨ " ¯à®¨§¢®«ìë, â® ¢ë¡¥à¥¬ ¨å

â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® A(1�") > 1
p��

, £¤¥ 0 < � < p| «î¡®¥ ç¨á«®. �®£¤  ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¥à ¢¥áâ¢®
pA(1�") � p

p��
= � > 1 ¤«ï ¢á¥å n � max(N;N1; N2). �«¥¤®¢ â¥«ì®, àï¤ (2) áå®¤¨âáï,   § ç¨â,

¯® ¯à¨§ ªã áà ¢¥¨ï áå®¤¨âáï ¨ àï¤
1P
n=1

an.
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�ãáâì â¥¯¥àì ¤«ï ¢á¥å n � N ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® 2) â¥®à¥¬ë. �§ ãá«®¢¨© 1) ¨ 2)
¯®«ãç ¥¬ f(n)=g(n) > 0 ¤«ï ¢á¥å n � N . �«¥¤®¢ â¥«ì®, 1 � a1='(n)n < 0 8n � N ,   § ç¨â,

an > 1, ª®â®à®¥ ¢«¥ç¥â à áå®¤¨¬®áâì àï¤ 
1P
n=1

an.

� ª®¥æ, ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  q = 0, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�¥®à¥¬  3. �á«¨ ¤«ï í«¥¬¥â®¢ àï¤ 
1P
n=1

an,  ç¨ ï á ¥ª®â®à®£® ®¬¥à  N , 8n � N ¢ë-

¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

(1� a1='(n)n )f(n)=g(n) � p; (5)

£¤¥ p | ¥ª®â®à®¥ ç¨á«®, â® àï¤ à áå®¤¨âáï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì,  ç¨ ï á ¥ª®â®à®£® ®¬¥à  N , ¤«ï ¢á¥å n � N ¢ë¯®«¥® ¥à -
¢¥áâ¢® (5). �®£¤  (1�pg(n)=f(n))'(n) � an. �®ª ¦¥¬, çâ® à áå®¤¨âáï àï¤ (2). �à¨¬¥ïï ª ¥¬ã
«®£ à¨ä¬¨ç¥áª¨© ¯à¨§ ª, ¯®«ãç¨¬ à ¢¥áâ¢® (3).

�®áª®«ìªã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì f'(n)g(n)
f(n) lnn

g ! 0 ¯à¨ n ! 1,   ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fp lnB(n)g

®£à ¨ç¥ ï, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fp'(n)g(n)
f(n) lnn

lnB(n)g ! 0 ¯à¨ n ! 1. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

à áå®¤¨âáï àï¤ (2),   § ç¨â, ¯® ¯à¨§ ªã áà ¢¥¨ï à áå®¤¨âáï ¨ àï¤
1P
n=1

an.

�à¨¬¥à. �áá«¥¤®¢ âì   áå®¤¨¬®áâì àï¤

1X
n=1

�
akn

k + ak�1n
k�1 + � � � + a0

bknk + bk�1nk�1 + � � �+ b0

�csns+cs�1n
s�1+���+c0

;

£¤¥ ai; bi � 0, i = 1; k, cj � 0, j = 1; s.
� áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  s > k > 0. �®£¤ , ¯®« £ ï

'(n) = csn
s + cs�1n

s�1 + � � � + c0;

f(n) = bkn
k + bk�1n

k�1 + � � � + b0;

g(n) = 1

¨ ¯à¨¬¥ïï â¥®à¥¬ã 2 ¢ ¯à¥¤¥«ì®© ä®à¬¥, ¯®«ãç ¥¬, çâ®

1) ¯à¨ bk > ak àï¤ áå®¤¨âáï;
2) ¯à¨ bk < ak àï¤ à áå®¤¨âáï;
3) ¯à¨ bk = ak ¨ bk�1 > ak�1 àï¤ áå®¤¨âáï;

¯à¨ bk = ak ¨ bk�1 < ak�1 àï¤ à áå®¤¨âáï;
¯à¨ bk = ak, bk�1 = ak�1 ¨ bk�2 > ak�2 àï¤ áå®¤¨âáï;
¯à¨ bk = ak, bk�1 = ak�1 ¨ bk�2 < ak�2 àï¤ à áå®¤¨âáï;
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
¯à¨ b0 > a0 àï¤ áå®¤¨âáï,
¯à¨ b0 � a0 àï¤ à áå®¤¨âáï.

� «®£¨ç® à áá¬ âà¨¢ îâáï á«ãç ¨, ª®£¤  s = k > 0 ¨ 0 < s < k.

�¨â¥à âãà 
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