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1. �®áâ ®¢ª  § ¤ ç¨ ¨ ®á®¢ë¥ á®£« è¥¨ï. �ãáâì L | ¯®«ã¯à®áâ ï  «£¥¡à  �¨
 ¤ ¯®«¥¬ C ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥« à £  r, H | ¥¥ ª àâ ®¢áª ï ¯®¤ «£¥¡à  á ª®à¥¢®© á¨áâ¥¬®©
R ¨ � = f�1; : : : ; �rg | á¨áâ¥¬  ¯à®áâëå ª®à¥© ¢ R (R� | ¬®¦¥áâ¢  ¯®«®¦¨â¥«ìëå ¨
®âà¨æ â¥«ìëå ª®à¥© ®â®á¨â¥«ì® �). �¨ªá¨àã¥¬ H ¨ �. � §¨á B  «£¥¡àë L ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì
æ¥«®ç¨á«¥ë¬, ¥á«¨ ® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

1) ¢á¥ áâàãªâãàë¥ ª®áâ âë ®â®á¨â¥«ì® B | æ¥«ë¥ ç¨á« ;
2) ¡ §¨á B á®£« á®¢  á à §«®¦¥¨¥¬   ®¤®¬¥àë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 

L =
rM

i=1

Hi �
M

�2R

L�; £¤¥ L� ª®à¥¢®¥,   Hi = [L��i
; L�i

];

â. ¥. ¨¬¥¥â ¢¨¤ B = fx�; hi j � 2 R; i = 1; : : : ; rg, £¤¥ x� 2 L�,   hi 2 Hi;
3) ¤«ï í«¥¬¥â®¢ hi ¢ë¯®«ïîâáï à ¢¥áâ¢ 

[x��i
; hj ] = �cijx��i

; [x�i
; hj ] = cijx�i

; [x��i
; x�j

] = ��ijhj ; i; j = 1; : : : ; r;

£¤¥ C = (cij) | (r � r)-¬ âà¨æ  «¨¡® � àâ   á¨áâ¥¬ë R, «¨¡® ¯à¨¢¥¤¥ ï ¬ âà¨æ  � àâ  .
�®¤ ¯à¨¢¥¤¥®© ¬ âà¨æ¥© � àâ   [1] ¯®¨¬ ¥¬ ¬ âà¨æã C 0 = (c0ij), c

0
ij = cij=�j , £¤¥ �j =

(c1j ; : : : ; crj) |  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ j-£® áâ®«¡æ  ¢ ®¡ëç®© ¬ âà¨æ¥
� àâ   C = (cij), cij =

2(�ij�j)

(�j j�j)
. �à¨ íâ®¬ ¥á«¨ R ¥¯à¨¢®¤¨¬ , â® �j 6= 1 â®«ìª® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤ 

R = Br ¨ j = r (¯à¨ (�ij�i) > (�rj�r) ¤«ï i < r).
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ B á¥¬¥©áâ¢® æ¥«®ç¨á«¥ëå ¡ §¨á®¢ â ª®¥, çâ® «î¡ë¥ ¤¢  ¡ §¨á  B =

fx�; hi j � 2 R; i = 1; : : : ; rg ¨ B0 = fx0�; h
0
i j � 2 R; i = 1; : : : ; rg ¨§ B á¢ï§ ë ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬

x0� = �(�)x�; x� = �(�)x0�; �(�)�(�) = 1; � 2 R;

£¤¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® h0i = hi, �(��i) = �(�i) = 1, i = 1; : : : ; r, ¨ �(�) > 0 ¤«ï ¢á¥å � 2 R.
� §¨á B ¡ã¤¥¬ ®¡ëç®  §ë¢ âì ¨áå®¤ë¬, B0 | ®¢ë¬,   ª®íää¨æ¨¥âë �(�) | ¯¥à¥å®¤ë¬¨
®â B ª B0. � ¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ �(��i) = �(�i) = 1, i = 1; : : : ; r, ¥ ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥ë¬ ¤«ï
®¯¨á ¨ï æ¥«®ç¨á«¥ëå ¡ §¨á®¢ (á¬. § ¬¥ç ¨¥ ¯®á«¥ «¥¬¬ë 4).

�ç¥¢¨¤®, æ¥«®ç¨á«¥ë© ¡ §¨á ¯®à®¦¤ ¥â ¯®àï¤®ª ¢ L. �â¨ ¯®àï¤ª¨ ï¢«ïîâáï ®¡®¡é¥¨¥¬
¯®àï¤ª®¢ �¥¢ ««¥ (á¬. [2], á. 229{232) ¢ á«¥¤ãîé¥¬ á¬ëá«¥. �®àï¤®ª �¥¢ ««¥ á®áâ®¨â ¨§ á¨-
áâ¥¬ë �¥¢ ««¥ ¨ ¤®§¢®«¥®© à¥è¥âª¨ ¢ H. �¥à¢®¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª á¥¬¥©áâ¢® fx� j � 2 Rg,
¤«ï ª®â®à®£® ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï: (i) x� 2 L� ¤«ï ¢á¥å � 2 R; (ii) [x��; x�] = h� ¤«ï ¢á¥å � 2 R;
(iii) � : x� ! x��, £¤¥ � | á¯¥æ¨ «ìë©  ¢â®¬®àä¨§¬,   í«¥¬¥âë h� ®¯à¥¤¥«ïîâáï à ¢¥áâ¢ -
¬¨ [x�; h�] = � 2(�j�)

(�j�)
x� (�; � 2 R). � ¤ ®© áâ âì¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¯®àï¤ª¨, ¢ ª®â®àëå ¤«ï

á¨áâ¥¬ë fx� j � 2 Rg ãá«®¢¨ï (i), (ii) § ¬¥¥ë ¡®«¥¥ á« ¡ë¬¨, ¯® áãé¥áâ¢ã, â¥¬¨ ¦¥, ® á¯à -
¢¥¤«¨¢ë¬¨ ¤«ï ª®à¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â®«ìª® ª®àï¬ ¨§ ��. �à¨ íâ®¬ ®â¬¥â¨¬,
çâ® ¥á«¨ h� = [x��; x�], � 2 R+, â® à¥è¥âª  hh� j � 2 R+iZ= hhi j i = 1; : : : ; riZ= H, £¤¥ hi = h�i

(â. ª. ¬®¦¥áâ¢® fh�; �h� j � 2 R+g ï¢«ï¥âáï ª®à¥¢®© á¨áâ¥¬®© (¤ã «ì®© ª R),   fh1; : : : ; hrg
| ¯®¤á¨áâ¥¬®© ¯à®áâëå ª®à¥© ¢ ¥©). �®§¢®«¥®áâì íâ®© à¥è¥âª¨ ¢  è¥¬ á«ãç ¥ ®§ ç ¥â,
çâ® ®  á®åà ï¥â à¥è¥âªã, ¯®à®¦¤¥ãî á¨áâ¥¬®© fx� j � 2 Rg.
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�¢  ¡ §¨á , á®£« á®¢ ëå á ª®à¥¢ë¬ à §«®¦¥¨¥¬, ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨
 ¡á®«îâë¥ § ç¥¨ï ¨å á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å áâàãªâãàëå ª®áâ â á®¢¯ ¤ îâ. �¯¥æ¨ «ìë©  ¢-
â®¬®àä¨§¬ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì á¨¬¬¥âà¨¥©.

� è  æ¥«ì | ®¯¨á âì á â®ç®áâìî ¤® á¨¬¬¥âà¨¨ ®â®á¨â¥«ì® á¯¥æ¨ «ì®£®  ¢â®¬®àä¨§¬ 
¡ §¨áë ¢ B ¤«ï ¯à®áâ®©  «£¥¡àë �¨ ª ¦¤®£® â¨¯ . �â® ¤ áâ ®¯¨á ¨¥ ¢á¥å æ¥«®ç¨á«¥ëå
¡ §¨á®¢ «î¡®© ¯®«ã¯à®áâ®©  «£¥¡àë �¨  ¤ C á â®ç®áâìî ¤® íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.

2. �®à¬ã«¨à®¢ª  ®á®¢®£® à¥§ã«ìâ â . �á®¢®© à¥§ã«ìâ â áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¢ ¢¨¤¥ á«¥-
¤ãîé¨å â¥®à¥¬, ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå ®â®á¨âáï ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã â¨¯ã ¯à®áâ®© ª« áá¨ç¥áª®©
 «£¥¡àë �¨. �«ï ª®à¥© ¨á¯®«ì§ã¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï, ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ ([3], á. 302{319, â ¡«. I{IX). �
ª ç¥áâ¢¥ ¨áå®¤®£® ¡¥à¥¬ ¡ §¨á �¥¢ ««¥.

�¥®à¥¬  A. �á«¨ á¥¬¥©áâ¢® B á®¤¥à¦¨â ¡ §¨á B = fx�; hi j � 2 R; i = 1; : : : ; rg â ª®©,
çâ® [x�; x�] = �x�+� ¤«ï «î¡ëå �; � 2 R c �+ � 2 R, â® ® ¥¤¨áâ¢¥ë© ¢ B.

� §¨á ¬¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë A, ï¢«ïîâáï ¢á¥ æ¥«®ç¨á«¥ë¥ ¡ §¨áë
¯à®áâëå  «£¥¡à �¨ â¨¯®¢ R = Ar; Dr ¨ Er,   â ª¦¥ æ¥«®ç¨á«¥ë© ¡ §¨á  «£¥¡àë â¨¯  Br á
¯à¨¢¥¤¥®© ¬ âà¨æ¥© � àâ   C 0 ( ¯à., áâ ¤ àâë© ¡ §¨á o2r+1). � á«ãç ïå  «£¥¡à �¨ â¨¯®¢
R = Ar; Dr ¨ Er ª ¦¤ë© æ¥«®ç¨á«¥ë© ¡ §¨á ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ �¥¢ ««¥.

�¥®à¥¬  B. �á«¨ á¥¬¥©áâ¢® B  «£¥¡àë �¨ â¨¯  Br á®¤¥à¦¨â ¡ §¨á �¥¢ ««¥, â® ®® á®-

áâ®¨â ¨§ 4 ¡ §¨á®¢ (¨§ 3 á â®ç®áâìî ¤® á¨¬¬¥âà¨¨), ¨§ ª®â®àëå 2 á ¬®á¨¬¬¥âà¨çë. �®-
íää¨æ¨¥â ¬¨ ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  �¥¢ ««¥ ª ®áâ «ìë¬ ï¢«ïîâáï

�(�("i � "j)) = 1 ¤«ï ¢á¥å 1 � i < j � r;

�(�"i) = 1 ¤«ï ¢á¥å 1 � i � r;

�(�"i � "j) = � ¤«ï ¢á¥å 1 � i < j � r;

�("i + "j) = � ¤«ï ¢á¥å 1 � i < j � r;

(b)

£¤¥ � ¨ � ¥§ ¢¨á¨¬® ¤àã£ ®â ¤àã£  à ¢ë «¨¡® 1, «¨¡® 2.

�¥®à¥¬  C. �«£¥¡à  �¨ â¨¯  Cr á â®ç®áâìî ¤® á¨¬¬¥âà¨¨ ¨ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨¬¥¥â

2r�2(2r�1 + 1) à §«¨çëå æ¥«®ç¨á«¥ëå ¡ §¨á  (ª ¦¤®¥ B á®áâ®¨â ¨§ 22r�2 í«¥¬¥â®¢), ¨§
ª®â®àëå 2r�1 á ¬®á¨¬¬¥âà¨çë ¨ ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á 

�¥¢ ««¥

�(�("i � "j)) = 1 ¤«ï ¢á¥å 1 � i < j � r;

�(�("i + "j)) = 1 ¤«ï ¢á¥å 1 � i < j � r;

�(�2"i) = �i ¤«ï ¢á¥å 1 � i < r;

�(2"i) = ��i ¤«ï ¢á¥å 1 � i < r;

(c)

£¤¥ ¢á¥ ¯ à ¬¥âàë �i ¨ �i ¥§ ¢¨á¨¬® ¤àã£ ®â ¤àã£  à ¢ë «¨¡® 1, «¨¡® 2.

�¥®à¥¬  F. �«£¥¡à  �¨ â¨¯  F4 á â®ç®áâìî ¤® á¨¬¬¥âà¨¨ ¨ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨¬¥¥â 22
(¨§ ¨å 6 á ¬®á¨¬¬¥âà¨çëå, ¤«ï ª ¦¤®£® jBj = 38) à §«¨çëå æ¥«®ç¨á«¥ëå ¡ §¨á , ª®â®àë¥
®¯à¥¤¥«ïîâáï ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  �¥¢ ««¥

�(�"i) = 1 ¤«ï i = 1; 2; 3; 4;

�(�("i � "j)) = 1 ¤«ï 2 � i < j � 4;

�(
1
2
(�"1 � "2 � "3 � "4)) = 1; (f)

�(�"i � "j) = �1; �("i + "j) = �1 ¤«ï 2 � i < j � 4;

�(�"1 + "j) = �2; �("1 � "j) = �2 ¤«ï j = 2; 3; 4;

�(�"1 � "j) = �3; �("1 + "j) = �3 ¤«ï j = 2; 3; 4;
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£¤¥ ¯ à ¬¥âàë �i, �i, i = 1; 2; 3, à ¢ë ª ¦¤ë© «¨¡® 1, «¨¡® 2 ¯à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ ãá«®¢¨©

�1�2
�3

;
�1�3
�2

;
�1�2
�3

;
�1�3
�2

áãâì æ¥«ë¥ ç¨á« . (1)

�¥®à¥¬  G. �«£¥¡à  �¨ â¨¯  G2 á â®ç®áâìî ¤® á¨¬¬¥âà¨¨ ¨ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨¬¥¥â

14 (¨§ ¨å 4 á ¬®á¨¬¬¥âà¨çëå, ¤«ï ª ¦¤®£® jBj = 24) à §«¨çëå æ¥«®ç¨á«¥ëå ¡ §¨á®¢,

ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¯¥à¥å®¤  (®â ¡ §¨á  �¥¢ ««¥):

�(�("1 � "2)) = �(�(�2"1 + "2 + "3)) = �(�(�"1 + "3)) = 1;

�("2 � "3) = �1; �(�"2 + "3) = �1;

�(2"2 � "1 � "3) = �1�2; �(�2"2 + "1 + "3) = �1�2;

�(�2"3 + "1 + "2) = �1�2; �(2"3 � "1 � "2) = �1�2;

(g)

£¤¥ �1, �1 à ¢ë «¨¡® 1
2
, «¨¡® 1, «¨¡® 2 ¨ á¢ï§ ë â®«ìª® ãá«®¢¨¥¬

�1�1 | æ¥«®¥ ç¨á«®,   �2, �2 à ¢ë ¥§ ¢¨á¨¬® ¤àã£ ®â ¤àã£  «¨¡® 1, «¨¡® 3: (2)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ª ¦¤®© ¯à®áâ®©  «£¥¡à¥ §  ¨áª«îç¥¨¥¬ â¨¯  Br ¢á¥ B á â®ç®áâìî ¤®
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ \¨§®¬®àäë" ¢ ¯®ïâ®¬ á¬ëá«¥. � á«ãç ¥ Br ¨¬¥¥âáï ¤¢¥ ¢®§¬®¦®áâ¨.

3. �á¯®¬®£ â¥«ìë¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï. �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï ¤«ï áâàãªâãàëå ª®áâ â, ¯®-
« £ ï [x�; x�] = C(�; �)x�+� , [x0�; x

0
�] = C 0(�; �)x0�+� ¨ N(�; �) = jC(�; �)j, N 0(�; �) = jC 0(�; �)j.

�à®¬¥ â®£®, ¤«ï ª®à¥© �; � 2 R â ª¨å, çâ® � + � â®¦¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â R, ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨¥
Q(�; �) = N(�;�)

N 0(�;�)
= C(�;�)

C0(�;�)
(¯à¨ �(�) > 0 ¤«ï ¢á¥å � 2 R).

�¥¬¬  1. �á«¨ �; � 2 R â ª¨¥, çâ® ¨ �+ � 2 R, â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

N 0(�; �) =
�(�)�(�)
�(� + �)

N(�; �): (3)

�(�+ �) = Q(�; �)�(�)�(�): (4)

�®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨¤¥ªá®¢ (i1; : : : ; im), 1 � it � r, t = 1; : : : ;m,  §®¢¥¬ ¯à ¢¨«ìë¬
¯ãâ¥¬ ª®àï � 2 R, ¥á«¨ 't = �i1 + � � � + �it 2 R ¤«ï ¢á¥å t = 1; : : : ;m ¨ 'm = � (§¤¥áì ¨ ¢áî¤ã
¢ ¤ «ì¥©è¥¬ �i 2 �).

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì � = k1�1+ � � �+kr�r 2 R+ ¨ (i1; : : : ; im) | ¯à ¢¨«ìë© ¯ãâì ¤«ï � 2 R.
�®£¤  ¨¬¥¥¬

�(��) =
m�1Y

t=1

Q(�'t;��it+1)�(��1)
k1 � � � �(��r)

kr ; (5)

�(�) =
m�1Y

t=1

Q('t; �it+1)�(�1)k1 � � � �(�r)kr ; (6)

£¤¥ 't = �i1 + � � � + �it , t = 1; : : : ;m (m =
P

ki).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª 't = 't�1 + �it , t = 2; : : : ;m, â® ¯®¢â®à®¥ ¯à¨¬¥¥¨¥ (4) ¤ ¥â
(6). � «®£¨ç® ¯®«ãç ¥¬ (5).

�¥¬¬  2. �ãáâì ', �, � | ª®à¨ â ª¨¥, çâ® ¢á¥ '+�, '+�, '+�+� â®¦¥ «¥¦ â ¢ R.
�®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

Q(';�)Q(' + �; �) = Q('; �)Q(' + �; �): (7)
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨¬¥ïï ¤¢ ¦¤ë (4),  ©¤¥¬

�('+ �+ �) = Q('+ �; �)Q(';�)�(')�(�)�(�):

�¥ïï à®«ï¬¨ � ¨ �,   «®£¨ç® ¯®«ãç¨¬

�('+ �+ �) = Q('+ �; �)Q('; �)�(')�(�)�(�):

�§ íâ¨å ¤¢ãå à ¢¥áâ¢ á«¥¤ã¥â (7).

�¥¬¬  3. �«ï «î¡ëå �; � 2 R+ â ª¨å, çâ® �+ � 2 R, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�(��)�(�) = Q�1(��; � + �)Q�1(�; �): (8)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã (3), (4), ¨¬¥¥¬

N 0(��; � + �) = (�(��)�(� + �)=�(�))N(��; � + �) =

= (�(��)�(�)�(�)=�(�))Q(�; �)N(��; � + �) =

= �(��)�(�)Q(�; �)N(��; � + �);

çâ® à ¢®á¨«ì® (8).

�¥¬¬  4. �ãáâì �i, �i | ¥ã«¥¢ë¥ ç¨á«  â ª¨¥, çâ® �i�i = 1, i = 1; : : : ; r, ¨ B | ¥-

ª®â®àë© ¡ §¨á. �®áâà®¨¬ ®¢ë© ¡ §¨á B0 á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¯¥à¥å®¤  ®â B, ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨
ä®à¬ã« ¬¨

�(��) = �k11 � � � �krr ; �(�) = �k11 � � � �krr (9)

¤«ï � = k1�1 + � � � + kr�r 2 R. T®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ áâàãªâãàë¥ ª®áâ âë ¡ §¨á®¢ B ¨

B0 á®¢¯ ¤ îâ.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®© ¯à®¢¥àª®©. �

�¥¬¬  4 ¯®§¢®«ï¥â ®£à ¨ç¨âìáï à áá¬®âà¥¨¥¬ ®¢ëå ¡ §¨á®¢, ¤«ï ª®â®àëå

�(��i) = �(�i) = 1; i = 1; : : : ; r: (10)

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ B ¨ B0 | æ¥«®ç¨á«¥ë¥ ¡ §¨áë ¨ �(�) | ª®íää¨æ¨¥âë ¯¥à¥å®¤  ®â
B ª B0, â® ¢ á¨«ã âà¥âì¥£® ãá«®¢¨ï æ¥«®ç¨á«¥®áâ¨ ¨¬¥¥¬ �(��i)�(�i) = 1 (â. ª. [x0��i

; x0�i
] =

�(��i)�(�i)[x��i
; x�i

] = �(��i)�(�i)hi = hi), i = 1; : : : ; r. �á«¨ �(��i), �(�i) ¥ à ¢ë ¢á¥ 1, â®
¯¥à¥©¤¥¬ ®â B á ç «  ª ¡ §¨áã B00 á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¯¥à¥å®¤ , ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ ä®à¬ã« ¬¨
(7) (¤«ï �i = �(��i), �i = �(�i), i = 1; : : : ; r). �®íâ®¬ã, ¯à¨¨¬ ï ¡ §¨á B00 §  ¨áå®¤ë©, ¡ã¤¥¬
¨¬¥âì ã ¥£®, á ®¤®© áâ®à®ë, áâàãªâãàë¥ ª®áâ âë, â¥ ¦¥, çâ® ¨ ã B,   á ¤àã£®© áâ®à®ë,
x00��i

= x0��i
, x00�i

= x0�i
¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; r.

� ª ã¦¥ £®¢®à¨«®áì, ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¨áå®¤®£® ¡ §¨á  B ¡ã¤¥¬ ¢á¥£¤  à áá¬ âà¨¢ âì ª ª®©-«¨¡®
¡ §¨á �¥¢ ««¥. �á¥ ¡ §¨áë �¥¢ ««¥ ®¤®© ¨ â®© ¦¥  «£¥¡àë íª¢¨¢ «¥âë ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬
¢ëè¥ á¬ëá«¥, ¨ ¤«ï  ¡á®«îâëå § ç¥¨© áâàãªâãàëå ª®áâ â ¨¬¥¥¬

N(�; �) = p(�; �) + 1; (11)

£¤¥ �; � 2 R â ª¨¥, çâ® � + � 2 R, ¨ p = p(�; �) | ¬ ªá¨¬ «ì®¥ æ¥«®¥ ¥®âà¨æ â¥«ì®¥ ç¨á«®
â ª®¥, çâ® �� p� 2 R. �ã¤¥¬ â ª¦¥ ¯¨á âì q = q(�; �) | ¬ ªá¨¬ «ì®¥ æ¥«®¥ ¥®âà¨æ â¥«ì®¥
ç¨á«® â ª®¥, çâ® �+q� 2 R ¨ r(�; �) = (p(�; �)+1)q(�; �). � «¥¥ ¢ ®á®¢®¬ ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï
ç¨á«  pi(�) = p(�; �i), qi(�) = q(�; �i) ¨ ri(�) = r(�; �i) ¤«ï «î¡ëå � 2 R ¨ �i 2 �.

�¥¬¬  5. �ãáâì B0 | ¯à®¨§¢®«ìë© æ¥«®ç¨á«¥ë© ¡ §¨á  «£¥¡àë L ¨ � 2 R+, �i 2 � |

ª®à¨ â ª¨¥, çâ® � + �i 2 R. �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

N 0(� + �i;��i)N
0(�; �i) = (p(�; �i) + 1)q(�; �i) = ri(�): (12)
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¨áå®¤®£® ¡ §¨á �¥¢ ««¥ B, ¤«ï ª®â®à®£® ª®íä-
ä¨æ¨¥âë ¯¥à¥å®¤  ®â B ª B0 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î (10). �®£¤  N(�; �) = p(�; �) + 1 ¨
N(� + �;��) = p(� + �;��) + 1 = q(�; �) ¨ à ¢¥áâ¢® (8) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

�(��)�(�) = N 0(� + �;��)N 0(�; �)=(p(�; �) + 1)q(�; �):

�á«¨ ¢ íâ®¬ à ¢¥áâ¢¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ � ¢§ïâì «î¡®© ¯à®áâ®© ª®à¥ì �i, i = 1; : : : ; r, â® ¢ á¨«ã (10)
®® ¯à¨®¡à¥â¥â ¢¨¤

N 0(� + �i;��i)N 0(�; �i)=(p(�; �i) + 1)q(�; �i) = 1;

â.¥. á®¢¯ ¤ ¥â á (12).

�¥¬¬  6. �ãáâì B | ¡ §¨á �¥¢ ««¥ ¨ B0 | æ¥«®ç¨á«¥ë© ¡ §¨á, ¤«ï ª®íää¨æ¨¥â®¢

¯¥à¥å®¤  ®â B ª®â®à®£® ¢ë¯®«¥ë (10). �á«¨ � = � + �i 2 R, £¤¥ � 2 R+, �i 2 �, ¨ ri(�) = 1,
â® �(�) = �(�). � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ �(�) = 1, â® ¨ �(�) = 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ (4) ¨¬¥¥¬ �(�) = Q(�; �i)�(�). � ª ª ª B | ¡ §¨á �¥¢ ««¥, â®
N(�; �i) = pi(�)+1 = 1 ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î (pi(�)+1 ¥áâì ¤¥«¨â¥«ì ri(�)), â. ¥. �(�) = 1

N 0(�;�i)
�(�).

�à®¬¥ â®£®, ¢ á¨«ã (12) ¨¬¥¥¬ N 0(� + �i;��i)N 0(�; �i) = (p(�; �i) + 1)q(�; �i) = 1. �âªã¤ 
N 0(�; �i) = 1. � à¥§ã«ìâ â¥ ¨¬¥¥¬ �(�) = �(�).

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨ �(�), � 2 R, | ª®íää¨æ¨¥âë ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  �¥¢ ««¥ ª ¥ª®â®-
à®¬ã ®¢®¬ã ¡ §¨áã, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«ïîâáï à ¢¥áâ¢  (10), â® �(�(�i + � � � + �j)) = 1 ¤«ï
«î¡ëå 1 � i < j � r.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �£à ¨ç¨¬áï ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ ª®àï¬¨ ¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨¤ãªæ¨¥© ¯®
j � i. � á«ãç ¥ j � i = 0 ¨¬¥¥¬ �(�i) = 1 ¯® ãá«®¢¨î. �à¨ j � i > 0 ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 6 ¨¬¥¥¬
�(�i + � � � + �j) = �(�i + � � � + �j�1) = 1 ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¨¤ãªæ¨¨.

�¥¬¬  7. �á«¨ ª®à¥ì � 2 R+ ¨¬¥¥â ¯à ¢¨«ìë© ¯ãâì (i1; : : : ; im) â ª®©, çâ® rik+1('k) = 1
¤«ï ¢á¥å k = 1; : : : ;m� 1, â® �(�) = �(��) = 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¢ ãá«®¢¨ïå «¥¬¬ë 5 ri(�) = 1, â® ¢ á¨«ã (12) N 0(�; �i) = 1 (¨
N 0(� + �i;��i) = 1) ¤«ï «î¡®£® æ¥«®ç¨á«¥®£® ¡ §¨á ,   ®âáî¤  ¨ Q(�; �i) = 1 ¤«ï «î¡ëå æ¥-
«®ç¨á«¥ëå ¡ §¨á®¢ B ¨ B0. �®íâ®¬ã ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ «¥¬¬ë á«¥¤ã¥â ¨§ (5) ¨ (6) (á«¥¤áâ¢¨¥ 1).

�¥¬¬  8. �ãáâì � 2 R+, �i 2 � â ª¨¥, çâ® � = �+�i 2 R, pi(�) = qi(�) = 1 () ri(�) = 2)
¨ �(�) = �(�i) = 1. �®£¤  �(�) à ¢® «¨¡® 1, «¨¡® 2.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® (4) ¨¬¥¥¬ �(�) = N(�;�i)

N 0(�;�i)
= 2

N 0(�;�i)
, â. ª. �(�) = �i = 1 ¨

N(�; �i) = 2. � ¤àã£®© áâ®à®ë, N 0(�;��i)N 0(�; �i) = 2 ¢¢¨¤ã (12), â. ¥. N 0(�; �i) ¥áâì ¤¥«¨-
â¥«ì 2. �«¥¤®¢ â¥«ì®, �(�) à ¢® «¨¡® 1, «¨¡® 2.

�¥¬¬  9. �ãáâì � 2 R+, �i 2 � â ª¨¥, çâ® � = � + �i 2 R, p = pi(�) = 1, qi(�) = 2
() r = ri(�) = 4) ¨ �(�) = �(�i) = 1. �®£¤  �(�) à ¢® «¨¡® 1

2
, «¨¡® 1, «¨¡® 2.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® (4) ¨¬¥¥¬ �(�) = N(�;�i)
N 0(�;�i)

= 2
N 0(�;�i)

, â. ª. �(�) = �i = 1 ¨
N(�; �i) = p+ 1 = 2. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯® (12) ¨¬¥¥¬ N 0(�;��i)N 0(�; �i) = r = 4, â. ¥. N 0(�; �i)
¥áâì ¤¥«¨â¥«ì 4 (â. ª. ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¡ §¨á B0 æ¥«®ç¨á«¥ë©). �«¥¤®¢ â¥«ì®, �(�) à ¢®
«¨¡® 1

2
, «¨¡® 1, «¨¡® 2.

�¥¬¬  10. �ãáâì � 2 R+, �i 2 � â ª¨¥, çâ® � = � + �i 2 R, p = pi(�) = 2, qi(�) = 1
() r = ri(�) = 3) ¨ �(�) = m, �(�i) = 1. �®£¤  �(�) à ¢® «¨¡® m, «¨¡® 3m.

20



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® (4) ¨¬¥¥¬ �(�) = N(�;�i)

N 0(�;�i)
�(�) = 3m

N 0(�;�i)
, â. ª. �(�) = m, �i = 1 ¨

N(�; �i) = p+ 1 = 3. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯® (12) ¨¬¥¥¬ N 0(�;��i)N 0(�; �i) = r = 3, â. ¥. N 0(�; �i)
¥áâì ¤¥«¨â¥«ì 3 (â. ª. ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¡ §¨á B0 æ¥«®ç¨á«¥ë©). �«¥¤®¢ â¥«ì®, �(�) à ¢®
«¨¡® m, «¨¡® 3m.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë A. �ãáâì B 2 B | ¡ §¨á, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë
A, ¨ B0 | «î¡®© ¤àã£®© ¡ §¨á ¨§ B. � ª ª ª ª®íää¨æ¨¥âë ¯¥à¥å®¤  ®â B ª B0 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ
ãá«®¢¨î (10), â® ¢ á¨«ã (8) ¨¬¥¥¬ N 0(��i; �i + �)N 0(�i; �) = N(��i; �i + �)N(�i; �) = 1. �âáî¤ 
N 0(�i; �) = 1,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ Q(�i; �) = 1. �¥¯¥àì ¢¢¨¤ã (6) ¨¬¥¥¬ �(�) =
m�1Q
t=1

Q('t; �it+1)�(�1)k1 � � � �(�r)kr = 1 ¤«ï «î¡®£® � 2 R+. � «®£¨ç® ¢á¥ �(��) à ¢ë 1.

�¨¦¥ ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ª ¦¤ë© ¨§ ¥ ®å¢ ç¥ëå â¥®à¥¬®© A â¨¯ ¯à®áâ®© ª« áá¨ç¥áª¨©
 «£¥¡àë �¨ ®â¤¥«ì®. �«  ¨áá«¥¤®¢ ¨ï íâ¨å á«ãç ¥¢ á«¥¤ãîé¨©. � ç «  ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 R
 å®¤¨¬ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ § ç¥¨ï, ª®â®àë¬ ¤®«¦¥ à ¢ïâìáï �(�), çâ®¡ë ¡ëâì ª®íää¨æ¨¥â®¬
¯¥à¥å®¤  ª ®¢®¬ã æ¥«®ç¨á«¥®¬ã ¡ §¨áã. �«ï íâ®£® ¤¢¨£ ¥¬áï ¯® ¥ª®â®à®¬ã ¯à ¢¨«ì®¬ã ¯ã-
â¨ ª®àï �. � ç «® ¯ãâ¨ | ¯à®áâ®© ª®à¥ì, ª®íää¨æ¨¥â ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î à ¢¥ 1. � «¥¥  
ª ¦¤®¬ è £¥ ¯à¨¬¥ï¥¬ ®¤ã ¨§ «¥¬¬ 6{10. �®á«¥ ¢ëç¨á«¥¨ï ¢á¥å ª®íää¨æ¨¥â®¢ ¯à®¨§¢®¤¨¬
¯à®¢¥àªã â®£®, çâ® ¡ §¨á, ¯®«ãç¥ë© á ¨å ¯®¬®éìî, ¨¬¥¥â æ¥«ë¥ áâàãªâãàë¥ ª®áâ âë.

�à¨ íâ®¬ ¤®áâ â®ç® ¯à®¢¥à¨âì â®«ìª® ª®áâ âë N(�; �) ¤«ï �; � 2 R á �+� 2 R. �¥©áâ¢¨-
â¥«ì®, [x0��; x

0
�] = �(��)�(�)h�, £¤¥ h� = [x��; x�]. �® ¢á¥å á«ãç ïå ª®íää¨æ¨¥â �(��)�(�)

®ª §ë¢ ¥âáï ç¨á«®¬ æ¥«ë¬ ¨, â. ª. ¨áå®¤ë© ¡ §¨á æ¥«®ç¨á«¥ë©,   § ç¨â, ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥âë
à §«®¦¥¨ï h� ç¥à¥§ hi | ç¨á«  æ¥«ë¥, â® ¦¥ ¡ã¤¥â ¢¥à® ¨ ¤«ï h0�.

�â® ª á ¥âáï ¢â®à®£® ¨ âà¥âì¥£® ãá«®¢¨© æ¥«®ç¨á«¥®áâ¨, â® ®¨ ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª ®¢®¬ã
¡ §¨áã ¢ë¯®«ïîâáï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨, ¥á«¨ á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï ¨áå®¤®£®.

4. �«ãç ©  «£¥¡àë â¨¯  Br. �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï ¤«ï ª®à¥©. �«ï ¯à®áâëå ª®à¥© ¯®«®-
¦¨¬ �i = "i � "i+1, i = 1; : : : ; r � 1; �r = "r,   ¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ìëå ª®à¥© á¨áâ¥¬ë â¨¯  R = Br

¯®«®¦¨¬ (á¬. [1], á. 306, â ¡«. II)

�ij = "i � "j ; �ij = "i + "j ; 1 � i < j � r; �i = "i; i = 1; : : : ; r:

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë B. �¥®¡å®¤¨¬®áâì à ¢¥áâ¢ (b). �á«¨ ¡ §¨á B0 æ¥«®ç¨á«¥-
ë©, �(�) | ª®íää¨æ¨¥â ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  �¥¢ ««¥ B ª B0, â® ¯à¨ á®¡«î¤¥¨¨ (10) ¨¬¥îâ
¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï:

1) �(�ij) = 1 ¤«ï 1 � i < j � r ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 2;
2) �(�i) = 1 ¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; r.

�¤ãªæ¨ï ¯® i \á¢¥àåã ¢¨§", ®á®¢ ¨¥ ª®â®à®© ¤ ¥â ãá«®¢¨¥ �(�r) = �(�r) = 1. � ª ª ª
�i + �i+1 = �i ¨ ri(�i+1) = 1, â® ¯® «¥¬¬¥ 6 ¨¬¥¥¬ �(�i) = 1, ¥á«¨ �(�i+1) = 1 ¤«ï 1 � i < r.

3) �(�ij) = �(�ir) ¤«ï 1 � i < j < r.
� ª ª ª �j + �i;j+1 = �ij ¨ rj(�i;j+1) = 1 ¤«ï 1 � i < j < r, â® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 6 ¨¬¥¥¬ �(�ij) =
�(�i;j+1). �áâ ¥âáï ¯à¨¬¥¨âì ¨¤ãªæ¨î (\á¢¥àåã ¢¨§") ¯® j.

4) �(�ir) = �(�r�1;r) ¤«ï 1 � i < r.
� ª ª ª �i + �i+1;r = �ir ¨ ri(�i+1;r) = 1 ¤«ï 1 � i < j � 1 � r � 1, â® �(�ir) = �(�i+1;r). �âáî¤ 
¨¤ãªæ¨¥© ¯® i (\á¢¥àåã ¢¨§") ¨¬¥¥¬ 4).
� ª¨¬ ®¡à §®¬, �(�ij) = �(�r�1;r) ¤«ï ¢á¥å 1 � i < j � r.

5) �(�r�1;r) à ¢® «¨¡® 1, «¨¡® 2.
� ª ª ª �r + �i = �ir ¨ pr(�i) = qr(�i) = 1 () rr(�i) = 2) ¯à¨ 1 � i < r, â® ¯® (4) ¨¬¥¥¬
�(�r�1;r) = Q(�r; �r�1) = 2

N 0(�r;�r�1)
(â. ª. �(�r) = �(�i) = 1 ¨ N(�r; �r�1) = pr(�r�1) + 1 = 2). �

¤àã£®© áâ®à®ë, ¯® (12) ¨¬¥¥¬ N 0(�r�1;r;��r)N 0(�r; �r�1) = 2, â. ¥. N 0(�r; �r�1) ¥áâì ¤¥«¨â¥«ì 2.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, �(�r�1;r) à ¢® «¨¡® 1, «¨¡® 2.

�®íää¨æ¨¥âë ¤«ï ®âà¨æ â¥«ìëå ª®à¥© ®¯à¥¤¥«ïîâáï   «®£¨ç®.
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�®áâ â®ç®áâì. �ãáâì B0 | ¡ §¨á, ¯®«ãç¥ë© ¨§ ¡ §¨á  �¥¢ ««¥ B á ¯®¬®éìî ª®íä-
ä¨æ¨¥â®¢ (b). �¡¥¤¨¬áï, çâ® ¢á¥ ¥£® áâàãªâãàë¥ ª®áâ âë | ç¨á«  æ¥«ë¥. �«ï íâ®£® à á-
á¬®âà¨¬ ¢ëà ¦¥¨ï  ¡á®«îâëå § ç¥¨© áâàãªâãàëå ª®áâ â ®¢®£® ¡ §¨á  ç¥à¥§ â ª¨¥ ¦¥
§ ç¥¨ï áâ à®£®. �§ ä®à¬ã«ë (3) ¢¨¤®, çâ® ª®áâ â  N 0(�; �) ¬®¦¥â ¡ëâì ¤à®¡®© â®«ìª®
¢ á«ãç ¥, ª®£¤  �(� + �) = 2,   �(�)�(�)N(�; �) ¥ ¤¥«¨âáï   2. � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ å®âï ¡ë
®¤¨ ¨§ ª®íää¨æ¨¥â®¢ �(�) ¨«¨ �(�) à ¢¥ 2, â® N 0(�; �) | ç¨á«® æ¥«®¥ ¯à¨ «î¡®¬ N(�; �).
�®íâ®¬ã ¤à®¡®¥ § ç¥¨¥ ¬®¦¥â ¯®«ãç¨âìáï â®«ìª® ¢ á«ãç ¥ �; � 2 f��ij ;��ig,   �+� = ��ij
¨ N(�; �) = 1 (â. ª. ¤«ï «î¡ëå �; � 2 R ¯à¨ q(�; �) > 0 ç¨á«® N(�; �) = p(�; �) + 1 à ¢® «¨¡® 1,
«¨¡® 2). � ª®© ¯ àë ª®à¥© ¢ Br ¥â.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ ç¥âëà¥ ¢®§¬®¦®áâ¨ ¯à¨¢®¤ïâ ª ®¢®¬ã æ¥«®ç¨á«¥®¬ã ¡ §¨áã, ¤¢ 
¨§ ª®â®àëå á ¬®á¨¬¬¥âà¨çë (ª®£¤  " = �) ¨ ¤¢  á¨¬¬¥âà¨çë ¤àã£ ¤àã£ã. �«¥¤®¢ â¥«ì®, á
â®ç®áâìî ¤® á¨¬¬¥âà¨¨ ¨¬¥¥¬ âà¨ à §«¨çëå æ¥«®ç¨á«¥ëå ¡ §¨á .

5. �«ãç ©  «£¥¡àë â¨¯  Cr. �¡®§ ç¨¬ ¯à®áâë¥ ª®à¨ �i = "i � "i+1, i = 1; : : : ; r � 1;
�r = 2"r ¨

�ij = "i � "j ; �ij = "i + "j ; 1 � i < j � r; i = 2"i; i = 1; : : : ; r;

| ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå ª®à¥© á¨áâ¥¬ë â¨¯  R = Cr (á¬. [3], á. 306, â ¡«. III).

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë C. �¥®¡å®¤¨¬®áâì à ¢¥áâ¢ (c) ¤«ï æ¥«®ç¨á«¥®áâ¨ ®¢®£®
¡ §¨á  ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãâ¢¥à¦¤¥¨©. �á«¨ �(�) | ª®íää¨æ¨¥â ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á 
�¥¢ ««¥ B ª ®¢®¬ã æ¥«®ç¨á«¥®¬ã ¡ §¨áã B0 ¨ ¢ë¯®«¥o (10), â®

1) �(�ij) = 1 ¤«ï 1 � i < j � r ¯® á«¥¤áâ¢¨î 2,
2) �(�ir) = 1 ¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; r � 1.
� ª ª ª �ir + �r = �ir, rr(�ir) = 1 ¨ �(�ir) = 1, â® ¯® «¥¬¬¥ 6 ¨¬¥¥¬ �(�ir) = 1 ¤«ï 1 � i < r.
3) �(�ij) = 1 ¤«ï 1 � i < j � r.
�¤ãªæ¨ï ¯® j (\á¢¥àåã ¢¨§"), ®á®¢ ¨¥ ª®â®à®© ¤®ª § ® ¢ 2). � ª ª ª �i;j+1 + �j = �ij

¨ r = 1 ¤«ï 1 � i < j < r, â® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 6 ¨¬¥¥¬ �(�ij) = �(�i;j+1) = 1 ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î
¨¤ãªæ¨¨.

4) �(i) à ¢® «¨¡® 1, «¨¡® 2 ¯à¨ 1 � i < r.
�® (4) ¨¬¥¥¬ �(i) = �(�i;i+1 + �i) = 2

N 0(�i;i+1;�i)
(â. ª. pi(�i;i+1) + 1 = 2, �(�i) = 1 ¤«ï 1 � i < r

¯® ãá«®¢¨î ¨ �(�i;i+1) = 1 ¯® 3)). � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯® (12) ¨¬¥¥¬ N 0(i;��i)N 0(�i;i+1; �i) =
ri(�i;i+1) = 2, ®âªã¤  N 0(�i;i+1; �i) ¥áâì ¤¥«¨â¥«ì ç¨á«  2. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ �(i) ¥áâì ¤¥«¨â¥«ì
ç¨á«  2.

� «®£¨çë¥ § ª«îç¥¨ï á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¨ ¤«ï �(��), � 2 R+.

�®áâ â®ç®áâì. �ãáâì B0 | ¡ §¨á, ¯®«ãç¥ë© ¨§ ¡ §¨á  �¥¢ ««¥ B á ¯®¬®éìî ª®íä-
ä¨æ¨¥â®¢ (c). �§ ä®à¬ã«ë (3) ¢¨¤®, çâ® ª®áâ â  N 0(�; �) ¬®¦¥â ¡ëâì ¤à®¡®© â®«ìª® ¢
á«ãç ¥, ª®£¤  �(�+�) = 2,   �(�)�(�)N(�; �) ¥ ¤¥«¨âáï   2. �®íâ®¬ã ¤à®¡®¥ § ç¥¨¥ ¬®¦¥â
¯®«ãç¨âìáï â®«ìª® ¢ á«ãç ¥ �; � 2 f��ij ;��ijg,   �+� = �k (¤«ï k = 1; : : : ; r�1) ¨ N(�; �) = 1
(â. ª. ¤«ï «î¡ëå �; � 2 R ¯à¨ q(�; �) > 0 ¨¬¥¥¬ N(�; �) = p(�; �)+1 à ¢® «¨¡® 1, «¨¡® 2). � ª®©
¯ àë ª®à¥© ¢ Cr ¥â. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, � + � ¬®¦¥â à ¢ïâìáï �k â®«ìª® ¢ á«ãç ïå � = ��ij ,
� = ��ij , ® ¯à¨ íâ®¬ p(�; �) = 1, â. ¥. N(�; �) = p(�; �) + 1 = 2.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ 22r�2 ¢®§¬®¦®áâ¥© ¯à¨¢®¤ïâ ª ®¢®¬ã æ¥«®ç¨á«¥®¬ã ¡ §¨áã, ¨§ ª®â®-
àëå 2r�1 á ¬®á¨¬¬¥âà¨çë (¯à¨ �k = �k, k = 1; : : : ; r � 1),   ®áâ «ìë¥ 22r�2 � 2r�1 à §¡¨¢ îâáï
  ¯ àë (2r�2(2r�1 � 1) ¯ à), á¨¬¬¥âà¨çëå ¤àã£ ¤àã£ã. �®íâ®¬ã á â®ç®áâìî ¤® á¨¬¬¥âà¨¨
¨¬¥¥¬ 2r�1 + 2r�2(2r�1 � 1) = 2r�2(2r�1 + 1) à §«¨çëå ¡ §¨á®¢.

6. �«ãç ©  «£¥¡àë â¨¯  F4. �®«®¦¨¬ ¤«ï ¯à®áâëå ª®à¥© á¨áâ¥¬ë â¨¯  F4

�1 = "2 � "3; �2 = "3 � "4; �3 = "4; �4 =
1
2
("1 � "2 � "3 � "4)
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¨ ¤«ï á«¥¤ãîé¨å ¯®«®¦¨â¥«ìëå ª®à¥©:

�1 =
1
2
("1 � "2 � "3 � "4); �2 =

1
2
("1 � "2 � "3 + "4); �3 =

1
2
("1 � "2 + "3 � "4);

�4 =
1
2
("1 + "2 � "3 � "4); �5 =

1
2
("1 � "2 + "3 + "4); �6 =

1
2
("1 + "2 � "3 + "4);

�7 =
1
2
("1 + "2 + "3 � "4); �8 =

1
2
("1 + "2 + "3 + "4):

�«ï ®áâ «ìëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ª®à¥© "i (1 � i � 4); "i� "j , "i+ "j (1 � i < j � 4) á¯¥æ¨ «ìëå
®¡®§ ç¥¨© ¢¢®¤¨âì ¥ ¡ã¤¥¬ (á¬. [3], á. 317, â ¡«. VIII).

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë F. �¥®¡å®¤¨¬®áâì à ¢¥áâ¢ (f). �á«¨ �(�) | ª®íää¨æ¨¥â
¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  �¥¢ ««¥ B ª ®¢®¬ã ¡ §¨áã B0 ¨ ¨¬¥îâ ¬¥áâ® (10), â® á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ã-
îé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï.

1) �¬¥¥¬ �(�("i � "j)) = 1 ¯à¨ 2 � i < j � 4, �(�"j) = 1 ¯à¨ j = 2; 3; 4 ¨ �(��i) = 1 ¯à¨
i = 1; 2; 3; 4.

�â® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 2, â. ª. ¬®¦¥áâ¢® ¯®«®¦¨â¥«ìëå ª®à¥©, ¤«ï
ª®â®àëå ¢ë¯¨á ë §¤¥áì ª®íää¨æ¨¥âë, á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ f�i+ � � �+�j j 1 � i < j � 4g.

2) �¬¥¥¬ �(��i) = 1 ¯à¨ i = 5; 6; 7; 8 ¨ �(�"1) = 1.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, �5 = �3 +�3 ¨ �5+i = �4+i +�i ¤«ï i = 1; 2; 3. � ª ª ª �(�3) = 1 ¨ r(�3; �3) = 1,

â® ¯® «¥¬¬¥ 6 ¨¬¥¥¬ �(�5) = 1. �®ç® â ª ¦¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¤«ï i = 1; 2; 3 ¨¬¥¥¬ �(�5+i) = 1.
� ª®¥æ, â. ª. "1 = �8 + �4, ¯à¨ç¥¬ ®¯ïâì r(�8; �4) = 1, â® ¯® «¥¬¬¥ 6 ¨ �("1) = 1. � «®£¨ç®
à áá¬ âà¨¢ îâáï ¨ ®âà¨æ â¥«ìë¥ ª®à¨.

3) �¬¥¥¬ �(�"3 � "4) = �1, �(�"1 + "2) = �2, �(�"1 � "3) = �3, �("3 + "4) = �1, �("1 � "2) = �2,
�("1 + "3) = �3, £¤¥ ª ¦¤®¥ �i; �i ¥§ ¢¨á¨¬® ¤àã£ ®â ¤àã£  ¯à¨¨¬ ¥â ®¤® ¨§ ¤¢ãå § ç¥¨© 1
¨«¨ 2.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ®¯ïâì ®£à ¨ç¨¢ ïáì à áá¬®âà¥¨¥¬ â®«ìª® ¯®«®¦¨â¥«ìëå ª®à¥©, ¨¬¥¥¬
"3 + "4 = "3 + �3, �("3) = 1 ¨ p("3; �3) = q("3; �3) = 1. �®íâ®¬ã ¯® «¥¬¬¥ 8 �("3 + "4) à ¢® «¨¡®
1, «¨¡® 2. �¥¬ ¦¥ ãá«®¢¨ï¬ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à §«®¦¥¨ï "1 � "2 = �5 + �4 ¨ "1 + "3 = "1 + �3,  
¯®â®¬ã ¯® «¥¬¬¥ 8 ª ¦¤®¥ ¨§ �("1 � "2) ¨ �("1 + "3) à ¢® «¨¡® 1, «¨¡® 2.

4) �¬¥¥¬ �(�"i � "j) = �1 ¤«ï 2 � i < j � 4, �(�"1 + "j) = �2 ¤«ï j = 2; 3; 4, �(�"1 � "j) = �3
¤«ï j = 2; 3; 4, �("i + "j) = �1 ¤«ï 2 � i < j � 4, �("1 � "j) = �2 ¤«ï j = 2; 3; 4, �("1 + "j) = �3 ¤«ï
j = 2; 3; 4.

�â¢¥à¦¤¥¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 6 ®â®á¨â¥«ì® à §«®¦¥¨© "2 + "4 = "3 + "4 + �1,
"2+"3 = "2+"4+�2, "1�"3 = "1�"2+�1, "1�"4 = "1�"3+�2, "1+"3 = "1+"4+�2, "1+"2 = "1+"3+�1,
â. ª. ¯à ¢ ï ç áâì � + �i ¢á¥å íâ¨å à ¢¥áâ¢ â ª ï, çâ® p(�; �i) = 0; q(�; �i) = 1.

�®áâ â®ç®áâì. �ãáâì B0 | ¡ §¨á, ¯®«ãç¥ë© ¨§ ¡ §¨á  �¥¢ ««¥ B á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬
ª®íää¨æ¨¥â®¢ ¯¥à¥å®¤ , ®¯à¥¤¥«¥ëå ¯® ä®à¬ã« ¬ (f). �à®¢¥à¨¬, çâ® áâàãªâãàë¥ ª®áâ -
âë â ª®£® ®¢®£® ¡ §¨á  ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥ | ç¨á«  æ¥«ë¥. � áá¬®âà¨¬ ¢ëà ¦¥¨ï  ¡á®«îâëå
§ ç¥¨© áâàãªâãàëå ª®áâ â ®¢®£® ¡ §¨á  ç¥à¥§ â ª¨¥ ¦¥ § ç¥¨ï áâ à®£®. � ª ª ª ª®íä-
ä¨æ¨¥âë �(�) ¯à¨ «î¡®¬ � 2 R ¨  ¡á®«îâë¥ § ç¥¨ï áâàãªâãàëå ª®áâ â (®â®á¨â¥«ì-
® B) ¬®£ãâ ¯à¨¨¬ âì â®«ìª® ¤¢  § ç¥¨ï 1 ¨ 2, â® ¨§ ä®à¬ã«ë (3) ¢¨¤®, çâ® ª®áâ â 
N 0(�; �) ¬®¦¥â ®ª § âìáï ¤à®¡®© â®«ìª® ¯à¨ ®¤®¢à¥¬¥o¬ ¢ë¯®«¥¨¨ á«¥¤ãîé¨å à ¢¥áâ¢:
1) �(�+ �) = 2, 2) �(�) = �(�) = 1 ¨ 3) N(�; �) = p(�; �) + 1 = 1 (â. ¥. p(�; �) = 0).

�ë¤¥«¨¬ â ª¨¥ ¯ àë ª®à¥©. �«ï íâ®£® à §®¡ê¥¬ ª®à¥¢ãî á¨áâ¥¬ã R = F4   ¤¢  ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢ :

R1 = f�"i; i = 1; 2; 3; 4; �("i � "j); 2 � i < j � 4; � 1
2
("1 � "2 � "3 � "4)g;

R2 = f�("i + "j); 1 � i < j � 4; �("1 � "k); k = 2; 3; 4g:

�® ¤®ª § ®¬ã ¨¬¥¥¬ �(�) = 1 ¤«ï «î¡®£® � 2 R1 ¨ �() à ¢® «¨¡® 1, «¨¡® 2, ¥á«¨  2 R2.
�®íâ®¬ã ¥á«¨ ¯ à  �; � ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯¥à¢®¬ã ãá«®¢¨î, â® �+ � 2 R.
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�¥à¥¡¥à¥¬ á ç «  ¢á¥ ¯ àë ª®à¥© �; � 2 R1 â ª¨¥, çâ®  = �+ � 2 R2. � á¨«ã á¨¬¬¥âà¨¨
¬®¦® ®£à ¨ç¨âìáï á«ãç ï¬¨, ª®£¤   2 R+. �á«¨ íâ  ¯ à  ¨¬¥¥â ¢¨¤ � = �"i, � = �"j ¨
� + � 2 R, â® ¨ � � � 2 R (® � � 2� =2 R), â. ¥. p(�; �) = 1,   N(�; �) = 2, ¨ âà¥âì¥ ãá«®¢¨¥ ¥
¢ë¯®«¥®. �á«¨ ¯ àë ¨¬¥îâ ¢¨¤ � = �"i, � = �("i � "j) ¨«¨ � = �"i, � = � 1

2
("1 � "2 � "3 � "4),

â® � + � ¥ «¥¦¨â ¢ R2 ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥. �«ãç © � = �("i � "j), � = �("k � "l) ¯à¨ 2 � i < j,
i < k < l, ¥ ¬®¦¥â ¤ âì  = � + � 2 R2, â. ª. §¤¥áì  2 R ¤®«¦® ¨¬¥âì ¢¨¤ �("s � "t), £¤¥
s; t > 1. �ãáâì � = �("i� "j), � = � 1

2
("1� "2� "3� "4). �á«¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥  = �+ � 2 R, â® ®®

â®¦¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤  = � 1
2
("1 � "2 � "3 � "4), â. ¥. ®¯ïâì ¥ «¥¦¨â ¢ R2 ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥. �áâ ¥âáï

à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤  � ¨ � ®¡  ¨¬¥îâ ¢¨¤ � 1
2
("1� "2� "3� "4). �á«¨ §¤¥áì �+ � =  2 R2,

â® � = 1
2
( + �) ¨ � = 1

2
( � �) (¤«ï ¥ª®â®à®£® � 2 R ¢¨¤  �"i � "j),   ¯®â®¬ã ¨ � � � 2 R, â. ¥.

p(�; �) = 1 ¨ ®¯ïâì ¥ ¢ë¯®«¥® âà¥âì¥ ãá«®¢¨¥.
� áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  � 2 R1, � 2 R2. �¤¥áì � + � 2 R2 â®«ìª® ¯à¨ � = �("i � "j),

2 � i < j � 4, ¨ � = �("s + "t), 1 � s; t � 4, s 6= t. � íâ®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ � + � 2 R2, â® â®¦¥
¨¬¥¥â ¢¨¤ �("s + "t). �à¨ íâ®¬, ¥á«¨ minfs; tg = 1 ¢ �, â® ¨ ¢ � + � ¡ã¤¥â minfs; tg = 1, â. ¥.
�(�+ �) = �(�), ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, N 0(�; �) | æ¥«®¥ ç¨á«® ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥.

�áâ ¥âáï á«ãç ©, ª®£¤  � 2 R2 ¨ � 2 R2. � ª¨¬¨ ª®àï¬¨ ¢ R = F4 ï¢«ïîâáï â®«ìª® ª®à¨

� = "i + "j ; � = "1 � "j ; �+ � = "1 + "i; 2 � i; j � 4; i 6= j;

� = �"i � "j ; � = "1 + "j ; �+ � = "1 � "i; 2 � i; j � 4; i 6= j;

¨ ¯ àë á¨¬¬¥âà¨çë¥, â. ¥. (��;��). �«ï ¢á¥å íâ¨å ¯ à ¨¬¥¥¬ p(�; �) = 0, q(�; �) = 1, â. ¥.
N(�; �) = 1. �à®¬¥ â®£®, �(�) = �("i+"j) = �1, �(�) = �("1�"j) = �2 ¨ �(�+�) = �("1+"j) = �3.
�âªã¤  ¢ á¨«ã (3) N 0(�; �) = �1�2

�3
¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥. �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ �(�) = �(�"i � "j) = �1,

�(�) = �("1 + "j) = �3 ¨ �(� + �) = �("1 � "i) = �2. �âªã¤  á®£« á® (3) N 0(�; �) = �1�3
�2
. � «®-

£¨ç® à áá¬ âà¨¢ îâáï á¨¬¬¥âà¨çë¥ ¢®§¬®¦®áâ¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï æ¥«®ç¨á«¥®áâ¨ ¢á¥å
áâàãªâãàëå ª®áâ â ¥®¡å®¤¨¬® ¢ë¯®«¥¨¥ ãá«®¢¨© (1).

� ¢¥áâ¢  (f) ¤®¯ãáª îâ 26 ¢®§¬®¦®áâ¥© § ç¥¨© ¯ à ¬¥âà®¢ (�i, �i, i = 1; 2; 3), áà¥¤¨ ª®â®-
àëå 26 ¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ (1) (®áâ ¥âáï 38). � á ¬®¬ ¤¥«¥, ª ¦¤®¥ ¤à®¡®¥ ¢ëà ¦¥¨¥
(1) ¨áª«îç ¥â ¥¤¨áâ¢¥ë©  ¡®à âà¥å ¢å®¤ïé¨å ¢ ¥£® ¯ à ¬¥âà®¢, ª®â®àë©, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
¢å®¤¨â ¢ 8 ¢®§¬®¦ëå  ¡®à®¢ ¢á¥å 6 § ç¥¨© ¯ à ¬¥âà®¢. �¤ ª® áà¥¤¨ ¯®á«¥¤¨å ¥áâì ®¡é¨¥
(¤¢  à §  ¯® 2 ¨ ¤¢  à §  ¯® 1, ¢á¥£® 6), â. ¥. ¨¬¥¥¬ 26 à §«¨çëå  ¡®à®¢ ¯ à ¬¥âà®¢, ª®â®àë¥ ¥
ã¤®¢«¥â¢®àïîâ å®âï ¡ë ®¤®¬ã ¨§ 4 ãá«®¢¨© (1). �à¥¤¨ ¢á¥å ¢®§¬®¦®áâ¥© 23 á ¬®á¨¬¬¥âà¨ç-
ëå (¯à¨ �k = �k, k = 1; 2; 3) ¨ 2 ¨§ ¨å ¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ (1) (®áâ ¥âáï 6). � ¨â®£¥ ¨¬¥¥¬ 16 ¯ à
á¨¬¬¥âà¨çëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ¨ 6 á ¬®á¨¬¬¥âà¨çëå ¢®§¬®¦®áâ¥© § ç¥¨© ¯ à ¬¥âà®¢, â.¥. á
â®ç®áâìî ¤® á¨¬¬¥âà¨¨ ¨ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨¬¥¥¬ 22 à §«¨çëå æ¥«®ç¨á«¥ëå ¡ §¨á .

7. �«ãç ©  «£¥¡àë â¨¯  G2. � á«ãç ¥ R = G2 ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï ¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ìëå
ª®à¥© (á¬. [3], á. 319, â ¡«. IX)

�1 = "1 � "2; �4 = �3 + �1 = �"2 + "3;
�2 = �2"1 + "2 + "3; �5 = �4 + �1 = �2"2 + "1 + "3;
�3 = �1 + �2 = �"1 + "3; �6 = �5 + �2 = 2"3 � "1 � "2;

£¤¥ �1, �2 | ¯à®áâë¥ ª®à¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë G. �¥®¡å®¤¨¬®áâì (g). �¬¥¥¬
p(�1; �2) = 0, q(�1; �2) = 1; ) �(�3) = 1 («¥¬¬  6);
p(�3; �1) = 1, q(�3; �1) = 2; ) �(�4) = ( 1

2
; 1; 2) («¥¬¬  9);

p(�4; �1) = 2, q(�4; �1) = 1; ) �(�5) = (�(�4); 3�(�4)) («¥¬¬  10);
p(�5; �2) = 0, q(�5; �2) = 1; ) �(�6) = �(�5) («¥¬¬  6),

£¤¥ à ¢¥áâ¢® � = (x; y; z) ®§ ç ¥â, çâ® � à ¢® ®¤®¬ã ¨§ x, y, z.

�®áâ â®ç®áâì. � áá¬®âà¨¬ ä®à¬ã«ã (3): N 0(�; �) = (p(�; �) + 1)�(�)�(�) 1
�(�+�)

¤«ï ¢á¥å
¯ à �, �.
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�«ãç © �; � 2 R+ (N 0
ij = N 0(�i; �j)).

N 0
21 = 1, N 0

31 = 2 1
� 1
, N 0

41 = 3�1 1
�1�2

= 3 1
� 2
, N 0

52 = �1�2
1

�1�2
= 1, N 0

43 = 3�1 1
�1�2

= 3 1
� 2
.

�«ãç © � 2 R+, � 2 R� (M 0
ij = N 0(�i;��j)).

M 0
13 = 3, M 0

14 = 2�1, M 0
15 = �1�2

1
� 1
= �2; M 0

23 = 1, M 0
26 = �1�2

1
�1�2

= 1;
M 0

31 = 3, M 0
32 = 1, M 0

34 = 2�1, M 0
36 = �1�2

1
� 1
= �2;

M 0
41 = 2�1, M 0

43 = 2�1, M 0
45 = �1�1�2, M 0

46 = �1�1�2 ) �1�1 | æ¥«®¥ ç¨á«®;
M 0

51 = �1�2
1
�1
= �2, M 0

54 = �1�2�1, M 0
56 = �1�2�1�2;

M 0
62 = �1�2

1
�1�2

= 1, M 0
63 = �1�2

1
� 1
= �2, M 0

64 = �1�2�1, M 0
65 = �1�2�1�2.

�â¨ à ¢¥áâ¢  ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¯à¨ ¤®¯®«¨â¥«ì®¬ ãá«®¢¨¨ (2), ª®â®à®¥ §¤¥áì á¢®¤¨âáï ª
�1�1 2 Z, ¢á¥ áâàãªâãàë¥ ª®áâ âë | ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® æ¥«ë¥ ç¨á«  ¯à¨ «î¡®¬ ãª § ®¬
¢ë¡®à¥ ¯ à ¬¥âà®¢ �, �.

�§ 9 ¯ à § ç¥¨© ¤«ï (�1; �1), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå (g), á«¥¤ãîé¨¥ âà¨ ¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î
(2): (1=2; 1=2), (1=2; 1), (1; 1=2). �áâ ¥âáï 6 ¯ à, ¨§ ª®â®àëå 2 á ¬®á¨¬¬¥âà¨çë¥. �®íâ®¬ã ¢á¥£®
¢®§¬®¦ëå § ç¥¨© ¤«ï ¯ à ¬¥âà®¢ �i; �i, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë G, à ¢® 24, ¢
ç¨á«¥ ª®â®àëå 4 á ¬®á¨¬¬¥âà¨çëå. �áâ «ìë¥ 20 à §¡¨¢ îâáï   10 ¯ à á¨¬¬¥âà¨çëå. �«¥-
¤®¢ â¥«ì®, á â®ç®áâìî ¤® á¨¬¬¥âà¨¨ ¨ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨¬¥¥¬ 14 à §«¨çëå æ¥«®ç¨á«¥ëå
¡ §¨á®¢.
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