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� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï, ª®£¤  ª« áá¨ä¨ª æ¨ï ª®­¥ç­ëå ¯à®áâëå £àã¯¯ áç¨â ¥âáï § ª®­ç¥­­®©,
áâ ­®¢¨âáï  ªâã «ì­®© § ¤ ç  ¨§ãç¥­¨ï ª®­¥ç­ëå á®áâ ¢­ëå £àã¯¯. �«ï ¯®áâà®¥­¨ï ®¡é¥© â¥-
®à¨¨ ¯®«¥§­® ­ ª®¯«¥­¨¥ ¨ ¨§ãç¥­¨¥ ¯à¨¬¥à®¢ ª ª ®â¤¥«ì­ëå á®áâ ¢­ëå £àã¯¯, â ª ¨ ¨å ª« á-
á®¢. � [1] �.�.�¥¤¥à­¨ª®¢ë¬ ¢¢¥¤¥­ æ¥«ë© àï¤ ª« áá®¢ á®áâ ¢­ëå £àã¯¯ ¨ áà¥¤¨ ­¨å ª« áá
c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ëå £àã¯¯. �àã¯¯  ­ §ë¢ ¥âáï c-á¢¥àåà §à¥è¨¬®©, ¥á«¨ ®­  ®¡« ¤ ¥â £« ¢­ë¬
àï¤®¬, ¢á¥ ä ªâ®àë ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬¨ £àã¯¯ ¬¨. �« áá ¢á¥å c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ëå
£àã¯¯ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ Uc. �¥âàã¤­® § ¬¥â¨âì, çâ® á¢¥àåà §à¥è¨¬ë¥ ¨ ª¢ §¨­¨«ì¯®â¥­â­ë¥
£àã¯¯ë c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ë, ®¤­ ª® íâ¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ­¥ ¨áç¥à¯ë¢ ¥âáï ¢¥áì ª« áá Uc. � [1] ­ ©-
¤¥­ë ­¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  ª« áá  ¢á¥å c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ëå £àã¯¯, ¢ ç áâ­®áâ¨, ®â¬¥ç¥­®, çâ® Uc
®¡à §ã¥â Sn-§ ¬ª­ãâãî ä®à¬ æ¨î.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¨§ãç îâáï ¤àã£¨¥ á¢®©áâ¢  ä®à¬ æ¨¨ ¢á¥å c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ëå £àã¯¯. �®-
à®è® ¨§¢¥áâ­® (á¬., ­ ¯à., [2], £«. VI), çâ® ä®à¬ æ¨ï ¢á¥å á¢¥àåà §à¥è¨¬ëå £àã¯¯ ­ áëé¥­ ,
â.¥. ¥á«¨ ä ªâ®à-£àã¯¯  G=�(G) á¢¥àåà §à¥è¨¬ , â® ¨ £àã¯¯  G á¢¥àåà §à¥è¨¬ . �«¥¤ãîé¨©
¯à¨¬¥à ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ä®à¬ æ¨ï Uc ­¥ ï¢«ï¥âáï ­ áëé¥­­®©.

�à¨¬¥à. �ãáâì G = A5 | §­ ª®¯¥à¥¬¥­­ ï £àã¯¯  áâ¥¯¥­¨ 5, K | ¯®«¥, á®áâ®ïé¥¥ ¨§
âà¥å í«¥¬¥­â®¢. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ A = AK(G) äà ââ¨­¨¥¢ë© KG-¬®¤ã«ì (á¬. [3]). �¢¨¤ã [3] A
| ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë© KG-¬®¤ã«ì à §¬¥à­®áâ¨ ç¥âëà¥. �® ¨§¢¥áâ­®© â¥®à¥¬¥ � èîæ  áãé¥áâ¢ã¥â

äà ââ¨­¨¥¢® à áè¨à¥­¨¥ A� E � G â ª®¥, çâ® A
G
' �(E) ¨ E=�(E) ' G. �ç¥¢¨¤­®, E=�(E) '

G c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ , ­® ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥­­ëå ¢ëè¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬®¤ã«ï A á«¥¤ã¥â, çâ® E c-
á¢¥àåà §à¥è¨¬®© ­¥ ï¢«ï¥âáï. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ä®à¬ æ¨ï Uc ­¥­ áëé¥­ ,   §­ ç¨â, ­¥«®ª «ì­ .

�¬¥áâ¥ á â¥¬ ¤«ï Uc á¢®©áâ¢®, ¡«¨§ª®¥ ª ­ áëé¥­­®áâ¨, ¯®«ãç ¥âáï ¨§ á«¥¤ãîé¥£® à¥§ã«ì-
â â .

�¥®à¥¬  1. �®à¬ æ¨ï Uc ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨®­­®© ¨ ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ë© ¢­ãâà¥­­¨©

ª®¬¯®§¨æ¨®­­ë© íªà ­ h â ª®©, çâ®

h(N) =

(
NpA(p� 1); ¥á«¨ N | ¯à®áâ ï p-£àã¯¯ ;

Uc; ¥á«¨ N | ¯à®áâ ï ­¥ ¡¥«¥¢  £àã¯¯ :

�âáî¤  á ãç¥â®¬ â¥®à¥¬ë 4.12 ¨§ ([4] £«. IV) ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ N | ­®à¬ «ì­ ï à §à¥è¨¬ ï ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë G ¨ G=�(N) c-á¢¥àå-
à §à¥è¨¬ , â® G c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ .

� ¬¥â¨¬, çâ® ä®à¬ æ¨ï Uc ­¥ ï¢«ï¥âáï à ¤¨ª «ì­®©, ¯®áª®«ìªã ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ £àã¯¯ ,
ï¢«ïîé ïáï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ­®à¬ «ì­ëå á¢¥àåà §à¥è¨¬ëå ¯®¤£àã¯¯, ¢á¥£¤  ¡ë«  ¡ë á¢¥àåà §-
à¥è¨¬®©, çâ® ­¥¢¥à­®. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨§¢¥áâ­®, çâ® £àã¯¯  G = HK, £¤¥ H ¨ K | ­®à¬ «ì-
­ë¥ á¢¥àåà §à¥è¨¬ë¥ ¯®¤£àã¯¯ë, á¢¥àåà §à¥è¨¬ , ¥á«¨ (jG:Hj; jG:Kj) = 1 (á¬., ­ ¯à., [5]), ¨«¨
¥á«¨ G ¨¬¥¥â ­¨«ì¯®â¥­â­ë© ª®¬¬ãâ ­â [6]. � íâ®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ­ ¬¨ ¯®«ãç¥­ 
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�¥®à¥¬  2. �¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:

1) ¥á«¨ £àã¯¯  G = HK, £¤¥ H ¨ K | ­®à¬ «ì­ë¥ c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ë¥ ¯®¤£àã¯¯ë ¨§ G ¨

ä ªâ®à-£àã¯¯ë G=H ¨ G=K ­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å (á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ )  ¡¥«¥¢ëå ª®¬¯®-

§¨æ¨®­­ëå ä ªâ®à®¢, â® G c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ ;
2) ¥á«¨ £àã¯¯  G ¥áâì à áè¨à¥­¨¥ ca-à §à¥è¨¬®© £àã¯¯ë á ¯®¬®éìî A-£àã¯¯ë ¨ G = HK,

£¤¥ H ¨ K | ­®à¬ «ì­ë¥ c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ë¥ ¯®¤£àã¯¯ë ¨§ G, â® G c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ ;
3) ¥á«¨ £àã¯¯  G = HK, £¤¥ H | ­®à¬ «ì­ ï ca-á¢¥àåà §à¥è¨¬ ï ¯®¤£àã¯¯  ¨ K | ­®à-

¬ «ì­ ï c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ ï ¯®¤£àã¯¯  ¨§ G, â® G c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ .

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �á«¨ £àã¯¯  G = HK, £¤¥ H ¨ K | ­®à¬ «ì­ë¥ c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ë¥ ¯®¤-
£àã¯¯ë ¨§ G ¨ (jG:Hj; jG:Kj) = 1, â® G c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ .

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨ £àã¯¯  G ¥áâì à áè¨à¥­¨¥ ª¢ §¨­¨«ì¯®â¥­â­®© £àã¯¯ë á ¯®¬®éìî A-
£àã¯¯ë ¨ G = HK, £¤¥ H ¨ K | ­®à¬ «ì­ë¥ c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ë¥ ¯®¤£àã¯¯ë ¨§ G, â® G c-
á¢¥àåà §à¥è¨¬ .

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �á«¨ £àã¯¯  G ¥áâì à áè¨à¥­¨¥ ­¨«ì¯®â¥­â­®© £àã¯¯ë á ¯®¬®éìî A-£àã¯¯ë
¨ G = HK, £¤¥ H ¨ K | ­®à¬ «ì­ë¥ á¢¥àåà §à¥è¨¬ë¥ ¯®¤£àã¯¯ë ¨§ G, â® G á¢¥àåà §à¥è¨¬ .

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �á«¨ £àã¯¯  ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­®à¬ «ì­®© ª¢ §¨­¨«ì¯®â¥­â-
­®© ¯®¤£àã¯¯ë ¨ ­®à¬ «ì­®© c-á¢¥àåà §à¥è¨¬®© ¯®¤£àã¯¯ë, â® ®­  c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ .

� à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ª®­¥ç­ë¥ £àã¯¯ë. �á¯®«ì§ã¥âáï áâ ­¤ àâ­ ï â¥®à¥â¨ª®-
£àã¯¯®¢ ï â¥à¬¨­®«®£¨ï. �¡®§­ ç¥­¨ï ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, á¢ï§ ­­ë¥ á ä®à¬ æ¨ï¬¨ ª®­¥ç­ëå
£àã¯¯, ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [5]. �¥à¥§ A ®¡®§­ ç ¥âáï ª« áá ¢á¥å  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯; ç¥à¥§ A(p � 1)
| ª« áá ¢á¥å  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯ íªá¯®­¥­âë, ¤¥«ïé¥© p� 1. � ¯®¬­¨¬, çâ® A-£àã¯¯®© ­ §ë¢ ¥âáï
£àã¯¯  á  ¡¥«¥¢ë¬¨ á¨«®¢áª¨¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ AP ª« áá ¢á¥å A-£àã¯¯. �¥-
âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® AP ï¢«ï¥âáï S-§ ¬ª­ãâ®© ä®à¬ æ¨¥©. �®£« á­® [1] £àã¯¯  G ­ §ë¢ ¥âáï
ca-à §à¥è¨¬®©, ¥á«¨ G ®¡« ¤ ¥â £« ¢­ë¬ àï¤®¬, ª ¦¤ë©  ¡¥«¥¢ ä ªâ®à ª®â®à®£® æ¥­âà «¥­ ¢
G. �àã¯¯  G ­ §ë¢ ¥âáï ca-á¢¥àåà §à¥è¨¬®©, ¥á«¨ ®­  c-á¢¥àåà §à¥è¨¬  ¨ ®¡« ¤ ¥â £« ¢­ë¬
àï¤®¬, ª ¦¤ë©  ¡¥«¥¢ ä ªâ®à ª®â®à®£® æ¥­âà «¥­ ¢ G. �¥à¥§ Sca ®¡®§­ ç ¥âáï ª« áá ¢á¥å ca-
à §à¥è¨¬ëå £àã¯¯; ç¥à¥§ Uca | ª« áá ¢á¥å ca-á¢¥àåà §à¥è¨¬ëå £àã¯¯. � [1] ãáâ ­®¢«¥­®, çâ®
Sca ¨ Uca ï¢«ïîâáï ä®à¬ æ¨ï¬¨ �¨ââ¨­£ .

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1. �ãáâì f | ª®¬¯®§¨æ¨®­­ë© íªà ­, ®¡« ¤ îé¨© á«¥¤ãîé¨-
¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: ¤«ï «î¡®© ¯à®áâ®© £àã¯¯ë N §­ ç¥­¨¥ íªà ­  f(N) = A(p � 1), ¥á«¨ N |
p-£àã¯¯ , ¨ f(N) = Uc, ¥á«¨ N | ­¥ ¡¥«¥¢  £àã¯¯ . �¡®§­ ç¨¬ X = hfi. �®ª ¦¥¬, çâ® X = Uc.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® X n Uc ­¥¯ãáâ®, ¨ ¢ë¡¥à¥¬ ¢ ­¥¬ £àã¯¯ã G ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¯®-
àï¤ª . � ª ª ª X ¨ Uc ï¢«ïîâáï ä®à¬ æ¨ï¬¨, â® ¢ G ¨¬¥¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¬¨­¨¬ «ì­ ï ­®à-
¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  N ¨ N = GUc .

�ãáâì N | ­¥ ¡¥«¥¢  £àã¯¯ . �á«¨ N = G, â® G| ¯à®áâ ï £àã¯¯  ¨ G 2 Uc. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.
�ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® N 6= G. � ¬¥â¨¬, çâ® CG(N) \N C G. �§ ­¥ ¡¥«¥¢®áâ¨ ¨ ¬¨­¨¬ «ì­®áâ¨ N
á«¥¤ã¥â, çâ® CG(N) = 1. � ª ª ª G 2 X, â® G ' G=CG(N) 2 f(N) = Uc. �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥
á ¢ë¡®à®¬ G.

�ãáâì N |  ¡¥«¥¢  p-£àã¯¯  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p. �§ G 2 X á«¥¤ã¥â, çâ®
G=CG(N) 2 f(N) = A(p� 1). �® «¥¬¬¥ �ã¯¯¥àâ  (á¬. «¥¬¬ã 4.1 ¨§ [5]) N ï¢«ï¥âáï æ¨ª«¨ç¥áª®©
£àã¯¯®© ¯®àï¤ª  p. �âáî¤  ¨ ¨§ G=N 2 Uc ¯®«ãç ¥¬ G 2 Uc. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
X � Uc.

�®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® UcnX ­¥¯ãáâ®, ¨ ¢ë¡¥à¥¬ ¢ ­¥¬
£àã¯¯ã G ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¯®àï¤ª . �®¦­® áç¨â âì, çâ® ¢ G ¨¬¥¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¬¨­¨¬ «ì­ ï
­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  K â ª ï, çâ® K = GX.
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�á«¨ K | ­¥ ¡¥«¥¢  £àã¯¯ , â® CG(K) = 1. �®£¤  G=CG(K) ' G 2 Uc = f(K), â.¥. £« ¢­ë©
ä ªâ®àK ï¢«ï¥âáï f -æ¥­âà «ì­ë¬ ¢ G. �âáî¤  ¨ ¨§G=K 2 X á«¥¤ã¥â, çâ® G 2 X. �à®â¨¢®à¥ç¨¥
á ¢ë¡®à®¬ G.

�ãáâì K |  ¡¥«¥¢  p-£àã¯¯  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯à®áâ®£® p. � ª ª ª G 2 Uc, â® K | £àã¯-
¯  ¯®àï¤ª  p. �¢¨¤ã â®£®, çâ® G=CG(K) ¨§®¬®àä­® ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ £àã¯¯ã AutK, ¯®«ãç ¥¬
G=CG(K) 2 A(p � 1). �âáî¤  ¨ ¨§ G=K 2 X á«¥¤ã¥â, çâ® G 2 X. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. �â ª, Uc � X,
â¥¬ á ¬ë¬ à ¢¥­áâ¢® X = Uc ¤®ª § ­®.

�§ § ¤ ­¨ï f á«¥¤ã¥â, çâ® f | ¢­ãâà¥­­¨© íªà ­. �­ ç¨â, ¯® â¥®à¥¬¥ 3.2 ¨§ [5] ä®à¬ æ¨ï Uc
®¡« ¤ ¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ ª®¬¯®§¨æ¨®­­ë¬ íªà ­®¬ h â ª¨¬, çâ® h(N) = NpA(p� 1), ¥á«¨ N |
¯à®áâ ï  ¡¥«¥¢  p-£àã¯¯ , ¨ h(N) = Uc, ¥á«¨ N | ¯à®áâ ï ­¥ ¡¥«¥¢  £àã¯¯ .

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2 ®¯¨à ¥âáï ­  á«¥¤ãîé¨¥ à¥§ã«ìâ âë, ­¥ª®â®àë¥ ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥-
îâ á ¬®áâ®ïâ¥«ì­®¥ §­ ç¥­¨¥.

�¥¬¬  1. �ãáâì F | ä®à¬ æ¨ï ¨ N | ¬¨­¨¬ «ì­ ï ­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë G
â ª ï, çâ® jN j = p� ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p. �á«¨ N á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯®¤£àã¯¯¥ H ¨§

G ¨ H=CH(U=V ) 2 F ¤«ï «î¡®£® H-£« ¢­®£® ä ªâ®à  U=V £àã¯¯ë N , â® H=CH(N) 2 NpF.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ «î¡®© H-£« ¢­ë© ä ªâ®à U=V £àã¯¯ë N . � ª ª ª
H=CH(U=V ) 2 F ¨ F | ä®à¬ æ¨ï, â® H=B 2 F, £¤¥ B = \CH(U=V ) ¨ U=V ¯à®¡¥£ ¥â ¢á¥
H-£« ¢­ë¥ ä ªâ®àë £àã¯¯ë N . �àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ B=CB(N) ¤¥©áâ¢ã¥â â®¦¤¥áâ¢¥­­® ­ 
ª ¦¤®¬ ä ªâ®à¥ ­¥ª®â®à®£® áã¡­®à¬ «ì­®£® B=CB(N)-¤®¯ãáâ¨¬®£® àï¤  £àã¯¯ë N . �®íâ®¬ã
B=CB(N) ï¢«ï¥âáï p-£àã¯¯®© ¯® «¥¬¬¥ 3.10 ¨§ [5]. �®£¤  H=CB(N) 2 NpF, â.ª. ®­  ¥áâì à áè¨-
à¥­¨¥ p-£àã¯¯ë B=CB(N) á ¯®¬®éìî F-£àã¯¯ë H=B. �âáî¤  ¨ ¨§ CB(N) � CH(N) ¯®«ãç ¥¬
H=CH(N) 2 NpF.

�¥¬¬  2. �ãáâì F = NpX, £¤¥ X | ­¥ª®â®à ï ¯®¤ä®à¬ æ¨ï ¨§ A. �á«¨ G = HK, £¤¥ H ¨

K | ­®à¬ «ì­ë¥ F-¯®¤£àã¯¯ë £àã¯¯ë G ¨ (jG:Hj; jG:Kj) = 1, â® G 2 F.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì G | £àã¯¯  ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¯®àï¤ª , ¤«ï ª®â®à®© «¥¬¬  ­¥¢¥à­ .
�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ N ¬¨­¨¬ «ì­ãî ­®à¬ «ì­ãî ¯®¤£àã¯¯ã £àã¯¯ë G. �«ï G=N ¢á¥ ãá«®¢¨ï
«¥¬¬ë ¢ë¯®«­ïîâáï, ¯®íâ®¬ã G=N 2 F. � ª ª ª F | ä®à¬ æ¨ï, â® N | ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¬¨­¨-
¬ «ì­ ï ­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  ¢ G ¨ N = GF. �á­®, çâ® N � H \K. �á«¨ N | p-£àã¯¯ , â®
¨§ G=N 2 NpX á«¥¤ã¥â, çâ® G 2 NpX = F. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. �­ ç¨â, N | q-£àã¯¯  ¤«ï ­¥ª®â®à®£®
¯à®áâ®£® ç¨á«  q 6= p ¨ Op(G) = 1. � ª ª ª Op(H) å à ªâ¥à¨áâ¨ç­  ¢ H ¨ H ­®à¬ «ì­  ¢ G,
â® Op(H) ­®à¬ «ì­  ¢ G. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, Op(H) = 1. �­ «®£¨ç­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® Op(K) = 1.
�­ ç¨â, H 2 X ¨ K 2 X. � ª ª ª G = HK, â® G ­¨«ì¯®â¥­â­ . �á«¨ R| á¨«®¢áª ï r-¯®¤£àã¯¯ 
¨§ G ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯à®áâ®£® r, â® R = HrKr, £¤¥ Hr ¨ Kr | á¨«®¢áª¨¥ r-¯®¤£àã¯¯ë ¨§ H ¨ K
á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®áª®«ìªã (jG:Hj; jG:Kj) = 1, â® «¨¡® R = Hr, «¨¡® R = Kr. �§ X � A ¢¢¨¤ã
â¥®à¥¬ë 2.4 ¨§ [5] á«¥¤ã¥â, çâ® X | S-§ ¬ª­ãâ ï ä®à¬ æ¨ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, R 2 X, ®âªã¤ 
G 2 X � F. �à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¢ë¡®à®¬ G.

�¥¬¬  3. �ãáâì £àã¯¯  G ¨¬¥¥â ­¥ ¡¥«¥¢ã ¥¤¨­áâ¢¥­­ãî ¬¨­¨¬ «ì­ãî ­®à¬ «ì­ãî ¯®¤-

£àã¯¯ã N â ªãî, çâ® G=N 2 Uc. �á«¨ G = HK, £¤¥ H ¨ K | ­®à¬ «ì­ë¥ c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ë¥
¯®¤£àã¯¯ë ¨§ G, â® G c-á¢¥àåà §à¥è¨¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬¥â¨¬, çâ®N � H\K. �ãáâì R|¬¨­¨¬ «ì­ ï ­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯ 
£àã¯¯ë H, á®¤¥à¦ é ïáï ¢ N . � ª ª ª H 2 Uc, â® R | ¯à®áâ ï ­¥ ¡¥«¥¢  £àã¯¯ . �àï¬®©
¯à®¢¥àª®© ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï, çâ® Rg

C H ¤«ï «î¡®£® g 2 G. �§ N C G á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥
RxRy � � �Rz � N , £¤¥ x; y; : : : ; z | ¢á¥ í«¥¬¥­âë £àã¯¯ë G. �§ ¬¨­¨¬ «ì­®áâ¨ N ¯®«ãç ¥¬ N =
RxRy � � �Rz. �ë¡¥à¥¬ í«¥¬¥­âë g1; g2; : : : ; gn £àã¯¯ë G â ª, çâ®¡ë N = Rg1Rg2 � � �Rgn ¨ Rgi = Rgj

¤«ï «î¡ëå i 6= j. �¢¨¤ã ¯à®áâ®âë R ¨¬¥¥¬ Rgi \Rgj = 1 ¤«ï i 6= j, â.¥. N = Rg1 �Rg2 �� � ��Rgn .
�­ «®£¨ç­®, ¬¨­¨¬ «ì­ ï ­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  L £àã¯¯ë K, á®¤¥à¦ é ïáï ¢ N , ®¡« ¤ ¥â
á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: L | ¯à®áâ ï ­¥ ¡¥«¥¢  £àã¯¯ ; Lh C K ¤«ï «î¡®£® h 2 G; N =
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Lh1�Lh2�� � ��Lhm, £¤¥ h1; h2; : : : ; hm | í«¥¬¥­âë £àã¯¯ëG â ª¨¥, çâ® Lhi 6= Lhj ¤«ï «î¡ëå i 6= j.
�¢¨¤ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï  ) «¥¬¬ë 13.16 ([7], £«. X) ¨ ¯à®áâ®âë L ¤«ï «î¡®£® i 2 f1; 2; : : : ;mg ¨¬¥¥¬
Lhi = Rgk ¤«ï ­¥ª®â®à®£® k 2 f1; 2; : : : ; ng. �®£¤  ¨§ N = Rg1�Rg2�� � ��Rgn = Lh1�Lh2�� � ��Lhm

¯®«ãç ¥¬, çâ® n = m, â.¥. fRg1 ; Rg2 ; : : : ; Rgng = fLh1 ; Lh2 ; : : : ; Lhmg. � ª ª ª Lh1 = Rgk ¤«ï
­¥ª®â®à®£® k 2 f1; 2; : : : ; ng, â® NG(Lh1) = NG(Rgk) � HK = G. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® Lh1 C G.
�âáî¤  ¨ ¨§ ¬¨­¨¬ «ì­®áâ¨ N á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢® N = Lh1 , â.¥. N ¯à®áâ . � ª ª ª G=N 2 Uc, â®
G 2 Uc.

�¥¬¬  4. �ãáâì H| ¯®¤ä®à¬ æ¨ï ¨§ A ¨ £àã¯¯  G 2 NpA
P. �á«¨ G = HK, £¤¥ ­®à¬ «ì­ë¥

¢ G ¯®¤£àã¯¯ë H ¨ K ¯à¨­ ¤«¥¦ â NpH, â® G 2 NpH.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì £àã¯¯  G | ª®­âà¯à¨¬¥à ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¯®àï¤ª  ª «¥¬¬¥. �¡®§­ -
ç¨¬ ç¥à¥§ N ¬¨­¨¬ «ì­ãî ­®à¬ «ì­ãî ¯®¤£àã¯¯ã £àã¯¯ë G. �®£¤  G=N 2 NpH ¨ N | ¥¤¨­-
áâ¢¥­­ ï ¬¨­¨¬ «ì­ ï ­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  ¢ G. �á«¨ N | p-£àã¯¯ , â® (G=N)H = GHN=N '
GH=GH \N 2 Np. �âªã¤  GH 2 Np, â.¥. G 2 NpH. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, N ­¥ ï¢«ï¥âáï
p-£àã¯¯®©. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® Op(G) = 1. �®£¤  Op(H) = Op(K) = 1. �­ ç¨â, HH = KH = 1, â.¥.
H 2 H ¨ K 2 H. �âáî¤  ¨ ¨§ G = HK á«¥¤ã¥â ­¨«ì¯®â¥­â­®áâì G. �®«¥¥ â®£®, G ï¢«ï¥âáï
q-£àã¯¯®© ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯à®áâ®£® q 6= p. �§ G 2 NpA

P ¨ Op(G) = 1 ¯®«ãç ¥¬ G 2 A. � ª ª ª
N | ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¬¨­¨¬ «ì­ ï ­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  ¢ G, â® G | æ¨ª«¨ç¥áª ï £àã¯¯ . �®
â®£¤  ¨§ G = HK ¯®«ãç ¥¬ «¨¡® G = H 2 H, «¨¡® G = K 2 H. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ § ¢¥àè ¥â
¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2. �®ª ¦¥¬ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1). �ãáâì G | £àã¯-
¯  ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¯®àï¤ª , ¤«ï ª®â®à®© ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1) â¥®à¥¬ë 2 ­¥¢¥à­®. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§
N ¬¨­¨¬ «ì­ãî ­®à¬ «ì­ãî ¯®¤£àã¯¯ã £àã¯¯ë G. �¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï G=N ¢á¥ ãá«®¢¨ï
ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1) ¢ë¯®«­ïîâáï. �®íâ®¬ã G=N 2 Uc. � ª ª ª Uc ï¢«ï¥âáï ä®à¬ æ¨¥©, â® N |
¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¬¨­¨¬ «ì­ ï ­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  ¢ G, N = GUc ¨ N � H \K.

�ãáâì N |  ¡¥«¥¢  p-£àã¯¯  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p. � áá¬®âà¨¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ë©
¢­ãâà¥­­¨© ª®¬¯®§¨æ¨®­­ë© íªà ­ h ä®à¬ æ¨¨ Uc. �®£¤  h(p) = NpA(p � 1). �ãáâì U=V |
«î¡®© H-£« ¢­ë© ä ªâ®à £àã¯¯ë N . � ª ª ª H 2 Uc, â® H=CH(U=V ) 2 h(p). �® «¥¬¬¥ 1 ¨¬¥-
¥¬ H=CH(N) 2 Nph(p). �­ «®£¨ç­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® K=CK(N) 2 Nph(p). � áá¬®âà¨¬ £àã¯¯ã
G=CG(N) = HCG(N)=CG(N) � KCG(N)=CG(N). �§ HCG(N)=CG(N) ' H=CH(N) 2 Nph(p) ¨
KCG(N)=CG(N) ' K=CK(N) 2 Nph(p) ¢¢¨¤ã «¥¬¬ë 2 ¯®«ãç ¥¬ G=CG(N) 2 Nph(p). �«¥¤®¢ -
â¥«ì­®, ä ªâ®à N ï¢«ï¥âáï h-æ¥­âà «ì­ë¬ ¢ G. �âáî¤  ¨ ¨§ c-á¢¥àåà §à¥è¨¬®áâ¨ G=N á«¥¤ã¥â
c-á¢¥àåà §à¥è¨¬®áâì G. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�á«¨ N | ­¥ ¡¥«¥¢  £àã¯¯ , â® G 2 Uc ¯® «¥¬¬¥ 3. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1).

�®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 2). �ãáâì G | £àã¯¯  ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¯®àï¤ª , ¤«ï ª®â®à®© ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨¥ 2) ­¥¢¥à­®. �®¦­® áç¨â âì, çâ® G ®¡« ¤ ¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®© ¬¨­¨¬ «ì­®© ­®à¬ «ì­®©
¯®¤£àã¯¯®© N â ª®©, çâ® N = GUc ¨ N � H \K.

�ãáâì N |  ¡¥«¥¢  p-£àã¯¯  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯à®áâ®£® p. �®ª ¦¥¬, çâ® G=CG(N) 2 NpA
P.

�¡®§­ ç¨¬ AP-ª®à ¤¨ª « £àã¯¯ë G ç¥à¥§ T . � ª ª ª T 2 Sca, â® CT (U=V ) = T ¤«ï «î¡®-
£® T -£« ¢­®£® ä ªâ®à  U=V £àã¯¯ë N . �¢¨¤ã «¥¬¬ë 1 ¯®«ãç ¥¬ T=CT (N) 2 Np. �®£¤  £àã¯¯ 
G=CT (N) 2 NpA

P, â.ª. ®­  ¥áâì à áè¨à¥­¨¥ p-£àã¯¯ë T=CT (N) á ¯®¬®éìî A-£àã¯¯ë G=T . �âáî-
¤  ¨ ¨§ CT (N) � CG(N) á«¥¤ã¥â, çâ® G=CG(N) 2 NpA

P. � áá¬®âà¨¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ë© ¢­ãâà¥­­¨©
ª®¬¯®§¨æ¨®­­ë© íªà ­ h ä®à¬ æ¨¨ Uc. � ª ª ª H 2 Uc, â® H=CH(U=V ) 2 h(p) ¤«ï «î¡®£®
H-£« ¢­®£® ä ªâ®à  U=V £àã¯¯ë N . �® «¥¬¬¥ 1 H=CH(N) 2 Nph(p) = NpA(p� 1). �­ «®£¨ç­®
K=CK(N) 2 Nph(p) = NpA(p � 1). �®áª®«ìªã G=CG(N) = HCG(N)=CG(N) � KCG(N)=CG(N),
£¤¥ HCG(N)=CG(N) ' H=CH(N) 2 NpA(p � 1) ¨ KCG(N)=CG(N) ' K=CK(N) 2 NpA(p � 1), â®
¯® «¥¬¬¥ 4 § ª«îç ¥¬ G=CG(N) 2 NpA(p � 1) = h(p). �â® ®§­ ç ¥â, çâ® ä ªâ®à N ï¢«ï¥âáï
h-æ¥­âà «ì­ë¬ ¢ G. �âáî¤  ¨ ¨§ G=N 2 Uc ¯®«ãç ¥¬ G 2 Uc. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.
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�á«¨ N ­¥ ¡¥«¥¢ , â® ¯® «¥¬¬¥ 3 £àã¯¯  G 2 Uc. �à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¢ë¡®à®¬ G. �â¢¥à¦¤¥­¨¥
2) ¤®ª § ­®.

�áâ ­®¢¨¬ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® G | £àã¯¯  ­ ¨¬¥­ìè¥£®
¯®àï¤ª , ¤«ï ª®â®à®© ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3) ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï. �®£¤  ¢ G ¨¬¥¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¬¨­¨-
¬ «ì­ ï ­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  N â ª ï, çâ® N = GUc ¨ N � H \K.

�ãáâì N | p-£àã¯¯  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯à®áâ®£® p. �¢¨¤ã K 2 Uc ¤«ï ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ¢­ã-
âà¥­­¥£® ª®¬¯®§¨æ¨®­­®£® íªà ­  h ä®à¬ æ¨¨ Uc ¨ «î¡®£® K-£« ¢­®£® ä ªâ®à  U=V £àã¯¯ë
N ¨¬¥¥¬ K=CK(U=V ) 2 h(p). �®£¤ , ¨á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 1, ¨¬¥¥¬ K=CK(N) 2 Nph(p). �§ H 2 Uca
¤«ï «î¡®£® H-£« ¢­®£® ä ªâ®à  U=V £àã¯¯ë N ¯®«ãç ¥¬ CH(U=V ) = H. �âáî¤  H=CH(N)
ï¢«ï¥âáï p-£àã¯¯®© ¯® «¥¬¬¥ 1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, £àã¯¯  G=CG(N) ¥áâì ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ p-£àã¯¯ë
HCG(N)=CG(N) ¨ Nph(p)-£àã¯¯ë KCG(N)=CG(N), â.¥. G=CG(N) 2 Nph(p). �â® ®§­ ç ¥â, çâ®
ä ªâ®à N = GUc ï¢«ï¥âáï h-æ¥­âà «ì­ë¬ ¢ G. �¥¬ á ¬ë¬ ¯®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á G =2 Uc.

�á«¨ N ­¥ ¡¥«¥¢ , â® G c-á¢¥àåà §à¥è¨¬  ¯® «¥¬¬¥ 3. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¢ë¡®à®¬ G
§ ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3).
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