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Введение 

Тригонометрии в школе традиционно уделяется много внимания: 

сначала – в курсе геометрии, затем – в курсе алгебры и начал анализа. 

Поскольку в контрольно-измерительных материалах ЕГЭ 

тригонометрический материал (тождества, уравнения, неравенства) 

представлен достаточно широко, учителя математики не жалеют ни сил, ни 

времени на то, что, по их мнению, особенно важно учащимся, – на отработку 

формул. Но, к сожалению, результат такого преподавания не всегда 

оправдывает себя. По мнению вузовских преподавателей, выпускники школ 

тригонометрию знают плохо. 

Основная задача учителя математики – развитие ребенка, а не 

заполнение ячеек памяти формулами. В связи с этим необходимо 

пересмотреть методические традиции в преподавании тригонометрии. 

В школьном курсе математики в разные годы использовались разные 

варианты введения тригонометрических функций. В современных учебных 

пособиях предпочтение отдается определению с помощью единичной 

окружности. При этом большинству учебников присущ один и тот же 

недостаток – недооценка важности изучения самой модели  «числовая 

окружность» (точнее, модели «числовая окружность на координатной 

плоскости») и слишком поспешное (чуть ли не на первом уроке) введение 

понятий синуса и косинуса «по окружности». Это приводит к наложению 

двух трудностей: непривычная модель (числовая окружность) и 

непривычный способ введения функций (синус как ордината, косинус как 

абсцисса точки числовой окружности). При этом в качестве опоры 

используется геометрический материал о вычислении длин дуг окружностей, 

который, как показывает практика, не дорабатывается в курсе геометрии. 

Поэтому многие учащиеся испытывают затруднения с геометрическим 

истолкованием основных компонентов «тригонометрического языка» (2  – 



4 

 

длина числовой окружности,   – длина полуокружности, 
 

 
 – длина четверти 

окружности, 
 

 
 – длина половины четверти окружности и т.д.). 

Из вышесказанного следует проблема исследования, которая состоит 

в рассмотрении теоретических основ тригонометрии и методики ее  изучения 

в школьном курсе математики. Проблема исследования определяет тему 

выпускной квалификационной работы: «Методика изучения тригонометрии в 

школьном курсе математики». 

Объект исследования – процесс изучения тригонометрии в школьном 

курсе математики.  

Предмет исследования – методика изучения тригонометрии (числовой 

окружности, тригонометрических формул, функций, уравнений и неравенств) 

в школьном курсе математики. 

Цель исследования – на основе учебной, научной и методической 

литературы изучить основные теоретические сведения, связанные с 

тригонометрией; раскрыть общие методические положения, на которые 

нужно обратить внимание при изложении  тем: «Числовая окружность», 

«Тригонометрические функции», «Тригонометрические уравнения и 

неравенства» в школьном курсе математики.  

Достижение цели обусловило постановку следующих задач 

исследования:  

1. Проанализировать школьные учебники и методическую литературу 

в соответствии с проблемой исследования. 

2. Выделить разные типы задач с числовой окружностью и 

рассмотреть методические рекомендации по их решению; раскрыть 

методику изучения тригонометрических функций, уравнений и 

неравенств в курсе математики старшей школы. 

3. Разработать урок изучения нового материала на тему «Числовая 

окружность» и урок обобщения и систематизации знаний на тему 
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«Отбор корней при решении тригонометрических уравнений» для 

учеников 10-го класса. 

4. Разработать систему тренировочных упражнений для учащихся 10-

11 классов по подготовке к ЕГЭ.   

Практической значимостью работы является то, что она может 

использоваться как методическое пособие для учителей школ при 

планировании  и проведении уроков по тригонометрии, а также для учеников 

старших классов при подготовке к ЕГЭ. 

Структура работы: работа состоит из введения, двух глав, 

заключения, списка использованной литературы и трех приложений. 

В первой главе рассматриваются теоретические сведения, связанные с 

тригонометрией. 

Вторая глава посвящена методике изучения тригонометрии в школьном 

курсе математики, где даются рекомендации по обучению числовой 

окружности, тригонометрическим функциям, уравнениям и неравенствам.   

В приложении 1 приведен урок изучения нового материала на тему 

«Числовая окружность» для учеников 10-го класса.  

В приложении 2 представлен урок обобщения и систематизации знаний 

на тему «Отбор корней в тригонометрических уравнениях» для учеников 10-

го класса. 

В приложении 3 приведена система тренировочных упражнений 

уровней В7 и С1 по подготовке к ЕГЭ.     
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Глава 1 

Тригонометрические формулы. Тригонометрические функции 

1.1.  Синус и косинус угла 

Рассмотрим прямоугольную систему координат    , у которой 

положительная полуось    направлена вправо, а положительная полуось    

направлена вверх. Единичным вектором координатной оси    называют 

вектор, имеющий длину 1, начало в точке   и направленный вдоль 

положительной полуоси   . 

Единичной окружностью в тригонометрии называют окружность 

радиуса 1 с центром в начале системы координат     при условии, что 

единичный вектор    оси    принят за начальное 

положение подвижного вектора и что направление 

поворота против часовой стрелки принято за 

положительное. 

Пусть подвижный вектор, совершив поворот 

от вектора    до вектора   , образует угол    , 

радианная мера которого равна   радиан. Точку   

единичной окружности назовем точкой, 

соответствующей углу   (рис.1), или, коротко, 

точкой  . 

Заметим, что точка   единичной окружности для любого целого числа 

  совпадает с точкой      , где   – любое целое число. 

Число, равное ординате точки единичной окружности, 

соответствующей углу  , называют синусом угла   и обозначают     . 

Число, равное абсциссе точки единичной окружности, 

соответствующей углу  , называют косинусом угла   и обозначают     . 

Замечание. Для углов, радианная мера которого заключена между 

     , приведенное определение синуса и косинуса угла совпадает с 

определением, известным из курса геометрии. 

Рис.1 
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Из сказанного выше следует, что для любого угла  : 

1) существует синус этого угла и притом единственный; 

2) существует косинус этого угла и притом единственный. 

Поэтому часто говорят, что      и      есть функции угла  . 

Пример 1. Вычислить                
  

 
      

  

 
. 

Решение. Углу 0 радиан соответствует 

точка  (   ), следовательно,  

                . Углу 
  

 
 радиан 

соответствует точка  (    ), следовательно, 

   
  

 
       

  

 
   (рис.2). 

 

 

Арксинус 

Рассмотрим на координатной плоскости 

    единичную окружность (рис.3). Если 

число   таково, что | |   , то прямая     

пересекает правую полуокружность единичной окружности в единственной 

точке  . При этом вектор   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ образует с вектором   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ единственный угол    

из промежутка [ 
 

 
 
 

 
], синус которого равен   (см. рис. 3). Этот угол 

обозначают         (читают: «арксинус  »). Слово «арксинус» происходит 

от греческого слова     – дуга. Имеется в виду дуга окружности, на которую 

опирается соответствующий центральный угол. 

 

Рис.2 
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Арксинус числа   (| |   ) есть угол   

из промежутка [ 
 

 
 
 

 
], синус которого равен  :  

      . 

Подчеркнем, что для любого числа  , 

такого, что: 

1) | |   , существует, и притом единственный, 

арксинус этого числа;  

2) | |   , арксинус этого числа не существует, поэтому запись         для 

такого   не имеет смысла.  

Например, не имеют смысла записи         и       ( 
 

 
)   так как 

     и   
 

 
     

Из определения арксинуса следует, что если | |   , то 

   (       )   . 

Пример 2. Найти все углы  , для каждого из которых      
 

 
. 

Решение. Все такие углы задаются формулами 

        
 

 
                    

 

 
          

 Арккосинус 

Рассмотрим на координатной 

плоскости     единичную окружность 

(рис. 4). Если число   таково, что | |   , 

то прямая     пресекает ее верхнюю 

полуокружность в единственной точке  . 

При этом вектор   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ образует с вектором 

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗ единственный угол   из промежутка 

[   ], косинус которого равен   (см. рис. 

5). Этот угол обозначают         

Рис.3 

Рис.4 
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(читают «арккосинус  »). 

Арккосинус числа   (| |   ) есть угол   из промежутка [   ], 

косинус которого равен  :         . 

Подчеркнем, что для любого числа  , такого, что: 

 ) | |   , существует, и притом единственный, арккосинус этого 

числа; 

2) | |   , арккосинус этого числа не существует, поэтому запись 

        для такого   не имеет смысла. 

Например, не имеют смысла записи         и       (  ), так как 

          . 

Из определения арккосинуса следует, что если  | |   , то 

   (       )     

Пример 3. Найти все углы  , для каждого из которых          

Решение. Рассмотрим единичную окружность (см. рис. 5). Прямая 

     пересекает ее в точке  , поэтому 

угол    между векторами    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  ⃗ равен  , 

т.е.          (  )   . 

Условию удовлетворяют лишь углы  

                 

Ответ:              

  

Рис. 5 
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1.2. Тангенс и котангенс угла 

Число, равное отношению      к     , называют тангенсом угла   и 

обозначают     , т.е. 

     
    

    
. 

Тангенс угла   определен для всех углов  , за исключением тех, для 

которых       . Поэтому в определении      исключаются все углы 

  
 

 
   ,  

где  - любое целое число. 

Из определения  следует, что для любого угла  , не совпадающего ни с 

одним из углов   
 

 
   , тангенс этого угла существует, и притом 

единственный. Поэтому часто говорят, что      есть функция угла  . 

Число, равное отношению      к     , называют котангенсом угла   

и обозначают      , т.е. 

      
    

    
. 

Котангенс угла   определен для всех углов  , за исключением тех, для 

которых       . Поэтому в определении       исключаются все углы 

    ,  

где   – любое число. 

Из определения следует, что для любого угла  , не совпадающего ни с 

одним из углов     , котангенс этого угла существует, и притом 

единственный. Поэтому часто говорят, что       есть функция угла  . 

Пример 4. а)    
 

 
 

    
 

  

    
 

 

 
 

 

√ 

 

 
√ 

 
; 

                б)        
      

      
  ; 

                в)     
 

 
 
    

 

 

    
 

 

 
√ 

 
 

 

 √  ; 

                г)         
      

      
 
√ 

 
. 
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Тангенс угла  
 

 
 не существует, потому что    

 

 
  , но существует 

котангенс угла 
 

 
: 

    
 

 
 
    

 

 

    
 

 

 
 

 
  . 

Для угла   , наоборот, не существует котангенс, потому что        , 

но существует тангенс: 

      
     

     
 
 

 
  . 

 Арктангенс 

Рассмотрим на координатной плоскости     единичную окружность и 

ось тангенсов. Для любого действительного числа   прямая     пересекает 

ось тангенсов в единственной точке   (рис. 6, а, б). 

а) б)  

 

 

Прямая    пересекает правую полуокружность в единственной точке 

 . При этом вектор   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ образует с вектором   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ единственный угол   из 

промежутка ( 
 

 
 
 

 
), тангенс которого равен   (см. рис. 6). Этот угол 

обозначают         (читают: «арктангенс a»). 

Пример 5. 

а)           ;   б)         
 

 
. 

Арктангенс числа   есть угол   из промежутка ( 
 

 
 
 

 
), тангенс 

которого равен  :         

Рис. 6 
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Подчеркнем, что для любого числа   существует, и притом 

единственный, арктангенс этого числа. Из определения арктангенса следует, 

что для любого числа   

  (       )   . 

Пример 6. Найти все углы  , для каждого из которых      √ . 

Решение. Все такие углы   задаются формулой 

        √        . 

Так как       √  
 

 
, то эту формулу можно записать так: 

  
 

 
       . 

 Арккотангенс 

Рассмотрим на координатной плоскости     единичную окружность и 

ось котангенсов. Для любого действительного числа   прямая     

пересекает ось котангенсов в единственной точке   (рис. 7, а, б). 

Прямая    пересекает верхнюю полуокружность в единственной точке 

 . При этом вектор   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ образует с вектором   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ единственный угол   из 

промежутка (   ), котангенс которого равен  . Этот угол обозначают 

         (читают «арккотангенс a»). 

     (   )                                  (   ) 

а) б)  

Рис.7 

Пример 7. а)         
 

 
;     б)       (  )  

  

 
. 
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Арккотангенс числа   есть угол   из промежутка (   ), котангенс 

которого равен  :         . 

Подчеркнем, что для любого действительного числа   существует, и 

притом единственный, арккотангенс этого числа.  

Из определения арккотангенса следует, что для любого числа   

справедливо равенство 

    (        )   . 

Пример 8. Найти все углы  , удовлетворяющие условию 

        . 

Решение. Все такие углы   задаются формулой 

         (  )        . 

Так как        (  )  
  

 
, то эту формулу можно записать так: 

  
  

 
       . 

1.3. Основные тригонометрические формулы 

 Формулы, связывающие тригонометрические функции одного и 

того же аргумента: 

основное  тригонометрическое тождество:              ; 

     
    

    
   

 

 
       ; 

      
    

    
         ; 

       
 

     
   

 

 
       ; 

        
 

     
         .

Формулы сложения углов: 

   (   )                   ; 

   (   )                   ;

  (   )  
        

          
   

 

 
      

 

 
                  ; 

   (   )  
           

          
                         .
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 Формулы преобразования суммы тригонометрических функций в 

произведение: 

              
   

 
   

   

 
; 

              
   

 
   

   

 
; 

               
   

 
   

   

 
; 

         
   (   )

        
   

 

 
      

 

 
         ;

           
   (   )

        
                .

 Формулы двойного аргумента: 

               ; 

                 ; 

     
      

      
   

 

 
 
  

 
   

 

 
          ; 

      
       

       
   

  

 
            ; 

              ; 

              ; 

        (         ) . 

 Формулы тройного аргумента 

                        ; 

                  ; 

     
           

       
   

 

 
(    )    ; 

      
             

        
   

  

 
    . 

Формулы преобразования произведения тригонометрических 

функций в сумму: 

         
 

 
[   (   )     (   )]; 

         
 

 
[   (   )     (   )]; 
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[   (   )     (   )]; 

       
       

         
; 

         
         

       
; 

        
        

        
. 

Некоторые значения тригонометрических функций 

Таблица 1

     Функции 

Угол 
                     

0 0 1 0 ∞  

 

 
(   ) 

 

 
 

√ 

 
 

√ 

 
 √  

 

 
(   ) √ 

 
 

√ 

 
 1 1 

 

 
(   ) √ 

 
 

 

 
 √  

√ 

 
 

 

 
(   ) 1 0 ∞ 0 
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1.4. Тригонометрические функции числового аргумента 

Для любого действительного числа   существует угол, радианная мера 

которого равна  . Далее будем говорить короче: для любого числа   

существует угол в   радиан. При этом не будут различаться число   и угол в 

  радиан. 

Функцию    ( ) называют периодической, если существует число 

   , такое, что для любого   из области определения функции    ( ) 

числа           также входят в область определения функции    ( ) и 

выполняется равенство   (   )   ( ). 

Число   называют периодом функции    ( ). Наименьший 

положительный период  ( ) называют ее главным периодом. 

Обычно рассматривают положительные периоды. 

Из данного определения следует, что для любого   области 

определения функции    ( ) справедливо равенство   (   )   ( ). 

Действительно, функция    ( ) определена в точке     и поэтому 

 ( )   ((   )   )   (   ). 

1.4.1. Функция        

Если каждому действительному числу   поставлено в соответствие 

число  , равное синусу угла в   радиан, то говорят, что этим определена 

функция       , называемая синусом числового аргумента  . 

          Областью определения функции является множество всех 

действительных чисел  , областью изменения – отрезок [    ]. 

Отметим некоторые свойства функции       . 

1. Функция        нечетная. 

2. Функция        периодическая с главным периодом   . 

3. Функция        непрерывная. 

4. Функция        на отрезке [ 
 

 
 
 

 
] возрастает, а на отрезке [

 

 
 
  

 
] 

убывает. 
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График функции        называют синусоидой.  

 

Рис. 8 

 

1.4.2. Функция        

Если каждому действительному числу   поставлено в соответствие 

число  , равное косинусу угла в   радиан, то говорят, что этим определена 

функция       , называемая косинусом числового аргумента  . 

Областью определения функции является множество всех 

действительных чисел  , областью изменения – отрезок [    ]. 

Отметим некоторые свойства функции       . 

1. Функция        четная. 

2. Функция        периодическая с главным периодом   . 

3. Функция        непрерывная. 

4. Функция        на отрезке [   ] убывает, а на отрезке [    ] 

возрастает. 

График функции        называют косинусоидой. 
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Рис. 9 

1.4.3. Функция       

Если каждому действительному числу  , отличному от   
 

 
   , где 

  – любое целое число, поставлено в соответствие число  , равное тангенсу 

угла в   радиан, то говорят, что этим определена функция      , 

называемая тангенсом числового аргумента  . 

Областью определения функции является множество всех 

действительных чисел  , отличных от   
 

 
   , где    , областью 

изменения – интервал (     ). 

Отметим некоторые свойства функции      . 

1. Функция       нечетная. 

2. Функция       периодическая с главным периодом  . 

3. Функция       непрерывна на интервале ( 
 

 
 
 

 
). 

4. Функция       возрастает на интервале ( 
 

 
 
 

 
). 

График функции       называют тангенсоидой. Так как функция 

      не определена в точках 
 

 
       , то тангенсоида имеет 

бесконечно много ветвей. 
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Рис. 10 

1.4.4.Функция        

Если каждому действительному числу  , отличному от       , где 

   , поставлено в соответствие число  , равное котангенсу угла в   радиан, 

то говорят, что этим определена функция       , называемая котангенсом 

числового аргумента  . 

Областью определения функции является множество всех 

действительных чисел  , отличных от     , где    , областью изменения – 

интервал (     ). 

Отметим некоторые свойства функции       . 

1. Функция        нечетная. 

2. Функция        периодическая с главным периодом  . 

3. Функция        непрерывна на интервале (   ). 

4. Функция        убывает на интервале (   ). 

График функции        называют котангенсоидой. Так как 

функция        не определена в точках         , то котангенсоида 

имеет бесконечно много ветвей. 
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Рис. 11 

1.4.5. График гармонического колебания 

Тригонометрические функции используются для описания 

колебательных процессов. Один из наиболее важных процессов такого рода 

описывается формулой       (    ). Эту формулу называют законом 

(или уравнением) гармонических колебаний. Если, например, материальную 

точку, висящую на пружине, вывести из положения равновесия, то она 

начнет совершать вертикальные колебания, причем закон движения 

выражается указанной выше формулой, где  – время, а  – отклонение 

материальной точки от положения равновесия. 

Пример 9. Построить график функции       (   
 

 
) 

Решение. Имеем        (  
 

 
). Чтобы построить график такой 

функции, нужно над синусоидой  осуществить следующие 

преобразования: 

1) сжать ее к оси ординат с коэффициентом 2; 

2) растянуть от оси абсцисс с коэффициентом 3; 

3) сжатую и растянутую полуволну сдвинуть вдоль оси абсцисс 

на    влево. 

t s

sins t

6
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В результате получится полуволна искомого графика, с помощью 

которой без труда можно построить весь график. 

На практике полуволну предпочитают строить по-другому. 

Решим уравнение       (   
 

 
)    – это даст нам точки 

пересечения искомого графика с осью абсцисс. Имеем: 

   
 

 
     

    
 

 
     

   
 

 
 
  

 
      

Дадим параметру   два соседних значения 0 и 1. При     получаем 

    
 

 
; при     получаем     

 

 
 
 

 
 
 

 
   Точки  ( 

 

 
  ) и  (

 

 
  ) 

служат концами одной полуволны искомого графика. Серединой отрезка 

[ 
 

 
 
 

 
] является точка 

 

  
 – среднее арифметическое (полусумма) чисел 

 

 
 и 

 

 
. Найдем значение заданной функции в точке 

 

  
 : 

      (   
 

 
)      (

  

  
 
 

 
)      (

 

 
 
 

 
)      

 

 
        

Точка  (
 

  
  ) – верхняя точка искомой полуволны. По трем точкам 

      строим сначала полуволну искомого графика, а затем и весь график 

(рис. 12). 

В уравнении гармонических колебаний       (    ) все величины 

      имеют определенный физический смысл:   (или –  , если   < 0) –    

амплитуда колебаний ( максимальное отклонение от положения равновесия); 

   – частота колебаний;   – начальная фаза колебаний. Так, в рассмотренном 

примере       (   
 

 
) амплитуда равна трем (   ) , частота колебаний 

равна двум (   ) начальная фаза колебаний равна 
 

 
(  

 

 
). 
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Рис. 12 

1.5. Тригонометрические уравнения и неравенства 

Решение простейших тригонометрических уравнений 

Тригонометрическими уравнениями называют уравнения, в которых 

переменная содержится под знаком тригонометрических функций. К их 

числу прежде всего относятся простейшие тригонометрические уравнения, 

т.е. уравнения вида                                  – 

действительное число. 

Уравнение        ,  где | |    имеет решение: 

  (  )           ,      или   [
                      
                

     

Уравнение       , где | |    имеет решение: 

                    

Уравнение       , где     имеет решение: 

                 или   [
                     
               

     

Уравнение        , где     имеет решение: 

                  или   [
                    
                

     

Частные случаи простейших тригонометрических уравнений, 

когда решение может быть записано без применения общих формул:  

               ;                             
 

 
        ; 

           
 

 
        ; 
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       ;                                

                   ; 

              ;                            
 

 
       ; 

          
 

 
       ; 

         
 

 
       ;                    

 

 
       ; 

              
 

 
       .

 
Решение простейших тригонометрических неравенств 

1)         . 

 Если | |   , то                                   .  

 Если    , то  – любое действительное число (или     ). 

 Если     , то решений нет. 

2)       . 

 Если | |    , то                                   . 

 Если    , то решений нет.  

 Если     , то  – любое действительное число. 

3)       . 

 Если | |   , то                                    . 

 Если    , то   – любое действительное число.  

 Если      , то решений нет. 

  4)        . 

 Если | |   , то                                  . 

 Если    , то решений нет.  

 Если     , то   – любое действительное число. 

5)         равносильно               
 

 
          . 

6)        равносильно  
 

 
                       . 

7)         равносильно                        . 

8)         равносильно                          . 

x

x
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Два основных метода решения тригонометрических уравнений 

Для решения тригонометрических уравнений чаще используются два 

метода: введение новой переменной и разложение на множители. 

Рассмотрим пример на использование метода введения новой 

переменной при решении тригонометрических уравнений. 

Пример 10. Решить уравнение   
 

 
      

 

 
  . 

Решение. Поскольку    
 

 
 

 

  
 

 

 , есть смысл ввести новую 

переменную     
 

 
 . Это позволит переписать уравнение в более простом 

виде:   
 

 
  .   

Далее, получаем                                  

Возвращаясь к переменной  , получаем два уравнения:   
 

 
   или 

  
 

 
  . Из первого уравнения находим 

 
 

 
               

 

 
 
 

 
      

 

 
    . Из второго уравнения 

находим 
 

 
                        . 

Ответ:   
 

 
                  . 

Теперь рассмотрим второй метод решения тригонометрических 

уравнений – метод разложения на множители.  

Пример 11. Решить уравнение (     
 

 
) (     

 

 
)   . 

Решение. Задача сводится к решению совокупности уравнений  

     
 

 
        

 

 
. 

Из этих уравнений находим: 

  (  )       
 

 
             ( 

 

 
)     . 

Однородные тригонометрические уравнения 

Уравнение вида               называют однородным 

тригонометрическим уравнением первой степени.  
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Уравнение вида                           называют 

однородным тригонометрическим уравнением второй степени. 

Дано уравнение              , где        . 

Разделив обе части уравнения почленно на     , получим 

     

    
 
     

    
 

 

    
, 

т.е.           

В итоге приходим к простейшему тригонометрическому уравнению  

     
 

 
. 

Алгоритм решения уравнения                            : 

1. Посмотреть, есть ли в уравнении член        . 

2. Если член         в уравнении содержится (т.е.    ), то 

уравнение решается делением обеих его частей на         и последующим 

введением новой переменной      . 

3. Если член         в уравнении не содержится (т.е.    ), то 

уравнение решается методом разложения на множители: за скобки выносят 

    . 

Неравенства, сводящиеся к простейшим заменой неизвестного 

Рассмотрим пример решения неравенства, которую после введения 

нового неизвестного    ( )  где  ( ) – одна из основных 

тригонометрических функций, превращается в квадратное либо 

рациональное неравенство с неизвестным  .  

Пример 12. Решить неравенство 

                  .          (1) 

Решение. Введем новое неизвестное       , тогда неравенство (1) 

превращается в квадратное неравенство с неизвестным  :  

                                      (2) 

Все решения неравенства (2) есть все   из интервала  
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Следовательно, множество всех решений неравенства (1) состоит из 

всех решений двойного неравенства 

 

 
    . 

Так как неравенство        выполняется при любых значениях  , 

то остается решить неравенство 

     
 

 
.                                             (3) 

Множество всех решений неравенства (3), а значит, и неравенства (1) 

есть серия интервалов  

   ( 
 

 
      

 

 
    )     . 
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Глава 2 

Методика изучения тригонометрии в школьном курсе математики 

2.1. Методика изучения числовой окружности как второй модели 

числового множества 

Пусть дана окружность радиусом 1 и пусть на ней  отмечена точка   – 

правый конец горизонтального диаметра. Поставим в соответствие каждому 

действительному числу   точку окружности 

по следующему правилу:  

1) если    , то, двигаясь из точки   в 

направлении против часовой стрелки 

(положительное направление обхода 

окружности), опишем по окружности путь 

длиной  ; конец этого пути и будет искомой 

точкой   (рис.1); 

 2) если    , то, двигаясь из точки    в 

направлении по часовой стрелке (отрицательное 

направление обхода окружности), опишем по окружности путь длиной | |; 

конец этого пути и будет искомой точкой  ; 

3) числу     поставим в соответствие точку  . 

Единичную окружность с установленным соответствием назовем 

числовой окружностью. 

Это вторая геометрическая модель для множества действительных 

чисел. Первую модель – числовую прямую – учащиеся уже знают. Есть 

аналогия: для числовой прямой правило соответствия (от числа к точке) 

почти дословно такое же. Но есть и принципиальное отличие – источник 

основных трудностей в работе с числовой окружностью: на прямой каждая 

точка соответствует единственному числу, на окружности это не так. Если 

точка   окружности соответствует числу  , то она соответствует и всем 

числам вида      , где    – длина единичной окружности, а   – целое 

Рис. 1  
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число, показывающее количество полных обходов окружности в ту или иную 

сторону. 

Этот момент труден для учащихся. Следует предложить им для 

понимания сути дела реальную задачу:  

Беговая дорожка стадиона имеет длину 400 м, бегун находится в 100 м 

от места старта. Какой путь он пробежал? Если он только начал бег, то 

пробежал 100 м; если успел пробежать один круг, то – (         )   

     , два круга – (         )        ; если успел пробежать   

кругов, то путь составит (         )  . Вот теперь можно сопоставить 

полученный результат с выражением      . 

Пример 1. Каким числам соответствует точка   числовой окружности 

(рис.2)? 

Решение. Так как длина всей окружности   , то длина ее четверти    

равна 
 

 
, а потому – всем числам вида 

 

 
    . 

Аналогично устанавливается, каким числам соответствуют точки 

      на рис.2:            
  

 
            

Дуги             называют соответственно первой, второй, третьей, 

четвертой четвертями числовой окружности.  

Вся школьная тригонометрия строится на модели числовой 

окружности. Опыт показывает, что недоработки с этой моделью, слишком 

поспешное введение тригонометрических функций не позволяют создать 

надежный фундамент для успешного усвоения материала. Следовательно, не 

нужно торопиться, а отвести  некоторое время на рассмотрение следующих 

пяти различных типов задач с числовой окружностью. 

Первый тип задач. Отыскание на числовой окружности точек, 

соответствующих заданным числам, выраженным в долях числа  . 

Пример 2. Найти на числовой окружности точки, соответствующие 

числам  
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         Решение. Разделим дугу    пополам точкой   на три равные части – 

точками       (рис.2). Тогда      
 

 
       

 

 
       

 

 
  Значит, числу 

 

 
 соответствует точка  , числу 

 

 
 – точка  , числу 

 

 
 – точка  . 

Пример 3. Найти на числовой окружности точки, 

соответствующие числам:  

 )  
  

 
  ) 

  

 
  ) 

  

 
   

Решение. Построения будем проводить 

на рис. 2. 

а) Отложив дугу    (ее длина 
 

 
) пять раз 

от точки   в отрицательном направлении, 

получим точку   – середину дуги   . Она и 

будет соответствовать числу  
  

 
  

б) Отложив дугу    (ее длина 
 

 
) семь раз от 

точки   в положительном направлении, получим точку  , отделяющую 

третью часть дуги   . Она и будет соответствовать числу 
  

 
. 

в) Отложив дугу    (ее длина 
 

 
) пять раз от точки   в положительном 

направлении, получим точку  , отделяющую третью часть дуги   . Она и 

будет соответствовать числу 
  

 
 (опыт показывает, что лучше  откладывать не 

пять раз по 
 

 
, а 10 раз по 

 

 
). 

После этого примера уместно привести два главных макета числовой 

окружности: на первом из них (рис.3) все четверти разделены пополам, на 

втором (рис.4) – на три равные части. Эти макеты полезно иметь в кабинете 

математики.                                 

Рис. 2  
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Рис. 3                                                                 Рис. 4  

 

Обязательно следует обсудить с учащимися вопрос: что будет, если по 

каждому из макетов двигаться не в положительном, а в отрицательном 

направлении? На первом макете выделенным точкам придется присвоить 

другие «имена»: соответственно  
 

 
   

 

 
   

  

 
 и т. д.; на втором макете: 

 
 

 
   

 

 
   

 

 
   

  

 
 и т. д. 

Второй тип задач. Отыскание на числовой окружности точек, 

соответствующих заданным числам, не выраженным в долях числа  . 

Пример 4. Найти на числовой окружности точки, соответствующие 

числам 1; 2; 3; -5. 

Решение.  

Здесь придется опираться на то, что 

          
 

 
      . Поэтому точка 1 

располагается на дуге    ближе к точке 

 , точки 2 и 3 – на дуге   , первая – 

ближе к  , вторая – ближе к   (рис.5). 

Несколько подробнее остановимся 

на отыскании точки, соответствующей числу – 5. 

Двигаться надо из точки   в отрицательном направлении, т.е. по часовой 

Рис. 5  
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стрелке. Если пройти в этом направлении до точки  , получим  
  

 
  т.е. 

               . Значит, точка, соответствующая числу – 5, расположена 

чуть правее точки   (см. рис.5). 

   Третий тип задач. Составление аналитических записей (двойных 

неравенств) для дуг числовой окружности. 

Фактически мы действуем по тому 

же плану, который использовался в 5-8 

классах для изучения числовой прямой: 

сначала по числу находят точку, затем по 

точке – число, потом используют двойные 

неравенства для записи промежутков на 

числовой прямой. 

Рассмотрим для примера открытую 

дугу   , где   – середина первой 

четверти числовой окружности, а   – середина ее 

второй четверти (рис.6). 

Неравенства, характеризующие дугу, т.е. представляющие собой 

аналитическую модель дуги, предлагается составлять в два этапа. На первом 

этапе составляют ядро аналитической записи (это главное, чему следует 

научить школьников); для заданной дуги    получим 
 

 
   

  

 
. На втором 

этапе составляют общую запись: 

 

 
       

  

 
      

Если же речь идет о дуге   , то при записи ядра нужно учесть, что 

точка  ( ) лежит внутри дуги, а потому к началу дуги приходится двигаться 

в отрицательном направлении. Значит, ядро аналитической записи дуги    

имеет вид  
  

 
   

 

 
 , а общая запись имеет вид 

 
  

 
       

 

 
      

Рис. 6  



32 

 

Термины «ядро аналитической 

записи дуги», «аналитическая запись 

дуги» не являются общепринятыми, 

они введены из чисто методических 

соображений. 

Четвертый тип задач. 

Отыскание декартовых координат 

точек числовой окружности, центр 

которой совмещен с началом системы    

координат. 

Сначала  рассмотрим один  достаточно тонкий момент, до сих пор 

практически не упоминавшейся в действующих школьных учебниках. 

Приступая к изучению модели «числовая окружность на координатной 

плоскости», учителя должны отчетливо осознавать, какие трудности ждут 

здесь учащихся. Эти трудности связаны с тем, что при изучении указанной 

модели от школьников  требуется достаточно высокий уровень 

математической культуры, ведь им приходится работать одновременно в 

двух системах координат – в «криволинейной», когда информация о 

положении точки снимается по окружности (числу   соответствует на 

окружности точка  ( );   – «криволинейная координата» точки  ), и в 

декартовой прямоугольной системе координат (у точки  , как у всякой точки 

координатной плоскости, есть абсцисса и ордината). Задача учителя – помочь 

школьникам в преодолении этих естественных трудностей. К сожалению, 

обычно в школьных учебниках на это не обращают внимания и с самых 

первых уроков используют записи          , не учитывая, что буква   в 

сознании школьника четко ассоциируется с абсциссой в декартовой 

прямоугольной системе координат, а не с длиной пройденного по числовой 

окружности пути. Поэтому при работе с числовой окружностью не следует 

использовать символы                     , лучше                     . 

Рис. 7  
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Вернемся к четвертому типу задач. Речь идет о переходе от записи  ( ) к 

записи  (   ), т.е. от криволинейных координат к декартовым. 

Совместим числовую окружность с декартовой прямоугольной системой 

координат так, как показано на рис. 7. Тогда точки         будут иметь 

следующие координаты:  (   )  (   )  (    )  (    ). Очень важно 

научить школьников определять координаты всех тех точек, которые 

отмечены на двух основных макетах (см. рис.3,4). Для точки 
 

 
 все сводится к 

рассмотрению равнобедренного прямоугольного треугольника с гипотенузой 

1 (рис.8). 

Его катеты равны 
√ 

 
  
√ 

 
, значит, координаты 

точки 
 

 
(
√ 

 
  
√ 

 
). Аналогично обстоит дело с точками 

  

 
  
  

 
  
  

 
, но разница лишь в том, что надо учитывать 

знаки абсциссы и ординаты. Конкретно: 
  

 
( 

√ 

 
  
√ 

 
), 

  

 
( 

√ 

 
  

√ 

 
)  
  

 
(
√ 

 
  

√ 

 
).  

Что следует запомнить учащимся? Только то, что модули абсциссы и 

ординаты у середин всех четвертей равны 
√ 

 
, а знаки они должны уметь 

определять для каждой точки непосредственно по чертежу. 

Для точки 
 

 
 все сводится к рассмотрению прямоугольного 

треугольника с гипотенузой 1 и углом     (рис.9). Тогда катет, 

противолежащий углу    , будет равен 
 

 
, а 

прилежащий катет равен 
√ 

 
. Значит, 

координаты точки 
 

 
 таковы: (

√ 

 
 
 

 
).  

Аналогично обстоит дело с точкой 
 

 
, 

только катеты «меняются местами», а потому 

Рис. 8  

Рис. 9  
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получаем 
 

 
(
 

 
  
√ 

 
). Именно значения 

 

 
 
√ 

 
 (с точностью до знаков) и будут 

«обслуживать» все точки второго макета (см. рис.4), кроме точек   
 

 
   

  

 
, в 

качестве абсцисс и ординат. Предлогаемый способ запоминания: «где короче, 

там 
 

 
; где длиннее, там 

√ 

 
». 

Пример 5. Найти координаты точки 
  

 
 (см. рис.4). 

Решение. Точка 
  

 
 расположена ближе к вертикальной оси, чем к 

горизонтальной, т.е. модуль ее абсциссы меньше, чем модуль ее ординаты. 

Значит, модуль абсциссы равен 
 

 
, модуль ординаты равен 

√ 

 
. Знаки в обоих 

случаях отрицательны (третья четверть). Вывод: точка 
  

 
 имеет координаты 

( 
 

 
   

√ 

 
). 

В четвертом типе задач отыскиваются декартовы координаты всех 

точек, представленных на первом и втором макетах, о которых упоминалось 

выше. 

Фактически в курсе данного типа задач мы готовим учащихся к 

вычислению значений тригонометрических функций. Если все здесь будет 

отработано достаточко надежно, то переход на новую ступень абстракции 

(ордината – синус, абсцисса – косинус) окажется менее болезненным, чем 

обычно. 

Четвертый тип включает в себя задания такого типа: для точки  ( ) 

найти знаки декартовых координат  (   ). 

Решение не должно вызывать трудности у учащихся: числу     

соответствует точка   четвертой четверти, значит,        . 

Пятый тип задач. Отыскание на числовой окружности точек по 

заданным координатам. 

Пример 6. Найти на числовой окружности точки с ординатой 
 

 
 и 

записать, каким числам они соответствуют. 
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Решение. Прямая   
 

 
 пересекает числовую окружность в точках   и 

  (рис.11). С помощью второго макета (см. рис.4) устанавливаем, что точка 

  соответствует числу 
 

 
, значит, она 

соответствует всем числам вида 
 

 
    ; 

точка   соответствует числу 
  

 
, а значит, и 

всем числам вида 
  

 
    . 

Ответ: 
 

 
    ; 

  

 
    .  

Пример 7. Найти на числовой 

окружности точки с абсциссой   
√ 

 
 и 

записать, каким числам они соответствуют. 

Решение. Прямая    
√ 

 
 пересекает числовую окружность в точках 

      – серединах второй и третьей четвертей (рис.10). С помощью первого 

макета устанавливаем, что точка   

соответствует числу 
  

 
, а значит, всем 

числам вида 
  

 
      точка   

соответствует числу 
  

 
, а значит, всем 

числам вида 
  

 
      

Ответ: 
  

 
      

  

 
      

Надо обязательно показать второй вариант 

записи ответа к примеру 7. Ведь точка   

соответствует и числу  
  

 
, т.е. всем числам вида  

  

 
      Тогда 

получаем:    
  

 
      

Рис. 10  

Рис.11  
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Подчеркнем неоспоримую важность 

пятого типа задач. Фактически мы приучаем 

школьников к решению простейших 

тригонометрических уравнений: в примере 6 

речь идет об уравнении      
 

 
, а в примере 

7 – об уравнении       
√ 

 
  Для 

понимания сути дела важно научить              

школьников решать уравнения видов  

              по числовой окружности, 

не    торопясь    переходить    к     формулам      (  )                  или  

                Опыт показывает, что если первая стадия (работа на 

числовой окружности) не отработана достаточно надежно, то вторая стадия 

(работа по формулам) воспринимается школьниками формально, что, 

естественно, надо преодолевать. 

Аналогично примерам 6 и 7 следует найти на числовой окружности 

точки со всеми «главными» ординатами и абсциссами ( 
 

 
   

√ 

 
  

√ 

 
)  В 

качестве особых сюжетов уместно выделить следующие: 

   (    )    (  
 

 
    )      (   

 

 
    )   

   (  
 

 
   )     (     )     (       )  

Замечание 1. В пропедевтическом плане полезна подготовительная 

работа к теме «Длина окружности» в курсе геометрии 9-го класса. Важный 

совет: в систему упражнений следует включить задания типа предложенного 

ниже. Единичная окружность разделена на четыре равные части точками 

         дуга    разделена точкой   пополам, а дуга    разделена точками 

      на три равные части (рис.12). Чему равны длины дуг             

(считается, что обход окружности осуществляется в положительном 

направлении)? 

Рис. 12  
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 Пятый тип задач   включает  в   себя   и    работу   с   условиями     типа 

  
 

 
    

 

 
  Это означает, что к решению простейших 

тригонометрических неравенств мы также «подбираемся» постепенно. 

Весь изложенный выше материал рекомендуется изучать в течение 

пяти уроков и лишь на шестом уроке следует ввести определения синуса и 

косинуса как координат точки числовой окружности. При этом 

целесообразно снова порешать все типы задач со школьниками, но уже с 

использованием введенных обозначений, предлагая выполнить такие, 

например, задания: вычислить    
 

 
  решить уравнение       

 

 
  решить 

неравенство          и т.д. Подчеркнем, что на первых уроках 

тригонометрии простейшие тригонометрические уравнения и неравенства 

являются не целью обучения, а используются в качестве средства для 

усвоения главного – определений синуса и косинуса как координат точек 

числовой окружности. 

2.2. Методика изучения синуса и косинуса числа 

Пусть числу   соответствует точка   

числовой окружности. Тогда ее абсцисса 

называется косинусом числа   и обозначается 

    , а ее ордината называется синусом числа 

  и обозначается     . (рис.13). 

Из этого определения сразу можно 

установить знаки синуса и косинуса по 

четвертям: для синуса      , для косинуса  

    . Посвящать этому целый урок (как это 

принято) вряд ли целесообразно. Не следует 

заставлять школьников запоминать эти знаки: всякое механическое 

запоминание, заучивание – это насильственный прием, которому учащиеся, 

Рис. 13  
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естественно, противятся. Прибегать к подобному приему можно лишь в 

самых исключительных случаях. 

С первых уроков желательно включать новые понятия в разнообразную 

систему упражнений. Сделаем ее набросок. 

Пример 8. Вычислить:   )    
 

 
  )    

  

 
  

Решение. а) для точки 
 

 
 (см. рис.3) модули абсциссы и ординаты равны       

√ 

 
, значит    

 

 
 
√ 

 
;  

б) для точки 
  

 
 (см. рис.4) модули абсциссы и ординаты равны 

 

 
 и 

√ 

 
  (точка 

расположена ближе к вертикальной оси, чем к горизонтальной, значит, 

модуль абсциссы меньше, чем модуль 

ординаты); во второй четверти абсцисса 

отрицательна, значит,    
  

 
   

 

 
  

Вместе с учащимися надо подсчитать 

значения синуса и косинуса для всех точек, 

отмеченных на обоих макетах, и убедить их в 

том, что делать это легко и приятно. 

 

Рис.14 

Пример 9. Определить знаки чисел                 

Решение. Отметив на числовой окружности точки 3 и 4 (рис.14), 

делаем вывод, что           

При желании задание можно усложнить, например, так: определить 

знак произведения                          

Пример 10. Какое из значений больше:      или     ? 

Решение. Отметим на числовой окружности точки 1 и 2 (см. рис.5). 

Точка 1 принадлежит первой четверти и удалена от точки  (
 

 
) на 

расстоянии примерно 0,57. Точка 2 принадлежит второй четверти и удалена 

Рис.14  
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от той же точки  (
 

 
) по окружности на расстояние примерно 0,43, т.е. она 

находится ближе к точке  . Значит, точка 2 расположена выше, чем точка 1, 

а потому ее ордината больше, т.е.            

Пример 11. Решить уравнение:  )      
 

 
  )       

√ 

 
  

Решение. а) Так как синус – это ордината, то речь идет об отыскании 

на числовой окружности точек с ординатой 
 

 
 . Эта задача решена выше (см. 

пример 6). 

б) Так как косинус – это абсцисса, то речь идет об отыскании на 

числовой окружности точек с абсциссой  
√ 

 
. Эта задача решена выше (см. 

пример 7). 

На первых уроках тригонометрии решение уравнений не должно 

являться самоцелью (хотя и это важно). Этот процесс пока выполняет роль 

средства для усвоения главного: синус – ордината, косинус – абсцисса. Тема 

«Простейшие тригонометрические уравнения» фактически полностью 

подготовлена в предыдущем параграфе исследования. Речь, правда, идет 

пока не о любых простейших тригонометрических уравнениях, а только об 

уравнениях вида                где         
 

 
  

√ 

 
  

√ 

 
   

Заметим, что из «идейных соображений» полезно уже здесь 

предложить школьникам решить уравнения вида      
 

 
 или         . 

Действуя по выработанному алгоритму, учащиеся строят прямую   
 

 
 для 

первого уравнения и        – для второго уравнения и находят на 

окружности по паре точек, служащих геометрическими образами решений 

уравнения. Но здесь они сталкиваются с проблемой: каким числам   

соответствуют найденные точки – неизвестно, на двух стандартных макетах 

их нет. Учащимся нужно сообщить, что к этой проблеме придется вернуться 

позднее. На наш взгляд, в этом случае будут соблюдены два основных 

критерия проблемного обучения: 1) проблема должна появиться перед 
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учениками (а не перед учителем или автором учебника) естественным путем, 

причем необходимость ее решения они должны осознать сами и без 

принуждения; 2) решение проблемы должно быть не сиюминутным (что 

характерно для проблемных 

ситуаций), а отсроченным – 

проблема должна «вылежаться». 

Пример 12. Решить 

неравенство      
 

 
. 

Решение. Прочтем задание 

геометрически:      – это ордината 

точки числовой окружности;   

значит, нужно найти на числовой 

окружности  все такие точки, которые имеют ординату большую, чем 
 

 
, 

затем записать все те числа  , которым эти точки соответствуют. Итак: 

1) проведем прямую   
 

 
; она пересекает числовую окружность в 

точках   и   (рис.15); 

2) возьмем часть окружности, лежащую выше проведенной прямой 

(  
 

 
); отметим ее штриховкой; 

3) с учетом положительного направления обхода окружности 

устанавливаем, что при движении по заштрихованной дуге 

начальной точкой является точка  , конечной – точка  ; значит, 

схема для аналитической записи ответа такова:            

4) с помощью второго макета (см. рис.4) «присваиваем имена» 

точкам   и  : соответственно 
 

 
 и 

  

 
; получаем: 

 

 
   

  

 
 – «ядро» 

ответа и     
 

 
   

  

 
     – окончательный ответ. 

 

Рис. 15  
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 Как видим, в процессе решения этого примера фактически предложен 

алгоритм решения простейших тригонометрических неравенств с помощью 

числовой окружности. 

Пример 13. Решить неравенство      
 

 
. 

Решение. С помощью того же рисунка 15 получаем геометрическое 

решение неравенства – дуга, лежащая ниже хорды   . При движении по 

выбранной дуге в положительном направлении начальной точкой является 

точка  , конечной – точка  , значит, схема для аналитической записи ответа 

такова:      . 

 

Рис. 16   

Чтобы правильно записать ответ, «выпрямим» дугу    (рис.16). Точка 

  соответствует числу  , а точка   – числу 
 

 
, точка   – отрицательному 

числу  
  

 
 (это можно установить по второму макету, см. рис.4). Значит, 

имеем:  
  

 
   

 

 
 – «ядро» ответа и     

  

 
   

 

 
     – 

окончательный ответ. 

Самое трудное в тригонометрических неравенствах – аналитическая 

запись ответа в тех случаях, когда дуга, которая служит геометрическим 

решением неравенства, содержит внутри себя точку   – начало отсчета на 

числовой окружности (правый конец горизонтального диаметра). В таких 

случаях во избежание ошибок начальную точку дуги нужно характеризовать 

отрицательным числом (идя как бы по первой отрицательной окружности), а 

конечную точку дуги характеризовать как обычно – с помощью одного из 

двух основных макетов. 

Еще один совет: выделить «ядро» ответа, чтобы убедиться в 

непротиворечивости записи, т.е. в том, что число, содержащееся в его левой 



42 

 

части двойного неравенства, меньше 

числа, содержащегося в его правой 

части. 

 

Пример 14.   

 )      
 

 
   )      

 

 
  

Решение. а) Воспользуемся 

предложенным алгоритмом: 

1)  проведем прямую   
 

 
  она  

пересекает числовую окружность в точках   и   (рис.17); 

2) возьмем часть окружности, лежащую левее проведенной прямой и 

точки окружности на самой прямой (  
 

 
)   отметим ее штриховкой; 

3)  учитывая направление обхода окружности, устанавливаем, что 

начальной точкой дуги является точка  , конечной – точка  ; составляем 

схему для аналитической записи ответа:        

4) с помощью второго макета (рис.4) «присваиваем имена» точкам    и 

 : соответственно   
 

 
   и   

  

 
;     получаем:    

 

 
   

  

 
   –   «ядро»    ответа   и 

    
 

 
   

  

 
     – окончательный ответ. 

         б) Воспользовавшись тем же рисунком, составляем схему для  записи 

ответа:      ;   получаем:    
 

 
   

 

 
 – «ядро»   ответа   и 

    
 

 
   

 

 
     – окончательный ответ. 

Замечание 2. Введя синус и косинус числового аргумента, нужно 

обязательно сделать рекурсию: соотнести новое истолкование с тем, которое 

уже известно школьникам, когда аргументом являлась угловая величина. 

Сделать это можно, например, так. Пусть дан угол  . Совместим его с 

числовой окружностью так, как показано на рис.18, т.е. вершина угла 

совмещена с центром окружности (с началом системы координат), а одна 

Рис. 17  
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сторона угла «пущена» по положительному направлению оси абсцисс. 

Вторая сторона угла пересекает окружность в точке  . Абсциссу (ординату) 

точки   естественно считать косинусом (синусом) угла  . Тогда можно 

добраться и до привычных соотношений между сторонами и углами в 

прямоугольном треугольнике. Для этого опять-таки нужно удачно 

совместить прямоугольный треугольник и числовую окружность (рис.19). 

Имеем:  

        
  

  
 
  

  
 
 

 
 ; 

        
  

  
 
  

  
 
 

 
; 

Здесь                      

           

            Рис.18                                                          Рис.19  

 

   

             Рис. 20                                                        Рис. 21  

         

Рассмотрим свойства синуса и косинуса. 
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Свойство 1.    (  )            (  )        

Доказать это свойство труда не составляет (рис.20). 

Свойство 2.    (     )           (     )        

Это сразу следует из того, что числам   и       соответствует одна и 

та же точка числовой окружности. 

Свойство 3.    (   )            (   )         

Доказать это свойство также труда не составляет (рис.21). 

Пример 15. Вычислить    ( 
   

 
). 

Решение. 1-й способ: 

    ( 
   

 
)      

   

 
     ( 

 

 
   )      ( 

 

 
)     

 

 
 
 

 
. 

2-й способ:    ( 
   

 
)     ( 

   

 
   )     

 

 
 
 

 
. 

2.3. Методика изучения функций                

Заметим, что пока мы избегали обозначений типа            а 

использовали обозначения           . Это не случайно – учащиеся сначала 

должны привыкнуть к новым названиям для абсциссы и ординаты точки 

числовой окружности (             ). Рассматривая же синус и 

косинус как функции, уместнее перейти к обычным обозначениям. 

Итак: функция        и ее свойства. 

1. Область определения: (     ). 

2.     (    )      , т.е.    – период функции. 

Значит, на любом промежутке оси   длиной    можно построить ветвь 

графика, а затем, сдвигая эту ветвь по оси   на             получить весь 

график. В качестве такого промежутка возьмем [    ]. 

3.    (  )       , т.е.      – нечетная  функция.  Значит,  ее   график  

симметричен относительно начала координат. 

Построение графика функции        осуществляется в три этапа: 

1) по точкам – на отрезке [   ] (рис.22, а); 
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2) на отрезке [    ] с использованием симметрии относительно начала  

координат (рис.22, б); 

3) весь график – с использованием периодичности функции (рис.22, в). 

Анализируя график, несложно выделить промежутки возрастания и 

убывания функции, точки экстремума. Можно отметить и такое свойство 

функции     , как ее непрерывность, не давая пока точного определения, а 

используя наглядно-интуитивное представление о непрерывности как о 

возможности начертить график функции, не отрывая карандаша из бумаги. 

По той же схеме проводится работа с функцией       . 

а)  

 

б) 

 

             в)                          

   Рис. 22  
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Рис. 23  

Графическое решение уравнений и неравенств также полезно 

демонстрировать ученикам. На наш взгляд, примеры типа: «решить 

уравнение          (ответ: x  , рис.23)» должны относиться к 

обязательному уровню. При желании можно добраться и до эффективных 

примеров, вносящих вклад в эстетическое воспитание учащихся средствами 

математики. Вот один из них (достаточно сложный). 

Пример 16. Решить уравнение     
  

 
 |   |  |   | . 

Решение. Уравнение имеет два  корня:             (рис.24). 

 

Рис.24  

Пример 17. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 

       на отрезке [  
  

 
] (рис.25). 

Ответ:                     
 

 
. 
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Рис. 25  

Примеры подобного рода, как мы отметили выше, ценны для 

формирования навыков чтения графиков, для подготовки к последующему 

изучению темы «Наибольшие и наименьшие значения величин», наконец 

просто для разнообразия сюжетов. И не следует забывать еще о двух 

направлениях общей концепции изучения функций в школе: о 

функциональной символике и о чтении графика. 

2.4. Методика изучения функций                

Изучение этих функций желательно провести по тому же плану, что и 

изучение функций                . 

      
    

    
          

    

    
  Отсюда сразу определяются знаки по 

четвертям:     . 

Далее  можно предложить учащимся примеры следующих типов: 

вычислить    
  

 
        

  

 
  определить знак числа      , –  а затем перейти к 

свойствам                

Свойство 1.   (  )              (  )          

Доказательство.    (  )  
   (  )

   (  )
 
     

    
        

Свойство 2.   (   )           (   )         

Доказательство.    (   )  
   (   )

   (   )
 

     

     
       

Так же, как для синуса и косинуса, целесообразно включить эти 

свойства в систему упражнений. 
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Пример 18. Вычислить   ( 
   

 
)  

Решение. 

   ( 
   

 
)     

   

 
    (    

  

 
)     

  

 
  (  )     

После введения определений синуса, косинуса, тангенса и котангенса 

появляются и другие сюжеты. К ним относятся рутинные упражнения, 

связанные с использованием основного тригонометрического тождества, 

которое получается сразу при введении определений синуса и косинуса – 

ведь это всего-навсего иная форма уравнения единичной окружности 

(                         )  

Есть и более содержательные упражнения. 

Пример 19. Расположить в порядке возрастания числа: 

а)                                  

б)                               

в)                               

г)                              

Решение. а) Отметим точки 2, 3, 4, 5 на 

числовой окружности (рис. 27). Замечаем, 

что точки 2 и 3 принадлежат второй, точка 4 

– третьей,  точка 5 – четвертой четверти 

числовой окружности. Значит,       , 

остальные заданные числа – положительные.  

Далее, расстояние (по окружности) от   точки 3 до 

точки   равно      , расстояние от точки   до 

точки 5 равно       (точка                       
  

 
         ),  

расстояние от точки 2 до точки       . Значит, длины дуг          

связаны следующим образом:         . Аналогичным образом связаны 

между собой  отрезки         . Имеем:         .  

Рис.26  
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Это значит, что               . В итоге получаем следующее 

расположение заданных чисел в порядке возрастания: 

                      

б) Отметим точки 3, 4, 6, 7 на числовой окружности (рис.26). Замечаем, 

что точка 3 располагается на окружности 

ближе к точке  , чем точка 4, а точка 6 – 

ближе к точке  , чем точка 7. Сравним 

абсциссы (т.е. косинусы) точек 3, 4, 6, 7, 

приходим к выводу, что           

         . Заданные числа располагаются 

в порядке возрастания следующим образом: 

                   . 

 в) Отметим точки 2, 3, 4, 5 на числовой 

окружности (рис. 28) и сразу делаем вывод, что все заданные числа 

отрицательны. Сравним по длине отрезки 

            – это, соответственно, 

                         Замечаем, 

что точка 3 располагается на окружности 

ближе к точке  , чем точка 2 – к  , точка 4 – 

к   и точка 5 – к  . Значит, отрезок    – 

наибольший по длине. Далее, точка 2 

располагается к точке   ближе, чем точка 4 – 

к  , а точка 4 расположена к точке   ближе, 

чем точка  5 – к   . Значит,           

Итак,               а потому                          

 Заданные числа располагаются в порядке  возрастания следующим образом: 

                     

г) Здесь                         

Используя свойства числовых неравенств, получаем: 

Рис. 27  

Рис. 28  
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Итак, 

                 . 

Как и в случаях синуса и косинуса, переходя к изучению функций 

тангенс и котангенс, уместно вернуться к привычным обозначениям. 

Итак, функция       и ее свойства: 

1. Область определения:   
 

 
   . 

     2.   (   )       , т.е.   – период функции. Значит, для начала 

можно ограничиться построением ветви графика на промежутке длиной 

 , например ( 
 

 
 
 

 
). 

3.   (  )       , т.е.      – нечетная функция.     

Таким образом, как и для функции       , 

построение графика функции        

осуществляется в три этапа: 

1) «по точкам» – на промежутке [  
 

 
)  (рис. 29); 

2)  с помощью преобразования симметрии – на промежутке ( 
 

 
 
 

 
) 

(рис. 30); 

3) с использованием периодичности функции – весь график (рис. 31). 

Рис. 29  
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По графику определяют промежутки возрастания функции, промежутки 

и точки разрыва. 

                              

Рис. 30                                                                                     Рис. 31                                             

 

Аналогичная работа проводится с функцией        . 

Примеры 20. Решить уравнение      √   

Решение. Построив графики функций        и   √  (рис.32), 

заметим, что  «главная ветвь» тангенса пересекает прямую в точке с 

абсциссой    
 

 
. Другие точка пересечения имеют соответственно абсциссы 

                      и т.д. Следовательно ,   
 

 
   . 
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Рис.32  

 

Пример 21. Решить неравенство        . 

Решение. Построив графики функций         и     (рис. 33), 

заметим, что «главная ветвь» котангенса лежит ниже прямой     на 

промежутке (
 

 
  ). 

Используя периодичность, получаем ответ: 
 

 
          . 

 

Рис.33  
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2.5.  Методика изучения арксинуса, арккосинуса, арктангенса, 

арккотангенса числа 

Арксинус, арккосинус, арктангенс, арккотангенс – это обратные 

тригонометрические функции. Для практических приложений надо дать 

содержательное истолкование записей 

                                . Приведем эти истолкования. 

1) Если | |   , то         – это дуга (угол), синус которой равен   и 

которая заключена в пределах от –
 

 
 до 

 

 
: 

                   
 

 
   

 

 
. 

2) Если | |   , то         – это дуга (угол), косинус которой равен   

и которая заключена в пределах от   до  : 

                      . 

1)         – это дуга (угол), тангенс которой равен   и которая 

заключена в пределах от –
 

 
 до 

 

 
: 

                   
 

 
   

 

 
. 

 

2)          – это дуга (угол), котангенс которой равен   и которая 

заключена в пределах от   до  : 

                        . 

 

В большинстве случае в школьном курсе математики сверх этих четырех 

положений ничего не рассматривают. Однако полезны существенные 

дополнения чисто методического плана. 

Первое дополнение – геометрическое истолкование         и         

на числовой окружности (рис. 34). Это позволит сразу включить в систему 

упражнений простейшие тригонометрические уравнения и неравенства. 
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Рис. 34  

Пример 21. Решить уравнение      
 

 
. 

Решение. На числовой окружности имеются две точки с ординатой 
 

 
 – 

это точки   и   (рис.35). Так как           
 

 
, то точка   соответствует 

всем числам вида         
 

 
    . Так как 

                          
 

 
, то точка   соответствует 

всем числам вида           
 

 
    . 

Ответ:       
 

 
             

 

 
    . 

Пример 22. Решить неравенство       
 

 
. 

Решение. 1) Прямая    
 

 
 пересекает числовую окружность в точках 

  и   (рис. 36). 

2) Возьмем ту часть окружности, которая лежит правее проведенной 

прямой, и отметим ее. 
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3) Составим схему для аналитической записи ответа:      . 

4) «Присваиваем имена» точкам   и  . Точка соответствует числу 

      ( 
 

 
) (                  ( 

 

 
)), а точка   – числу 

–       ( 
 

 
). 

      

Рис. 35                                                                                              Рис. 36 

                                                                                                                                                       

Записываем «ядро» ответа 

       ( 
 

 
)          ( 

 

 
) 

и окончательный ответ 

          ( 
 

 
)          ( 

 

 
)     . 

Второе дополнение – четыре важные формулы: 

      (  )            

      (  )             

      (–  )            

       (–  )              

Их можно объяснить учащимся с помощью рисунков (рис. 37, 38). 

Использование этих формул облегчает вычислительную работу с обратными 

тригонометрическими функциями. Например, 

       ( 
√ 

 
)          

√ 

 
   

 

 
 
  

 
. 
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Рис. 37                                                                                             Рис. 38                                           

 

Третье дополнение – полезно показать учащимся хотя бы один 

содержательный пример на преобразование обратных тригонометрических 

выражений, поскольку здесь речь фактически идет о ранее изученных 

сюжетах, связанных с преобразованием тригонометрических выражений, но 

сформулированных на новом языке, в виде другой математической модели. 

Пример 23. Вычислить    (
 

 
      ( 

 

 
)). 

Решение. Положим          ( 
 

 
). Тогда модель    (

 

 
      ( 

 

 
)) 

можно перевести на более привычный язык:       
 

 
    
 

 
    ; 

вычислить    
 

 
. 

Переход от      к    
 

 
 можно осуществить, например, так: 

1)             
 

 
, значит,     

 

 
 
  

 

 

 
 
 

 
  

2)      
 

 
 

 

    
 

 

 , значит,    
 

 
 

 
 

 

    , откуда получаем 

  
 

 
   или    

 

 
   . Поскольку 

 

 
        

 

 
 
 

 
 
 

 
, а в этих 

пределах    
 

 
  . В итоге получаем    

 

 
  . 

Ответ: 2.  
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2.6. Методика изучения тригонометрических уравнений 

В данном параграфе раскроем  специфику использования при решении 

тригонометрических уравнений трех общих методов решения уравнений:  

1) метода разложения на множители, 2) метода введения новых переменных 

и 3) функционально графического метода. Рассмотрим довольно трудный, но 

принципиальный как с методической, так и с технической точек зрения 

вопрос об отборе корней в тригонометрических уравнениях. Выделим 

вкратце методические особенности решения систем тригонометрических 

уравнений.  

Простейшие тригонометрические уравнения 

Во всех учебниках А.Г. Мордковича из основных содержательно-

методических линий в качестве приоритетной выбрана функционально-

графическая линия. Это выражается прежде всего в том, что какой бы класс 

функций, уравнений, выражений ни изучался, построение материала 

практически всегда осуществляется по жесткой  схеме: функция – уравнения 

– преобразования. 

По мнению А.Г. Мордковича  целесообразнее сначала изучить «чистые 

модели» (таковыми в математике являются основные элементарные 

функции), а уж потом переходить к изучению «навороченных моделей» 

(таковыми в математике являются сложные выражения, которые надо 

упрощать, используя формульный аппарат). А как обстоит дело в 

тригонометрических уравнениях? Примерно так же: сначала надо 

разобраться с «чистыми моделями», т.е. с простейшими 

тригонометрическими уравнениями и уравнениями, которые сводятся к 

простейшим с помощью алгебраических приемов, и только потом переходить 

к «навороченным моделям», т.е. к уравнениям, которые надо сначала долго и 

упорно «раскручивать», используя рутинный аппарат формул. Обычная 

методическая ошибка в изучении тригонометрии в школе в последние годы 

заключается в следующем: школьникам не дают возможности разобраться со 
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спецификой тригонометрических уравнений – простейших уравнений типа 

     
 

 
       

 

 
    (   

 

 
)  √ . 

А ведь в этих уравнениях заложено много новых дидактических 

компонентов, каждый из которых требует внимания, уважительного 

отношения, а значит, и времени. Вот эти компоненты. 

1. До сих пор при решении уравнений школьникам встречался лишь случай 

конечного множества корней. Теперь же уравнение имеет бесконечно много 

корней. Надо это воспринять и прочувствовать. 

2. Странный (для школьников) «хвост» в записи корней: то            более 

того, само наличие параметра   уже должно насторожить и учителя, и 

ученика. Мы же вместо осмысления ситуации заставляем детей просто 

писать каждый раз    . «Это, кстати, не соответствует четкости и 

организованности математиков, которые, как правило, о чем-то 

договариваются раз и навсегда и обычно соблюдают эту договоренность. Так 

вот, математики договорились, что в записи корней простейшего 

тригонометрического уравнения параметр   всегда принимает любые 

целочисленные значения, и практически никогда этого явно не пишут (за 

исключением особо ответственных случаев – на экзаменах или контрольных 

работах)» [9, с.20]. 

3. Требуют специального внимания входящие в состав формул корней 

обратные тригонометрические функции – это тоже отдельный дидактический 

компонент. 

4. Привыкнуть надо и к «выкрутасам» типа (  )  – это для  учащихся далеко 

не просто. 

5. Научив школьников решать уравнения вида                учитель 

может заметить, как тяжело им даются уравнения вида         или 

   (   
 

 
)   .  
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6. Весьма трудным в методическом плане является вопрос об отборе корней в 

тригонометрических уравнениях. В основном, отбору корней учат только в 

конце изучения раздела, посвященного тригонометрическим уравнениям. 

Это – методическая ошибка. Учить отбору корней надо именно на 

простейших уравнениях, заложив соответствующие сюжеты в систему 

упражнений. Задачи, связанные с отбором корней, просто бесценны для 

осознания структуры формулы корней, для понимания роли параметра в этой 

формуле. При этом полезно показать школьникам оба известных приема: 

перебор по параметру и решение двойного неравенства. 

Итак, в теме «Тригонометрические уравнения», которая предшествует 

изучению формул тригонометрии, предлагается изучать только то, что даст 

возможность школьникам почувствовать именно специфику 

тригонометрических уравнений. Перечень составляют: 1) простейшие 

уравнения – отыскание всех решений и нахождение корней, принадлежащих 

заданному промежутку; 2) уравнения, при решении которых используется 

метод введения новой переменной: однородные уравнения и уравнения, 

сводящиеся к квадратным уравнениям с помощью основного 

тригонометрического тождества, например                 (положив 

      , получим             и т.д.); 3) аналогичные 

тригонометрические неравенства. 

Метод разложения на множители 

Успешное применение метода разложения на множители при решении 

тригонометрических уравнений зависит от удачного выбора той или иной 

формулы из достаточно обширного списка формул тригонометрии. Можно 

ли здесь предложить какие-либо полезные советы? Можно. 

Тригонометрические преобразования во многих случаях подчиняются трем 

«законам»: 
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«1-й закон»: «увидел сумму – делай произведение» (речь идет о 

формулах для преобразований сумм                              в 

произведения); 

«2-й закон»: «увидел произведение – делай сумму» (речь идет о 

формулах для преобразования произведений 

                           в суммы); 

«3-й закон»: «увидел квадрат – понижай степень» (речь идет о 

формулах       
       

 
       

       

 
 ). 

Если мы не знаем, за что «зацепиться», с чего начать преобразование 

тригонометрического выражения, надо начинать с одного из этих «законов», 

и в большинстве случаев (по крайней мере, на школьном уровне) все пройдет 

удачно. 

Пример 24. Решить уравнение 

                            . 

Решение. В левой части уравнения 4 раза применяем «3-й закон»: 

       

 
 
       

 
 
       

 
 
       

 
  , 

(           )  (           )   . 

Теперь в левой части уравнения 2 раза применим «1-й закон»: 

                       . 

Далее,      (           )                            

                . 

Остается рассмотреть три простых уравнения: 

                          

Из этих уравнений соответственно находим: 

   
 

 
      

  

 
   

  

 
  Можно заметить, что третья серия включает в 

себя первую целиком. 

Ответ: 
  

 
  
  

 
  

Метод введения новых переменных 
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Пример 25. Решить уравнение 

                                         

Решение. Имеем последовательно: 

                             (           )(           )  

                                    . 

Ни     , ни      за скобки вынести нельзя, значит, в этом однородном 

уравнении 3-й степени можно (без потери корней) осуществить почленное 

деление на      , что приводит к уравнению 

                     

Положив      , получим: 

                (   )   (   )     

(   )(    )               √       √   

Значит, либо          т.е.    
 

 
   ,  

либо      √   т.е.   
 

 
   , либо       √   т.е.    

 

 
     

Ответ:  
 

 
      

 

 
      

Функционально-графический метод 

Данный    метод    связан    либо   с   построением    графиков   функций  

    ( )    ( ), либо с использованием каких-либо свойств этих 

функций. В тригонометрических уравнениях это выглядит достаточно 

красиво. 

Пример 26. Решить уравнение 

  
 

       
 √ 

 

   (  
  

 
)
                       (1) 

Решение.   
 

       
   

 

(   )   
  Так как   

 

(   )   
 
 

 
, а на 

промежутке (  
 

 
] функция      возрастает, то        

 

(   )   
   

 

 
, т.е.  

    
 

(   )   
 √ .                   (2) 

Значит, правая часть уравнения (1) должна быть положительной. Более 

того, поскольку    (  
  

 
)   , получаем  
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√ 
 

   (  
  

 
)
 √                (3) 

Сопоставляя неравенства (2) и (3), приходим к системе  

{
 
 

 
   

 

(   )   
 √  

√ 
 

   (  
  
 )

 √  
 

Первое уравнение системы обращается в верное равенство только при 

    . Поскольку это значение удовлетворяет и второму уравнению 

системы, то      – единственный корень уравнения (1). 

Ответ: – 2. 

Отбор корней в тригонометрических уравнениях 

Этот довольно трудный в методическом отношении вопрос в школьных 

учебниках решается самым простым образом – почти не рассматривается. 

Но, по большому счету, от него никуда не уйти: в процессе решения 

тригонометрических уравнений могло быть допущено расширение области 

определения или мог быть использован метод возведения обеих частей 

уравнения в четную степень. Значит, могли появиться посторонние корни, 

поэтому надо из найденных решений отобрать те, что на самом деле 

являются корнями заданного уравнения. Наконец, очень полезен как в 

дидактическом, так и в математическом плане сюжет, в последнее время 

достаточно популярный (например, на ЕГЭ): из корней данного 

тригонометрического уравнения отобрать те, которые принадлежат данному 

промежутку.  

Пример 27. Найти корни заданного уравнения, принадлежащие 

заданному промежутку: 

1)      
 

 
   [      ]; 

2)           [
 

 
  ]; 

3)      
 

  
   [

 

 
  ]. 
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Решение. 1)    
 

 
    . Осуществим «перебор по параметру». 

Если    , то    
 

 
 
 

 
 [      ]  

 

 
 [      ]. 

Если    , то    
 

 
   , т.е.   

  

 
 или   

  

 
 
  

 
 [      ] 

  

 
 

[      ]. 

Если           
 

 
          

   

 
       

   

 
  

Оба этих значения больше, чем   , т.е. не принадлежат заданному отрезку, 

тем более не принадлежат заданному отрезку те значения  , которые 

получаются при            . 

Если            
 

 
           

  

 
        

  

 
  из этих 

значений  
  

 
               [      ]   

  

 
 [      ]. 

Если               то получаются точки левее, чем –  , т.е. не 

принадлежащие заданному отрезку. 

Ответ: 
 

 
   

 

 
  
  

 
  
  

 
   

  

 
. 

 )    
 

 
      

 

 
 
  

 
. Осуществим «перебор по параметру». 

          Если          
 

 
 
 

 
 [

 

 
  ] (следует помнить в таких случаях, что 

      ). 

          Если          
 

 
 
 

 
 [

 

 
  ]. 

          Если          
 

 
 
  

 
 
  

 
 
  

 
 [

 

 
  ]. 

          Если          
 

 
   

  

 
 
  

 
 [

 

 
  ] (здесь приходится считать: 

  

 
 
      

 
 
  

 
  ). 

Если          
 

 
 
  

 
 
  

 
          

  

 
               [

 

 
  ]. 

Аналогично не подходят те значения  , которые получаются при 

                        . 

Ответ: 
 

 
  
 

 
  
  

 
  
  

 
. 

3) Здесь приходит «наложение трудностей»: и значение синуса 

«неудобное» (
 

  
), и промежуток «неудобен» (легче работать с долями числа 
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 ). Имеем:   (  )       
 

  
     Оценим значение       

 

  
. Заметим, что 

√ 

 
 

 

  
  , значит,       

√ 

 
       

 

  
                  

 

 
       

 

  
 
 

 
  . 

Во всяком случае, 

        
 

  
                                                           ( ). 

Теперь можно делать «перебор по параметру». 

Если                 
 

  
. Из (1) следует, что    [

 

 
  ]. 

Если                   
 

  
  Из (1) следует, что    [

 

 
  ]. 

Если       то             
 

  
           значит,    не 

принадлежит [
 

 
  ].  

Тем более не подойдут те значения  , которые получаются при 

          а также при                . 

Ответ:       
 

  
          

 

  
. 

Системы тригонометрических уравнений 

При решении систем тригонометрических уравнений применяются 

обычные приемы решения систем уравнений (подстановка, алгебраическое 

сложение, введение новых переменных). Однако  имеются две тонкости, две 

специфические особенности, присущие именно указанному классу задач. Мы 

рассмотрим их на конкретном примере.  

Пример 28. Решить систему уравнений 

{
         

 

 
 

         
 

 
 

 

Решение. Заменив первое уравнение суммой, а второе – разностью 

обоих уравнений, получим систему, равносильную данной: 

{

                   

                   
 

 
 
 

т.е. 

{
   (   )    

   (   )   
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Из первого уравнения находим:     
 

 
    . Из второго 

уравнения, если пользоваться общей формулой, получим:     

(  ) ( 
 

 
)    , но целесообразно при решении систем не применять 

общие формулы (типа   (  )                              ), а 

записывать решения с помощью числовой окружности (это – мы упоминали 

выше). В нашем случае получаем 

    
  

 
             

   

 
    . 

При решении систем тригонометрических уравнений существенным 

является принцип использования различных обозначений (       ) 

параметра в записи первого и второго уравнений системы. Иными словами, 

если в записи решения первого уравнения системы параметр обозначен 

буквой  , то в записи решения второго уравнения системы эту букву в 

качестве параметра использовать уже нельзя – в нашем примере мы для этой 

цели использовали букву   (это – вторая из двух специфических 

особенностей). 

А теперь доведем решение системы до конца. Имеем:  

{
    

 

 
     

    
  

 
     

                {
    

 

 
     

    
   

 
     

 

Из первой системы находим: {
  

  

 
  (   ) 

   
 

 
  (   ) 

 

Из второй системы находим: {
  

  

 
  (   ) 

   
  

 
  (   ) 

 

Ответ: (
  

 
      

 

 
   )   (

  

 
     

  

 
   )  
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Заключение 

Вся школьная тригонометрия строится на модели числовой 

окружности. Не секрет, что учащийся, хорошо овладевший понятием 

«числовая окружность», свободно и непринужденно работающий с ней, 

достаточно уверенно обращается с тригонометрическими функциями,  

уверенно решает тригонометрические уравнения и неравенства. Опыт 

показывает, что недоработки с этой моделью, слишком поспешное введение 

тригонометрических функций не позволяют создать надежный фундамент 

для успешного усвоения материала. В связи с этим, мы в своей работе 

выделили пять типов задач с числовой окружностью: 

- отыскание на числовой окружности точек, соответствующих 

заданным числам, выраженным в долях числа  ;  

- отыскание на числовой окружности точек, соответствующих 

заданным числам, не выраженным в долях числа  ; 

- составление аналитических записей (двойных неравенств) для дуг 

числовой окружности; 

- отыскание декартовых координат точек числовой окружности, центр 

которой совмещен с началом системы координат; 

- отыскание на числовой окружности точек по заданным координатам,– 

и раскрыли методические особенности их решения, а также определили 

дидактические цели их использования при изучении тригонометрии.  

Все эти типы задач нашли отражение в разработанном нами уроке 

изучения нового материала на тему «Числовая окружность» для учащихся 

10-го класса. 

В исследовании нами была рассмотрена также методика изучения 

тригонометрических функций, уравнений и неравенств в курсе математики 

старшей школы. В результате разработаны еще один  урок обобщения и 

систематизации знаний на тему «Отбор корней при решении 

тригонометрических уравнений» и система тренировочных упражнений по 

подготовке к ЕГЭ (задания уровней В7 и С1). 
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Таким образом, все поставленные задачи были решены, и тем самым, 

цель достигнута.  

Данная работа может быть использована в учебном процессе 

учителями математики общеобразовательных школ, а также 

старшеклассниками при подготовке к ЕГЭ.  
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Приложение 1 

План-конспект урока 

Класс: 10 

Тема урока : Числовая окружность. 

Цель урока: 

- ввести понятия числовой окружности и единичной окружности; научить 

учащихся находить на числовой окружности точки, соответствующие 

заданным числам, выраженным в долях числа π. 

- способствовать развитию пространственного воображения, умению 

работать с интерактивной доской, развитие логического мышления, 

вычислительных навыков, памяти, внимания. 

 - содействовать воспитанию интереса к математике, активности. 

Тип урока: изучение нового материала с применением информационных 

технологий. 

Методы обучения: объяснительно — иллюстративный, использование 

слайдов при объяснении нового материала. 

Оборудование: интерактивная доска с проектором, шаблоны — макеты 

окружностей. 

Структура урока 

     1. Организационный момент  

     2. Актуализация знаний учащихся 

     3. Объяснение новой темы 

     4. Закрепление изученного материала 

     5. Итоги  урока  

     6. Домашнее задание  

Ход  урока: 

1. Организационный момент(1 мин) 

- приветствие; 

- проверка готовности класса к уроку. 
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2. Актуализация знаний учащихся(10 мин) 

С понятием функция вы знакомы с 7 класса, сегодня мы  начинаем 

изучать большой раздел в математике, в котором  продолжим  изучение 

функций, их свойств. А для начала давайте повторим,  что нам  о них 

известно.  

Устная работа:  Слайд 1  

 —  Какая из предложенных формул задаёт изображённую на графике 

функцию?  

—  Перечислите свойства изображённых функций. 

 

Слайд 2  

 

—Дайте характеристику каждой прямой 



72 

 

—  Составьте ее уравнение 

—  Какие функции называются  числовыми?  (Числовой функцией с 

областью определения  X   называется соответствие,  при котором каждому 

значению независимого аргумента  x  ставится  в соответствие  по 

некоторому правилу  f  определённое число y. В  аналитической  записи этих 

функций используют алгебраические операции над переменными.) 

Мы начинаем знакомство с первыми представителями класса 

неалгебраических функций  —  тригонометрическими функциями. Для этого 

нам потребуется новая математическая модель. 

Слайд 3             

                                            

—  Что вы видите на слайде? (Окружность). 

—  Что называется окружностью? 

—  Как найти длину окружности? (L=2πR). 

3. Объяснение новой темы(20 мин) 

Новой математической моделью  является   числовая окружность. 

Каждому ученику раздается лист с макетом окружности, с использованием 

которой  будет изучаться новый материал. 
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Слайд 4 

 

1)Любую окружность можно рассматривать как числовую, но удобнее всего 

использовать единичную окружность — окружность с радиусом 1. 

На макете  ученики отмечают длину половины окружности и длину четверти 

окружности, отмечают четверти. На  этом этапе необходимо акцентировать 

внимание учащихся на положительное и отрицательное направление обхода 

окружности. 

Слайд 5 

  

     2)Мы обошли полностью  круг по окружности  от 0 до 2π и можем 

продолжить движение, пройдя от 2π четверть окружности, попадём в точку, 
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которую уже отметили, но соответствовать она будет уже другому числу:  

 
 

 
    

  

 
    и т.д. 

Для числовой окружности справедливо следующее утверждение: если 

точка М числовой окружности соответствует числу t, то она соответствует и 

числу вида t + 2πk, где параметр k – любое целое число. 

Слайд 6 

 

1)Каждую из четырех четвертей числовой  окружности делим на две равные 

части, и около каждой точки записываем «имя» при положительном 

направлении обхода окружности. 

2)Каждую из четырех четвертей числовой окружности делим на три равные 

части. 

Слайд 7  
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Выполнить работу можно в интерактивном режиме.    

Слайд 8 

 

Во всех разобранных примерах точки и длины дуг на единичной 

окружности соответствовали долям числа  π, но мы можем найти такие 

точки, которые будут соответствовать числам 1, 2. 3, 4…. . 

4. Закрепление изученного материала(10 мин) 

Решить на интерактивной доске и в тетрадях: 

№ 11 — № 15 . 

5. Итоги урока(3 мин) 

Вместе с учащимися разобрать пример 6 из учебника. 

6. Домашнее задание(1 мин) 

Изучить по учебнику на стр. 8-18 теоретический материал и решение 

примеров 1 — 3; решить № 9, 10, 16, 18, 27. 
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Приложение 2 

План-конспект урока 

Класс: 10. 

Тема. Отбор корней при решении тригонометрических уравнений 

Тип урока: урок обобщения и систематизации знаний. 

Цели урока:  

 дидактические: обобщение и систематизация знаний учащихся по 

теме «Решение тригонометрических уравнений»; закрепление основных 

понятий базового уровня; систематизация умений и навыков по 

применению трех способов отбора корней в тригонометрических 

уравнениях. 

 развивающие: развитие познавательного интереса, логического 

мышления, интеллектуальных способностей; формирование 

математической речи; 

 воспитательные: формировать эстетические навыки при оформлении 

записей в тетради и  самостоятельность мышления у учащихся. 

Оборудование: компьютер, мультимедийный проектор, экран, презентация 

«Решение тригонометрических уравнений и неравенств». 

Структура урока 

     1. Организационный момент  

     2. Актуализация опорных знаний  

     3. Закрепление знаний. Выполнение упражнений 

     5. Итоги  урока  

     6. Домашнее задание  

Ход урока. 

1. Организационный момент(1 мин.) 

- приветствие; 

- проверка готовности класса к уроку. 
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Сегодня на уроке мы повторим с вами решение тригонометрических 

уравнений и приемы отбора корней при решении тригонометрических 

уравнений (Открыли рабочие тетради и записали тему урока). 

2. Актуализация опорных знаний  (устная работа 10 мин.) 

В результате выполнения задания мы повторим определения 

арккосинуса, арксинуса, арктангенса и арккотангенса; формулы для решения 

простейших тригонометрических уравнений. 

1. Вычислите:  

а) arcsin(-1) ;
2


  

б) arccos )
2

3
(  ;

6


  

          в) arcsin 2     (не существует); 

           г) arctg  3  ;
3


   

             д) arccos )
2

(


      
(не существует); 

          е) arсctg )3( =  - arсctg 3 .
6

5


 

2. Решить уравнения 

 )                      

 )       
 

 
  

   (  )       ( 
 

 
)          

  (  )         
 

 
         

  (  )   
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 )          
 

 
         

 )     
√ 

 
   

 

 
         

3. Закрепление знаний. Выполнение упражнений (30 мин.) 

Проблема отбора корней, отсеивания лишних корней при решении 

тригонометрических уравнений специфична. Лишние корни могут появиться 

вследствие того, что в процессе решения произошло расширение области 

определения уравнения. Запись ответа тригонометрического уравнения часто 

связана с понятиями объединения и пересечения множеств. Обычно при 

решении таких уравнений получают серии корней, и в окончательном 

варианте ответ записывают в виде объединения этих серий. Но как быть, 

если эти серии пересекаются? Сегодня мы на конкретных примерах 

рассмотрим различные способы и приемы при выборе ответа. 

Перед вами раздаточный материал.  

1. Отбор корней в тригонометрическом уравнении с помощью числовой   

окружности. 

Проблему отбора корней, отсеивания лишних корней при решении 

тригонометрических уравнений часто можно решить с помощью 

изображения чисел на тригонометрическом круге. В ряде случаев этот прием 

более наглядный и убедительный. 

Пример 1.                –              

Решение. 

      –         – (  –        )       

              –               

       (       –       )       



79 

 

        
 

 
   

   

 
    

   

 

 

 

Изобразим серии корней  на числовой окружности. Видим, что первая 

серия включает в себя корни второй серии, а третья серия включает в себя 

числа вида kx  2  из корней первой серии.  

 

Пример 2              –             

Решение. 
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Из второй серии корней числа вида kx 



2  
 не удовлетворяют ОДЗ, а числа 

вида kx 
 
 входят в третью серию. Первая серия так же входит в третью 

серию корней, поэтому ответ можно записать одной формулой. 

 

 

Пример 3  

 

 

Решение. 

 

 

 

 

Иногда случается, что часть серии входит в ответ, а часть нет. 

Нанесем на числовую окружность все числа серии  

и исключим корни, удовлетворяющие условию    

Оставшиеся решения из серии корней можно  

объединить в формулу  
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2. Отбор корней в тригонометрическом уравнении алгебраическим 

способом . 

Изображение корней на тригонометрическом круге не всегда удобно, 

когда период меньше 2 . 

Пример 1. 2
4

3
cos2cos 

x
x  

Решение. 

Так как наибольшее значение функции y = cos t равно 1, уравнение 

равносильно систем 
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Решением уравнения является пересечение серий, то есть нам надо решить 

уравнение  

;
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Zttn  ,3
 

Итак,  
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Пример 2  
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Решением уравнения является пересечение серий, то есть нам надо решить 

уравнение 
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целое число.
 

Пусть ,
4

1
m
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тогда 
,14  mk
 

.15  mn
 

Итак,  

.,82 Zmmx  
 

}./82{: ZmmОтвет    

3. Отбор корней в тригонометрическом уравнении с некоторыми 

условиями  

Изложенные способы отбора корней в тригонометрических уравнениях 

не всегда применяются в чистом виде: выбор способа зависит от конкретных 

условий, но иногда эти способы комбинируются. 

Пример 1. Найти корни уравнения 

                           |       | , удовлетворяющие  

            условию     [     ]  

Решение.  

               |       |  
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Определим решения систем с помощью числовой окружности.  














.,2
2

1

,,
2

Zkkarctgx

Znnx






 
.,2

2

1
Zmmarctgx  

 
 

Условию  x  [0; 2 ] удовлетворяют числа  ,
2


x

    
,

2

3
x

   2

1
arctgx 

 (для 

первой системы) и 2

1
arctgx  

(для второй системы).
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Пример 2. Найти все решения уравнения  

,03cos22sin1  xx
принадлежащие отрезку 

].
2

3
;[


  

Решение. 

ОДЗ: cos 3x ≥ 0; 
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Отметим ОДЗ на тригонометрическом круге: 

Отрезку ]
2

3
;[



   

принадлежит только один промежуток из ОДЗ, а именно  

].
2

3
;

6

7
[


.  

Решим уравнение и выберем корни, принадлежащие этому промежутку: 

1 + sin 2x = 2cos
2
 3x ; 

 sin 2x = cos 6x; 

 sin 2x - cos 6x=0; 
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Выберем корни, удовлетворяющие условию задачи.
 

Из первой серии: ;,
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Следовательно  n=2, то есть 
.
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Из второй серии: ;,
2

3

4166

7
Zn

k




 

 ;,7212356 Znn  
 



85 

 

 .,691253 Znn 
 

Следовательно  n=5, то есть 
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Пример 3. Найти все корни уравнения  
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которые удовлетворяют условию ].
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Решение. 
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С помощью числовой окружности получим: 

;,
6
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Выберем корни, удовлетворяющие условию задачи.  

Из первой серии: ;,
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2
Znn 






 

 ;,191228 Znn  
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Следовательно  n=0  или  n=1, то есть  
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Из второй серии: ;,
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Следовательно  n=0  или  n=1, то есть  
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Итоги урока (3 мин.) 

Сегодня на уроке мы систематизировали  умения и навыки по 

применению трех способов отбора корней в тригонометрических уравнениях. 

За урок вы получаете следующие оценки:………………… 

Домашнее задание (1 мин.) 

№1707(а, г) 

№1709(б, в) 

№1716 

Спасибо за урок! 
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Приложение 3 

Система тренировочных упражнений по подготовке 

к ЕГЭ (С1, В7) 
В7. 

1. Найдите значение выражения:   √    ( 
 

 
)    ( 

 

 
). 

Решение:   √    ( 
 

 
)    ( 

 

 
)    √    

 

 
(    

 

 
)     √  

 

 
 

√ 

 
  

    

 
     . 

Ответ: -12  

2. Найдите значение выражения: 
        

       
. 

Решение: 
        

       
 

        

   (        )
 
        

       
     . 

Ответ: -14. 

3. Найдите значение выражения: 
    (   )    (

 

 
  )

   (    )
 
 (     )     

     
 

 
     

     
  . 

Ответ: 2.  

4. Найдите      , если       
 √ 

 
     (

  

 
   ). 

Решение: Так как                                

( 
 √ 

 
)
 

   
 

 
 
 

 
 (

 

 
)
 
. 

С учетом того, что   (
  

 
   )       

 

 
               

 

 
  . 

Ответ: 1. 

5. Найдите                       . 

Решение: Упростим выражение           (        ). 

Находим значение выражения   (    (    ) )    (      )     

          . 

Ответ: 22,8. 
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          С1. 

1. а) Решите уравнение           (   )   . 

б) Найдите все корни этого уравнения, принадлежащие промежутку 

( 
 

 
 
 

 
]. 

Решение 

а) Так как    (   )     (   )       , то данное в условии 

уравнение преобразуется следующим образом:              ,  

    (        )    { 
      

             
  {

      

            
 

√ 

 . 

Корнями уравнения        являются   
 

 
     где    . Корнями 

уравнений      
 

√ 
         

 

√ 
 являются соответственно    

 

 
 

           . Заметив, что объединением последних двух серий корней 

являются   
 

 
 
 

 
         , получаем окончательный ответ в пункте а): 

  
 

 
       

 

 
 
 

 
     . 

б) Для точек   
 

 
      

 

 
 
 

 
                 имеем 

соответственно неравенства:    
  

 
     

  

 
. Значит, при            

ни одна из этих точек не принадлежит промежутку ( 
 

 
 
 

 
]. При        

  для точек   
 

 
       

 

 
 
 

 
  получаем соответственно значения: 

   
 

 
    

 

 
     

 

 
   

 

 
, из которых промежутку ( 

 

 
 
 

 
] не 

принадлежит лишь    
 

 
. Таким образом, в пункте б) приходим к ответу 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
. 

2. а) Решите уравнение            (
 

 
  ). 

б) Найдите все корни этого уравнения, принадлежащие промежутку 

[ 
  

 
   ). 

Решение.  
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а) Так как                    (
 

 
  )                   

                               (     
 

 
)   . 

Корни уравнения:        (  ) 
 

 
           . 

б) Корни уравнения        изображаются точками A и B, а корни 

уравнения      
 

 
 – точками C и D, промежуток [ 

  

 
   ) изображается 

жирной дугой (см. рис.). В указанном промежутке содержатся три корня 

уравнения:    ,     
 

 
  

   

 
     

 

 
  

  

 
. 

Ответ: а)    (  ) 
 

 
            . 

б)       
   

 
  

  

 
.  

Другие решения пункта б) 

б) Корни, принадлежащие 

промежутку [ 
  

 
   ), отберем по 

графику       . Прямая     (ось 

Ox) пересекает график в единственной 

точке (     ), абсцисса которой 

принадлежит промежутку [ 
  

 
   ). 

Прямая   
 

 
 пересекает график 

ровно в двух точках, абсциссы которых принадлежат [ 
  

 
   ) (см. рис.). 

Так как период функции        равен   , то эти абсциссы равны, 

соответственно,  

 

 
     

   

 
   

  

 
     

  

 
. 
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В промежутке [ 
  

 
   ) содержатся три корня:       

   

 
  

  

 
. 

б) Пусть         . Подставляя                      получаем 

                       . Промежутку [ 
  

 
   ) принадлежит 

только      . 

Пусть   (  ) 
 

 
       . Подставляя                     

получаем: 

   ( 
 

 
  )  (

 

 
  )  ( 

 

 
  )  

 

 
 ( 

 

 
  )  (

 

 
  )    . 

Промежутку [ 
  

 
   ) принадлежат только    

   

 
    

  

 
. 

Промежутку [ 
  

 
   ) принадлежат корни:      

   

 
  

  

 
 . 

б) Отберем корни, принадлежащие промежутку [ 
  

 
   ). 

Пусть         . Тогда  
  

 
       

 

 
          . 

Корень, принадлежащий промежутку [ 
  

 
   ):      . 

Пусть   
 

 
        . 

Тогда  
  

 
 
 

 
         

 

 
    

 

  
     . 

Корень, принадлежащий промежутку [ 
  

 
   ):    

   

 
. 
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Пусть   
  

 
        . 

Тогда  
  

 
 
  

 
         

 

 
    

  

  
     . 

Корень, принадлежащий промежутку [ 
  

 
   ):    

  

 
. 

Промежутку [ 
  

 
   ) принадлежат корни:      

   

 
  

  

 
. 

3. а) Решите уравнение 
      √         

     √ 
   

    б) Найдите все корни на промежутке [ 
   

 
 
  

 
]. 

Решение. а)  

      √         

     √ 
   

 {
      √           

     √   
 {

(     √     )       

     √   
  

{
 

      √       
      

     √   

 

{
 

 
    

    
 
√     

    
  

      

      √ 

  

  

{
 
 

 
      √ 

  
 

 
          

    
 

 
          

 

{
 
 

 
    

 

 
          

  
 

 
          

   
 

 
 
  

 
       

   
 

 
       . 

б) Отбор корней. Для этого решим двойное неравенство: 
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Значит,   может принимать значения:              . 

При           
 

 
     

  

 
  

При          
 

 
     

  

 
  

При          
 

 
     

  

 
  

При          
 

 
    

 

 
  

При         
 

 
. 

б) Отбор корней покажем на единичной окружности. 

 

Ответ: а) 
 

 
       . 

 б)  
  

 
   

  

 
   

  

 
  

 

 
  
 

 
. 

4. а) Решите уравнение                √     . 

б) Найдите все корни этого уравнения, принадлежащие отрезку 

[
  

 
   ]. 

Решение.  

а) Преобразуем исходное уравнение: 

                    √     ;         √       

      √           √   

Откуда    
 

 
        . 

б) С помощью числовой окружности отберем корни, принадлежащие 

отрезку [
  

 
   ]. 
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Получим числа: 
  

 
  
   

 
. 

Ответ: а)  
 

 
         ) 

  

 
  
   

 
. 

5. а) Решите уравнение                   . 

     б) Найдите все корни этого уравнения, принадлежащие отрезку 

[  
  

 
]. 

Решение. 

а) Воспользуемся формулой       
       

 
. Из нее следует, что 

       
 

 
(               ). Поэтому уравнение можно 

преобразовать так: 

                            

                

                      

                    
 

 
         

  
 

 
 
  

 
           

 

 
 
  

 
  

б) При помощи тригонометрической окружности отберем корни, 

принадлежащие заданному отрезку. 
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Получим:   
  

 
   

  

 
   

   

 
 . 

Ответ: а) 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
      ) 

  

 
 
  

 
 
   

 
 . 
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